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Unter der Annahme, daf die Higenenergie einer (homoge-
nen) Kugel nicht negativ sein darf, gelangt A. Haas zu der
Formel :

Andererseits ist:
4 ,
M= _ aR.

Das Eliminieren von R ergibt:
125 _cG N
*Z36n GIM?
(. 1. Pokrowski nimmt an, dall der Grenzwert des Ober-
flichenpotentials gleich — ¢ sei, daB also

GM _ 2
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sein miisse. Daraus ergibt sich:
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Ich verschirfte Pokrowski’s Annahme durch die Forderung, daB
selbst im Zentrum des Sterns das (ravitationspotential den
Grenzwert — ¢ nicht iiberschreiten diirfe. Eine solche Forde-
rung fiithrt zu der Formel:
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Bedeutend frither (im Jahre 1923) hatte ich die Forderung
aufgestellt, dafl die Kontraktionsenergie nicht imaginir werden
diirfe. Meine damalige Theorie fiihrt zu der Formel:
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Neuerdings untersuchte N. R. Sen die Bezichung zwischen
Masse und Dichte ciner homogenen Kugel nach den Methoden
der allgemeinen Relativititstheorie. Fiir den Grenzfall 1afit sich
nach Sen’s Theorie die Gleichung

_(0p26)* 3
C= lew @Y )
ableiten 1.

Nach Einstein ist
%0 1
L=
und

, R
1‘[:45?2**’
7

v

wo M die Masse des Universums bedeutet, o seine durchschnitt-

&

liche Dichte und R den Kriimmungsradius des Raumes?). Aufier-

dem ist
8w

(9

2
’

Bliminiert man aus diesen drei Gleichungen R und =x, so er-
hilt man:
w "
SR — 6
NERSTRCEDTE ©)

Die Formeln (1), (2), (3), (4), (3) und (6) sind bis auf den ab-
weichenden Zahlenfaktor identisch. Sie alle konnen mit gleichem
Rechte sowohl auf das Universum als Ganzes, wie auch auf ein-
zelne Sterne angewandt werden.

Unlingst erhebt B. Jung Einwinde gegen die Ableitung
der Formeln von Haas und von Pokrowski: ,DaB diesen Betrach-
tungen ein Fehlschluf§ zugrunde liegt, scheint bisher entgangen
zu sein. Das Versehen liegt darin, daB zwar die Eigenenergie,
dic der Masse M zukommt, richtig (relativistisch) angesetzt wird,

1) Vgl. W. Anderson, Publ. de I'Observatoire Astronomique de 1'Univer-
sité de Tartu 29, |= Acta et Commentationes Universitatis Tartuensis (Dorpa-
tensis) A 29, S. 28 ff,, 1936. Dort finden sich auch die entsprechenden Litera-
turnachweise.

2) A. Hinstein, Berl. Ber. 1917, S. 152.
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nicht aber die Gravitationsenergie“?). Jung berechnet vor allem
die Schwerebeschleunigung, dic eine homogene Kugel von dem
Radius B und von der Dichte o auf eine dufiere Kugelschale
(mit den Radien R und B+ d R) ausiibt. LEr weist darauf hin,
daB die Gesamtmasse M der Kugel sich zusammensetzt ,aus der
materiellen Masse M, und der Masse, die der negativen Gravi-
tationsenergic entspricht“. In gleicher Weise mubl}, nach Jungs
Ansicht, auch die Masse dM der Kugelschale berechnet werden

wodurch sich die Differentialgleichung

AM = 4o R?AR — 4+ mo 2 ff;“é dR (7)
ergibt. Die Losung dieser linearen Differentialgleichung ist:
2apl g2
RPe ¢ AR
M=1 Saec T (S)
S R2

Jung weist nun darauf hin, daf) die Gesamimasse M (also auch
die Gesamtencrgie M¢®) mit wachsendem R dauernd zunehme;
von cinem Negativwerden des linergieinhaltes sei keine Rede.
Auf Jungs Einwidnde kann folgendes erwidert werden.
Wenn = die gegenseitige Entfernung zweier Massen M und
m bedeutet, so ist die entsprechende Newtonsche Anziehungs-

. . GM :
kraft gleich ,,,y2’72_ Zur Uberfiihrung der Masse m aus der Ent-

L

fernung » bis in eine unendlich grofie Entfernung muf die Arbeit

"G M
jﬁii dx geleistet werden. Dann, und nur dann, wenn M¥Mm

Lonstant ist, diirfen wir schreiben:

J(:Aandic_pM J (Z: ,,f”_’” (9)

¥

Beim freien Fallen der kleinen Masse m auf die grofie
Masse M nimmt die potentielle Gravitationsenergie ab, aber im

%) B. Jung, Astron. Nachrichten 261, 87, 1936.
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selben Malle steigt die kinetische Energie an, so dali m (und
auch M) unverindert bleibt. Deshalb haben wir auch das Recht,
beim freien Fallen die Beziehung (9) anzuwenden. Anders jst
es, wenn wihrend des Fallens auch nur ein Teil der entstehen-
den Kkinetischen ILinergie durch Ausstrahlung oder autf irgend-
cine andere Weise entfernt wird. In einem solchen [Falie nimmt
die Masse m stindig ab, so dah Mm nicht konstant bleiben
kann. Dann darf aber (9) nicht mehr angewandt werden.

Bei Jung fillt die unendlich kleine Masse m = 4 agR*dR
aus der Unendlichkeit bis zur Entfernung R vom Kugelzentrum,
wobei eine Umwandlung von potentieller Gravitationsenergie in
kinetische stattfindet. Dann, und nur dann, wenn diese kine-
tische Energie wihrend des Fallens auf keine Weise entfernt
wird, bleibt m = 4moR2IR konstant, wodurch wir berechtigt
werden (9) zu benutzen. Dann, und nur dann, dirfen wir

. . . o R*dR . GM ,
sagen, dal} die Gravitationsenergie um -—"— o abge-
nommen hat, also die kinetische [Energie (die anfangs gleich
Null gewesen war) um ebensoviel zugenommen. Wenn wir
jetzt (d. h. nach Beendigung des allens) die gesamte ent-

0 T re

standene kinetische Energie (die der Masse 479@5?A@I dqui-
valent ist) restlos entfernen, so crhalien wir in der Tat Jungs
Ditferentialgleichung (7). Jungs Gleichung setzt also einen
solchen Prozefi der Sternbildung voraus, wo jede unendlich diinne
Kugelschale durch ein Herabfallen aus der Unendlichkeit der
entsprechenden Masse 1moR2*dR gebildet wird, wobei wihrend
des Herabfallens kein Energieverlust durch Ausstrahlung (oder
auf irgendeine andere Weise) stattfindet. Erst nach Been-
digung des Fallens mufl die entstandene kinetische Energie
/ ) D 1A

4@]5;3}3—99{ restlos entfernt werden. Erst danach {fallt aus
der Unendlichkeit die nichste (unendlich kleine) Portion Masse,
und so weiter.

Ein solcher Prozeff entspricht aber gar nicht den wirklichen
Verhaltnissen. Beim wirklichen Kontraktionsprozeli eines Sterns
erfolgt cin ununterbrochener Masscenverlust durch Ausstrahlung,
aber cin Teil der kinetischen Energie verbleibt im Stern. Sogar
beim absoluten Nullpunkt der Temperatur verbleibt im Stern
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kinetische Nullpunktsenergie, die beim Kontraktionsprozel auf
Kosten der potentiellen Gravitationsenergie entsianden ist. Ks
ist daher klar, daB Jungs Differentialgleichung (7) einem sehr
kiinstlichen und #ulierst unnatiirlichen Prozef entspricht.

Will man bei der Kontraktion eines homogenen Sterns den
Massenverlust durch Ausstrahlung berticksichtigen, so mufi man
folgendermafien verfahren.

Die anfiangliche Gesamtmasse 3, sei bis zur Unendlichkeit
zerstreut. Die endgiiltige Gesamtmasse M, hilde eine homo-
gene Kugel vom Radius £ und von der Dichte ¢, In eincm
Ziwischenstadium sei die Gesamtmasse M und bilde eine homo-
gene Kugel vom Radius x und von der Dicbte ¢. Selbstver-
stindlich ist

Mo>M >M,.

Wir fassen ins Auge die Gesamtmasse 3, mil dem Radius ..
Eine innere Kugelschale habe die Radien y und y - dy. Die
Masse dieser Kugelschale ist 4ay®o,dy. Die auf diese Masse
wirkende Newtonsche (iravitationskraft ist gleich
G.4ny‘-’g,dy.,,%, o, 9 rrn S
*L 3 2 16 72 G2y dy
T — \ A

Verkiirzt sich der Radius = um dx, so verschiebt sich unsere

d.r .. .
Kugelschale gegen das Kugelzentrum um y(x’, wobel die New-

tonsche Gravitationskratt die Arbeit:

167 Go*yPdy ydx 16 72 G o2ytdy dor
R e R
leistet. Diese Arbeit verwandelt sich in kinetische Energie. Die
gesambe in der Kugel auf diese Weise entstandene kinetische
Energie ist gleich

Ay:l: _
j‘l(ﬁ a? G oyt dredy 16 72 G2 2P dz

3 2.3
¥=0

3 (4%1'391)2 Gdx 3 GM2dx

) 3 x? ) x?
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(Wir konnten diesen Ausdruck auch durch Differenzieren der
. . , 3 GM; .
potentiellen Gravitationsenergie — -~ - % gewinnen.) Nehmen

] X
wir an, dall der Bruchteil a dieser kinetischen Energic ausge-
strahlt wird (also 1—« im Stern verbleibt). Bezeichnen wir den
dadurch cntstandenen Massenverlust durch — d3_, so konnen
wir schreiben:

Daraus erhalten wir:

M o

Der Einfachheit halber nehmen wir an, daff ¢ konstant sei.
Dann crgibt die Integration:

1 1 3Ga

M, M., sRe’
oder : 7
G M, 5¢? M,
R 3a I—MOO : (10)

Das Gravitationspotential im Zentrum einer homogenen
Kugel erreicht den kritischen Wert — ¢?, sobald das Ober{lichen-

. GM].’ 2 . e
potential den Wert — —Rw—% =— ¢ erreicht hat. Elimi-
) G M, )
niert man B " aus der letzten Gleichung und aus (10), so
erhilt man:
2, 5 o,
- et = 1 — s
3 3a M
oder:
M 9
R za
L = ] — T 11
M, b} (L1}

Die gesamte wihrend der Kontraktion ausgestrahlte Masse ist
also gleich
B 0,4

M —M,=04acM_, = = 0.3 M,.
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Erfolgt die Kontraktion ohne Energieverlust durch Ausstrahlung,
s0 ist @ =0 zu setzen, und (11) ergibt dann M, = M., wie
dies auch zu erwarten war. Wird hingegen die gesamte bei
der Kontraktion entstandene kinetische Energie ausgestrahlt, so
ist @ =1 zu setzen, und (11) ergibt dann:

Eis mige z. B. die anfingliche Masse eines (sehr grofien) Nebels

3

M., = 10" g betragen; dann betrigt M, = s M. =6.10" g.

O
Dieser Wert in (8) eingefiihrt ergibt fiir den Grenzfall:

0= 4,83.10"".cm™>.
Wenn sich also unser Nebel bis zur Dichte von 4,83. 10 7g. em™?

zusammenballt, so erreicht in seinem Zentrum das Gravitations-
potential den kritischen Wert — ¢2.

Wird bei der Kontraktion dic Hiilfte der entstandenen kineti-
schen Energie ausgestrahlt, so ist a=—:12— zu setzen, und (11) er-
gibt in diesem Falle:

M, 1 1

=] — — —

M. 5 5

= 8. 1uMyg

. - . 4
[st wiederum M_ =10%g, so wird M, = ) M

sein, und dann ergibt (8) fiir den Grenzfall:
0=272.10""g.cm™3.

Erfolgt die Kontraktion ganz ohne Ausstrahlung (ist also a=0),
soist M =M, =M =10 in (3) zu setzen, und dies ergibt fir
den Grenzfall:

0=1,74.10""g.cm~3.

Wir sehen also, daff Massenverlust durch Ausstrah-
lung die Entstehung des kritischen Gravitations-
potentials (—¢* keinesfalls verhindern kann. Ist
die Masse des Nebels schr groli, so entsteht das kritische Gravi-
tationspotential schon bei sehr geringer Dichte.
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Bevor wir weitergehen, wollen wir untersuchen, ob (vom
Standpunkt unserer elementarcn Theorie) sich auch reine strah-
lende Energic im Gravitationsgleichgewicht befinden konne.

Ein solches Gleichgewicht verlangt, dali in jedem Punkie
der Strahlungsdruck gleich dem Gravitationsdruck sei. Der Ein-
fachheit halber nehmen wir statt dessen an, dal im Gleich-
gewichtsfalle der durchschnittliche Strahlungsdruck gleich dem
durchschnittlichen Gravitationsdruck sein mufl. Auberdem nehmen
wir an, dalj die strahlende linergie eine homogene Kugel von
der Dichte ¢ g.cm=? bilde. In einem solchen Falle ist der Strah-

. ; 1 .
lungsdruck an allen Punkten ein und derselbe: p = 5 0¢*; ebenso

grolj ist natiirlich auch der durchschnittliche Strahlungsdruck.
Der durchschnittliche Gravitationsdruck einer homogenen Kugel

3 (M2

ist bekanntlich gleich Im Falle des Gleichgewichts

205 RY
mul} also
1 ., 3 (GM?
[ Qc— P — =351
3 20w R
sein. Andererseits ist
4
— aR% =M.

s

Eliminiert man ¢ aus den beiden Gleichungen, so erhdlt man:

3GM
R — *57-02 * (12)

Also cxistiert cine Gleichgewichislage tatsichlich, und (12) gibt
dic Grobe des ,Gleichgewichtsradius® an. Ist aber dies Gleich-
gewicht stabil oder labil? — Machen wir den Radius £ etwas
kiirzer als der Gleichgewichtsradius ist, so steigt die Dichte ¢

B

und also auch der Strahlungsdruck 0; umgekehrt proportional

3 GAM*
20m RY
umgekehrt proportional E* also schneller. Der Gravitations-
druck, der jetst Ubergewicht erhalten hat, wird eine weitere
Kontraktion der Kugel verursachen, wodurch das relative Uber-
gewicht des Gravitationsdruckes noch mehr steigen wird, usw.
Unsere Kugel mufl schlieBlich in einen Punkl zusammenstiirzen.

E3, aber der durchschnittliche Gravitationsdruck
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— Wenn wir den Radius etwas grofer machen als der Gravi-
tationsradius ist, so erhilt der Strahlungsdruck das Ubergewicht;
dies bewirkt eine weitere Ausdehnung, wodurch das relative
Ubergewicht des Strahlungsdruckes ein noch groBeres wird, usw.
Wir sehen also, da#l das Gravitationsgleichge-
wicht reiner strahlender Energie ein labiles ist.
Das Volumen einer gegebenen Menge sirahlender Energie
im freien Raume wird sich mit Lichtgeschwindigkeit ausdehnen,
wenn diese Ausdehnung durch keinen Gravitationsdruck verhin-
dert wird. Je mehr sich nun unsere aus strahlender Energie
bestchende Kugel ausdehnt (also je mehr sie sich vom Gravitations-
gleichgewicht entfernt), desto mehr tritt der Gravitationsdruck in
den Hintergund, desto schneller wichst also der Radius der
Kugel. Man kann annehmen, daff nach geniigend langer Zeit
der Radius mit Lichtgeschwindigkeit wichst. Im Gleichge-
3GM
YRR t Se-
kunden nach der Storung des Gleichgewichts sei seine Linge
gleich R,. Es ist klar, daB

3GM 3GM
Il’<Rt<"5(;_T+Ct (13)

wichtszustande ist nach (12) der Radius gleich

5¢?

sein mull. Wir wollen annehmen, dafl unsere expandierende
Kugel immer homogen bleibe. AufBlerdem wollen wir voraus-
setzen, dab ¢ geniigend groB sei. Dann konnen wir sagen, dafl
der Radius R, in jeder Sekunde sich um ¢ vergrofiert, dabl also

jedes cm des Radius um }% cm in der Sekunde zunimmt. Mit
t
anderen Worten : jeder Punkt, der sich in der Entfernung 1 c¢m
vom Zentrum befindet, entfernt sich vom letzteren mit der
Geschwindigkeit :
4
= — 14
“=7 (14)
Betriagt dic LEntfernung des Punktes vom Zenirum [ cm, so ist
die zentrifugale Geschwindigkeit gleich:
le
la — —7..
a R,
Es ist nicht schwer einzusehen, dall auch wenn der Beobachter
sich nicht im Zentrum, sondern in einem anderen (inneren)
Punkte der Kugel befindet, er trotzdem genau dieselbe Lxpan-
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sion um sich herum beobachten wird. Wir wollen annehmen,
daf der Beobachier sich in irgendeinem inneren Punkte A be-
findet, dessen Entfernung vom Kugelzentrum € offentar gleich
der Geraden AC ist. Ls sei Birgendein anderer innerer Punkt,
dessen KEntfernung vom Kugelzentrum gleich BC ist. Der Punkt A4
(mit dem Beobachter) entfernt sich vom Kugelzentrum mit der
Geschwindigkeit AC.«, der Punkt B hingegen — mit der Ge-
schwindigkeit £2C.a. Dies bedeuter, dal im Verlaufe einer Se-
kunde sowohl AC als auch BC sich um das (1 4 «)-fache ver-
grofern. Mit anderen Worten: 4AC dndert sich proportional BC.
Sowohl oL als auch B verschicben sich liings den entsprechenden
wdlien, weshalb der Winkel = A€ konstant bleibt.  Unter
solchen Bedingungen muf} sich aber auch 48 proportional AC
und ¢ dndern; also auch 4D vergriBert sich im Verlaufe einer
Sckunde um das (1 4 «)-fache.  Dem Beobachter in A wird es
daher scheinen, dall sich der Punkt 22 mit der Geschwindigkeit
AB .« von A enifernc.
Aus (18) und (14) ergibt sich:
4

14
saa = 7 s oM

>

et

_}

- 9

5 ¢* He?

oder:
c3 3

0,6 GA

4

0,6 GM - ¢3t (15)

> >
Nehmen wir z. B. an, dali die Masse unserer Kugel gleich der
Masse des Universums sei, also gleich 2.10% g. Nehmen wir
ferner an, dab seit Stérung des Gleichgewichts ebensoviel Zeit
verflossen ist, als unser Universum existiert (nach der ,kurzen®
Zeitskala). Auf Grund der Radioaktivitit der Meteorite schiizt
Opik das Alter des Universums anf ungefihr 3 Milliarden Jahre?),
was 9,468.10"% Sekunden ausmacht. Setz{ man M= 2. 10,
t=9,468.10"%, ¢=3.10" und G =6,66.1078 in (15) ein, so er-
hélt man:

@< 3,878 . 10717 cm.sec™! pro cm,

a > 8,046 .10~ cm.sec ! pro cm,

oder:
« <2 1041 km.sec™' pro megaparsec, |

a > 248 km.sec™' pro megaparsec. |

-~

(16)

1) K. Opik, Popular Astronomy 41, 79, 1933.
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Was den Gleichgewichtsradins unserer Kugel anbetrifft, so ist
er nach (12) gleich

3.6,66.10°8, 2,10

5T jgw 0 = 589,107 om.

R =

Wie wir sehen, ist das Verhalten unserer aus reiner strah-

lender Energie bestchenden Kugel sehr dhnlich dem Verhalten

unseres Universums. So z. B. sei daran erinnert, dab nach den
Beobachtungen von Hubble

a =560 km .sec™ pro megaparscc

betrigt, was sich mit (18) im Einklang befindet.

Trotzdem besteht ein wesentlicher Unterschied zwischen
der Expansion unserer Kugel und der HExpansion des Univer-
sums (wenigstens nach der fraditionellen Auffassung). ks wird ja
gewohnlich angenommen, dall der Radius des Universums sich
alle 1800 Millionen Jahre verdopple. Der Radius unserer Kugel
hingegegen wichst mit ¢ nur cinfach linear; deshalb muf sich a
(nach unserer Auffassung) im Verlaule der Zeit mehr und mehr
verringern.

Gehen wir jetzi zum allgemeineren Ifalle ecines homogenen
Himmelskorpers iiber. Es sei im letzteren

Gasdruck - Strahlungsdruck = Ao*,

wo 4 und % konstant sind. Im Gleichgewichtsfalle mub 4o* gleich
dem durchschnittlichen Gravitationsdruck sein, ¢s mull also

Ly 4y
GM*"o”

g — B G 1faa)"
S T 20w RYT 5\ 3

sein. Hsist leicht cinzuschen, daf bei £ > X das (leichgewicht

. . . . 4 . . 4 . .
ein stabiles ist, und bei £ <~ , cin labiles. Bei & = ) ist ¢in

<

(ileichgewicht nur dann moglich, wenn

A=1 (* ”—) o
513

ist. Das entsprechende Gleichgewicht ist dann weder stahil
noch labil, sondern indifferent, da e¢s ja von ¢ nicht abhingt.
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Nach J. von Neumann ist die ultra-extremsie Zustands-

gleichung einer jeden Materie p = Qf. Eine solche Ansicht ist
schon vor Neumann von mir ausgesprochen und begriindet wor-
den®. Aus dem oben Gesagten folgt, dall das Gravitations-
gleichgewicht von Materie im ultra-extremsten Zustande nur ein
labiles sein kann.

Nach A. Haas kann die Kontraktion eines (homogencn)

Himmelskérpers nur so lange andauern, bis

302

Mc"’:—r()R

geworden ist. Die dabei erreichte Dichte entspricht dem Gleich-
heitszeichen in (1). Wir konnen diese Gleichung auch folgen-
dermabien schreiben:

g 5 :‘5 " C;) —
¢ T (47) Girs (7

Wir fragen nun: wie groff wird in diesem Grenzfalle die Summe
des Gasdruckes und des Strahlungsdruckes sein, wenn dabhei
Gravitationsgleichgewicht hesteht? —- Die erwéhnie Summe muf
gleich sein dem durchschnittlichen Gravitationsdruck, c¢s muf
also die Gleichung:

(lasdruck + Strahlungsdruck = i (LL 3”) GM™" 0" =
y 4 o
— ("‘—“"f) GM™ g%
\ 3

bestehen. KErsetzt man o' durch seinen Werl aus (17), so er-
hilt man:
Gasdruck - Strahlungsdruck =

14 a\" w5 {3\ @ oc?
= 27 ear 2 |2 0=
5 ( 3) ! 3 (4 n) oM T

Natiirlich setzen wir dabei voraus, daf die Kontraktion ohne
Ubergang von knergie zwischen dem Himmelskorper und der
AuBenwelt stattfindet.

5 Vgl W. Anderson, L c. 8. 24 (L.
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Hin solches Resultat darf uns nicht verwundern. Wenn die
Kontraktion ohne Ausstrahlung erfolgt, so verbleibt die entstan-
dene Kkinetische Encrgie im Stern, so dali seine Gesamimasse

3 G-M? 3 GM*?

_— =1
5 ch)-'_ 5 R¢? !

(m_

5 G M

konstant bleibt. Wir konnen ‘5 P2 als kinetische Masse be-

6GM?) als Ruhemasse. Je mehr der Stern
5 Re?

sich verdichtet, desto griéfier wird seine Kkinetische Masse und
desto kleiner seine Ruhemasse. SchlieBlich muf} letztere gleich
Null werden, so dafl der Stern nur aus kinetischer Masse be-
stehen wird, wie dies bei reiner sirahlender Energie der Fall
ist. Es ist daher auch nicht verwunderlich, wenn dann der

Druck der Sternmaterie mit dem Drucke strahlender Energic

9

zeichnen und (M—

. . . T . L 0¢ S . .
identisch wird, ndmlich gleich N Wir wissen aber schon, daf)

in einem solchen Falle das Gravitationsgleichgewicht ein labiles
sein muB.

Bei den tatsiichlich existierenden [Himmelskorpern sind
die Berechnungen nattirlich sehr viel komplizierter. Trotzdem
kann nicht daran gezweifelt werden, daf auch bei ihnen eine
fortschreitende Verdichtung schliefllich zu einem labilen Gravi-
tationsgleichgewichtszustand fiihren mufi. Dieser labile Zustand
wird bei desto geringerer Dichte eintreten, je groBer die Masse
des Sterns ist. Die geringste Storung des erwihnten labilen
Gleichgewichts mubl entweder zur Expansion oder zur weiteren
Verdichtung des Himmelskorpers fithren. Im letzteren [Falle
muf die kinetische Masse weiterwachsen. Damit dabei die
Gesamtmasse M unverdndert bleibe, sind wir nolens volens ge-
zwungen anzunehmen, dafl die Ruhemasse negativ wird. Uher
die Moglichkeit einer negativen Rubemasse habe ich mich schon
frither gedufiert®). SchlieBlich mufi der Himmelskorper in einen
Punkt zusammenfallen. Was geschieht aber weiter? — Am
nichstliegenden wire wohl anzunebhmen, daf im erwihnten
Punktfe cine Art Reflexion eintrete: die Geschwindigkeiten keh-

6) W. Anderson, Loe. S50 .
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ren ihre Richtungen um, so dafi der Himmelskorper sich wicder
ansdehnt. Wir sind aber dabei gezwungen anzunehmen, daB
die Dichte im erwihnten Punkte den Wert ¢ = co erreicht habe,
freilich nuar auf unendlich kurze Zeit. Ob ein derartiges ,un-
gewdhnliches* Ereignis auch tatsiichlich bei irgendeinem Him-
melskorper stattgefunden hat, ist natiirlich eine ganz andere
I'rage. Vielleicht ist seit dem ,Anfang der Well* noch nicht
genug Zeit verflossen, damit ein (gentigend grofler) Ilimmels-
korper sich bis zu dem labilen Gleichgewichtszustande verdichten
konnte. Vielleicht aber wird das oben beschriebene Zusammen-
brechen der labil gewordenen Himmelskorper durch irgendeinen
neuen Kaktor verhindert. Man konnte z. B. an eine Art von
ykosmischer Repulsion® denken, oder auch an J. Nuut’s ,kine-
matische Expansion® des Raumes?. Solche Faktoren stellen
aber wiederum etwas ,Ungewohnliches* dar®).

Frither habe ich meine Ansichten iiber die Grenzdichte
sehr kategorisch formuliert: ,In keinem Punkte eines Himmels-
korpers kann das Gravitationspotential den kritischen Wert
—¢* {berschreiten“. Jetzt ziehe ich folgende mildere Formu-
lierung vor: ,In keinem Punkte eines Himmelskorpers kann das
Giravitationspotential den kritischen Wert —e¢> iberschreiten,
ohne daB etwas ,Ungewdhnliches® passiert«.

lch mochte noch daran erinnern, dab alles iiber die Him-
melskorper Gesagte auch fiir das Universum als Ganzes giiltig
ist. Wir miissen daher annehmen, daf am ,Anfang der Welt«,
wo sich das Universum noch im Gravitationsgleichgewicht be-
fand, die Ruhemasse gleich Null gewesen ist. Dies bedeutet,
dafl damals alle ,materiellen* Teilchen bis zu einem gewissen
Grade sich wie Lichtquanten benahmen (die ja auch keine merk-
liche Ruhemasse, sondern nur kinetische Masse besitzen). In
gewissem Sinne haben wir daher das Recht zu behaupten, dafi
sam Anfang der Welt nur Licht existiert hahe*.

Wir wissen schon, daB bei einem derartigen ,Lichtstadium*
der Materie das Gravitationsgleichgewicht labil sein mufj: die
geringste Storung dieses Gleichgewichts wird zu einer Kontrak-

7y J. Nuut, Acta et Comm. Univ. Tartuensis (Dorpatensis) A 29; und
29, (1935).

8) lech michte noch darauf aufmerksam machen, dafi bei allen unseren
Berechnungen wir immer nur einen eulklidischen Raum vorausgesetszt
haben.
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tion oder zu einer Lxpansion fithren. Wir wollen letzteres
annchmen. AuBerdem nehmen wir an, dafl zwischen dem expan-
dierenden Universum und dem auBerhalb des Universums befind-
lichen Raume kein Energielibergang stattfindet. Zur Zeit des
anfinglichen (labilen) Gleichgewichts war die kinetische Masse

des Universums gleich —2%;\6{_ und die Ruhemasse gleich
M — 55(;?{:20, wo R den Gleichgewichtsradius bedeutet.
2

Bei der Lxpansion steigt die Ruhemasse auf Kosten der kine-
tischen Masse. [n unendlich ferner Zukunft wird sich unser
Universum bis zur Unendlichkeit ausgedehnt haben, wobei sich

. L 3 2
die kinetische Masse um .
5 Re?
Ruhemasse um ebensoviel vergrobert. Dann wird die kinetische
Masse gleich

verringert haben wird und die

BOME s GME
5 Re? 5 et

sein, und die Ruhemasse gleich

3 GM? 3 GM*

(M - ‘57%7) T S Re —

Wiihrend des ,Lichtstadiums® (d. h. wihrend des labilen Gravi-
tationsgleichgewichts) ist die durchschnittliche ,Molekularge-
schwindigkeit® der Partikelchen gleich der Lichtgeschwindigkeit.
Bei der fortschreitenden HExpansion verringert sich diese durch-
schnittliche Molekulargeschwindigkeit mehr und mehr und wird
schlieBlich bei unendlicher Expansion gleich Null. Wie grof}
ist aber die augenblickliche durchschnittliche Molekulargeschwin-
digkeit der Partikelchen des Universums? —

Wir wollen wiederum annehmen, dal} seit der Stérung des
(labilen) Gravitationsgleichgewichts 8 Milliarden Jahre = 9,468.10%
Sekunden verflossen sind. Der Gleichgewichtsradius ist gleich
B = 8,88.10" cm (siehe oben S. 13), daher ist der augenblick-
liche Radius des Universums

Ri< R +ct =8,88.10% 4 3.10'.9,468. 10'® = 3,7284 . 10%,

Also ist jedenfalls
R <42 R.
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Die zur Ixpansion von R bis &, verbrauchte kinetische Energic
ist gleich
3GM? 3GM* 3 GM*?

L e GME 3 GM® 16 3GM* 1
5 R 5 R 5 R 5.42 R 21

6
R 1
5 R 21
Diese verbrauchte kinetische linergie ist natiirlich nicht spurlos
verschwunden, sondern hat sich in potentielle Gravitationsenergie
verwandelt, wodurch die Ruhemasse (die anfangs gleich Null
war) sich entsprechend vergrofierl hat. Diese Ruhemasse wird

. . . . o 16 — .
jetzt aber immerhin noch kleiner sein als 1 M. Die im Univer-

sum verbliebene kinetische Energic ist daher groficr ols

e — e P e
21

2 21

Wenn die Masse m eines Partikelchens des Universums im

. 16m . om . .
Durchschnitt aus o1 Ruhemasse und 91 kinetischer Masse be-

stehen wiirde, so konnte man die entsprechende durchschnitt-
liche Geschwindigkeit v, aus der Gleichung

5me? 16 me? { L
2121 ‘ J—

berechnen. Wir erhalten:
?)Wl N
- = (,648 .
c

Doch ist die kinctische Masse nicht gleich, sondern grofler als

5 )
.)’1”,; deshalb mub

Im = 0,648 (18)
¢
sein. Wir sehen also, dall die hentige durchschnittliche Mole-
kulargeschwindigkeit der Partikelchen des Universums zwar
nicht mehr (wie ,am Anfang der Welt“) gleich der Lichtge-
schwindigkeit ist, aber immerhin noch recht nahe an sic heran-
reicht.
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Heutzutage dehnt sich unser Universum mit einer Geschwin-
digkeit aus, die ebenfalls recht nahe an Lichtgeschwindigkeit
heranrcicht. Doch in ferner Zukuntt wird sich die Expansions-
geschwindigkeit (im Gegensatz zur Expansionsgeschwindigkeit
einer aus ,wahrer¢ strahlender Energie, d. h. aus Photonen be-
stehenden Kugel) mehr und mehr verringern, Bei unendlich
grofier Expansion sinkt die Expansionsgeschwindigkeit (sowic
auch die durchschnittliche Molekulargeschwindigkeit der Par-
fikelchen des Universums) bis auf Null ).

Natiirlich wird es in jedem beliebigen Augenblick Parti-
kelchen gehen, deren Geschwindigkeiten grifler oder kleiner,
sogar schr viel kleiner als die durchschnittliche Geschwindig-
keit sind. Wihrend der Expansion werden die schnelleren Par-
tikelchen grofiere Wege durchlaufen als die langsameren. Es fin-
det also eine Diffusion der Partikelchen statt, entsprechend ihren
Geschwindigkeiten. Dies ist genau dieselbe Erscheinung wie
bei dem bhekannten ,kinematischen® Weltmodell von E. A. Milne.

Bei allen unseren Untersuchungen haben wir der Einfach-
heit halber immer angenommen, daBl die expandierende Kugel
homogen bleibt. Dann mufl jedes Kubikzentimeter

N _ 3N

N —= ——— - I
3
énR”t' 4 v}

Partikclehen enfhalten, wenn N die Gesamtzahl der im Univer-
sum vorhandenen DPartikelchen bedeutet. Das Volumen einer

9) Es sei hier vor Verwechslung der Expansionsgeschwindigkeit mit der
durchschnittlichen Molekulargeschwindigkeit gewarnt. Wahrend des anfinglichen
»Lichtstadiums® war die Ruhemasse der Universums gleich Null, und die
duchschnittliche Molekulargeschwindigkeit seiner Partikelehen gleich der Licht-
geschwindigkeit. Dagegen war die Expansionsgeschwindigkeit gleich Null, da
sich unser Universum damals in einem (freilich labilen) Gravitationsgleich-
gewicht befand. Nachdem die Expansion begonnen hat, wichst ihre Geschwin-
digkeil mehr und mehr, wihrend die durchschnittliche Molekulargeschwindig-
keit abzunehmen beginnt. SchlieBlich erreicht die Expansionsgeschwindiglkeit
ihren Maximalwert, der recht nahe der Lichtgeschwindigkeit ist. Auch die
duchsechnittliche Molekulargeschwindigkeit wird immer noch recht pahe der
Lichtgeschwindigkeit sein. Bei noch weiterer Expansion wird sowohl die Ex-
pansionsgeschwindigkeit als auch die durchschnittliche Molekulargeschwindig-
keit mehr uud mehr sinken, um schlieBlich bei unendlicher Ausdehnung des
Universums gleich Null zu werden.

Wir haben andererseits angenommen, dalj die Expansionsgeschwindigkeit
ciner aus ,wahrer* stahlender Energic (4. . aus Photonen) bestehenden Kugel
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inneren Kugelschale mit den Radien » und » 4 dr ist gleich
4ar’dr, und dieses Volumen cnthilt

AT

3 Nridr
¢

n.Admtdr = 20 L mdy = 1)
4 NR'; (

Partikelchen. Die Expunsionsgeschwindigkeiten dieser Partikel-
chen liegen zwischen v=ra und v dv = (r + dr)a=ra--dr.a.

Aus diesen (ileichungen ergibt sich:

v
r == und dr = — .
42

[Miihrt man diese Werte in (19) ein, so erhilt man:

3 Nvidy 3 Nedde
R o atRd

oder im Hinblick auf (14):

N 3 No*dv 3 NoPdv
v a’ R} ¢

wo N/ +*"die im Universum vorhandene Gesamtzabl jener Par-

tikelchen bedeutet, deren Expansionsgeschwindigkeiten zwischen
v und v4-dv liegen. Es ist naturlich klar, daff die gewonnene
selbst nach unendlich grofier Ausdehnung gleich der Lichtgeschwindigkeit bleibt.
Dies 148t sich erkliren, wenn man annimmt, daB im unendlich ausgedehnten
Zustande die Ruhemasse der Kugel gleich Null sei und die kinefische Masse
gleich M. Zur Zeit des (labilen) Gravitationsgleichgewichts hingegen muf die
Ruhemasse negativ sein, ndmlich gleich — 3 G

5 Re?
3 GM?
5 R~

Bei eciner unendlichen Expansion nimmt die kinetische Masse um

, und die kinetische Masse

gleich M Also auch in diesem Falle ist die Gesamtmasse gleich M.

3 GM?
5 Re2
und die Ruhemasse um ebensoviel zu. Da auf diese Weise die Ruhemasse der
Photonen niemals positiv werden kann, so liegt auch kein Grund vor fir das
Abricken ihrer Geschwindighkeiten von der gewshnlichen Lichtgeschwindigkeit.
Ob sich aber eine nur aus Photonen bestehende Kugel auch tatsichlich in alle
Ewigkeiten mit Lichtgeschwindigkeit ausdehnen wird, ist natiirlich eine an-
dere Frage, auf die wir jedoch nicht niher cingehen wollen.

Man darf auch nicht die Expansionsgeschwindigkeit mit dem Expan-
sionskoeftizienten « verwechseln. Selbst wenn die Expansionsgeschwindigkeit
tatsichlich in alle Hwigkeiten konstant und gleich der Lichtgeschwindigkeit
bleiben sollte, wird sich « im Verlaufe der Zeit trotzdem mehr und mehr verrin-
gernu, wie ja dies aus (14) kiar hervorgeht.

ab
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Gleichung nur so lange giltig bleibt, als das Universum sich
anndhernd mit Lichtgeschwindigkeit ausdehnt. In gentigend
ferner Zukanft wird unsere Gleichung schlieflich versagen.

Wie verhiilt sich aber die oben abgeleitete Verteilung der
Expansionsgeschwindigkeiten zu der Maxwellschen Verteilung
der Molekulargeschwindigkeiten? —

Natiirlich kann die gewohnliche Maxwellsche Formel nicht
ohne weiteres angewandt werden bei durchschnittlichen Mole-
kualargeschwindigkeiten, die nahe an Lichtgeschwindigkeil heran-
kommen. Wollen wir aber trotzdem versuchen, die Maxwellsche
Iformel aufl die Partikelechen des Universums anzuwenden, wobei
wir. ihre durchschunittliche (quadratische) Geschwindigkeit der
Einfachheit halber genau gleich der Lichtgeschwindigkeit setzen.
Wir erhalten dann:

o

3v?

\T vf-dv 74 B 2( "A" U:(’ 7:‘ dv .
Ny — 3
l/f.fl 8 ¢

Ist die individuelle Geschwindigkeit v merklich Kleiner als dies
32

durchschnittliche Geschwindigheit, so wird e 2 nur wenig ver-

schieden von 1 sein. Wir kénnen daher annidhernd schreiben:

rt4d 4 e £
NS o S =St

V'

Stellen wir noch einmal die erhaltenen Formeln zusammen:

[4

l/ 27 f\"Ui”d:’U 3 Nvldv

Verteilungsgesetz der Expansionsgeschwindigkeiten: |

3 Nv*dv

T lv
AL‘ = 3

C
Maxwellsches Verteilungsgesetz der Molekularge- ¢ (20)
schwindigkeiten:

: 3 Nvidv
NJTE =138 . T
[

Wir sehen, dafl die Verteilung der Expansionsgeschwindigkei-
ten sich von der Maxwellschen Verteilung nur unwesentlich
unterscheidet. Der ganze Unterschied besteht nur in einem
konstanten Zahlenfaktor.
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Gegen Milne's ,kinematisches* Weltmodell macht A. Haas
folgenden LKinwand: ,Dic Milnesche Idec begegnet allerdings der
Schwierigkeil, da — unter der Voraussetzung einer gleich-
mibigen Verleilung der Nebel in dem  teleskopisch erreichbaren
Raume¢ — von Anfang an die hoheren Geschwindigkeiten viel
hdufiger als die niedrigeren hitten sein miissen; eine derartige
(reschwindigkeitsverteilung wire vollig von den sonst in der
Physik bekannten verschieden“?). Vom Standpunkt unserer
Theorie jedoch muBl dieser Einwand als hinfillig betrachtet wer-
den: wir haben ja soeben gesehen, dafi zwischen der Verteilung
der Hxpansionsgeschwindigkeiten und der Maxwellschen Ver-
teilung gar kein besonders groffer Antagonismus besteht.

Freilich ist die raumliche Geschwindigkeitsverteilung in
beiden Illen eine vollig verschiedene. Bei der Expansion ord-
nen sich die DPartikelchen so, dafi ihre Geschwindigkeiten pro-
portional den Entfernungen vom Zentrum sind, und gerichtet
sind diese Geschwindigkeiten vom Zentrum weg. Daraus folgt,
dati die Bewegungszustinde zweier in der Nachbarschaft befind-
licher Partikelchen nur wenig verschieden sind. Mit anderen
Worten: die relative Geschwindigkeit eines Partikelchens hin-
sichtlich der Nachbarpartikelchen ist gering. Keine derartige
riumliche Ordnung existiert in einem gewohnlichen Gase: hier kon-
nen auch die in der nichsten Nachbarschaft befindlichen Partikel-
chen die verschiedensten relativen (veschwindigkeiten aufweisen.

Wir haben zwar angenommen, dali bei der Hxpansion die
Homogenitit gewahrt bleibt: trotzdem verlangt das Gesetz des
Zufalls, dali in jedem Moment bald hier bald dort kleine zu-
fillige Abweichungen von der entsprechenden mittleren Dichte
auftreten. An einer Stelle werden die Partikelchen zulillig et-
was mehr zusammengedringt sein, an ciner anderen etwas weni-
ger. Wenn nun irgendwo sich zuféllig eine betrichtlich stirkere
Verdichtung ausbildet, so wird letztere eine merklich verstirkte
Newtonsche Anziehungskraft auf die Nachbarpartikelchen aus-
iiben, wobei nicht vergessen werden darf, dabi die relativen Ge-
schwindigkeiten dieser Nachbarpartikelchen nur gering sind.
Die rein zufillig entstandene Verdichtung kann sich dank den
hereinstiirzenden Nachbarpartikeln bedeutend vergréliern. Dieser
Verdichtungsprozeb hat anf den Bewegungszustand des Schwer-

1) A, Haas, Kosmologische Probleme der Physik, Leipzig 1934, 8. 58.
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punkts der sich verdichtenden Masse natiirlich keinen Einflulb.
Da wir bei der Expansion annihernde Homogenitiat voraussetzen,
so werden die an verschiedenen Stellen entstandinen Verdich-
tungen nicht sehr verschiedene Massen besitzen.

Zur Zeit des labilen Gravitationsgleichgewichis (zur Zeit
des ,Lichtstadiums®) des Universums bewegten sich die Parti-
kelchen mit Lichtgeschwindigkeit und vollig ungeordnet hin
und her. Hine Entstchung von grolien lokalen Verdichiungen
war damals undenkbar. Krst wiihrend der Lixpansion bildete
sich die bekannte Ordnung in der riumlichen Geschwindigkeits-
verteilung aus, wodurch die Entstehung grolier lokaler Verdich-
tungen (Himmelskorper) méglich wurde.  Dabei darf man aber
natiirlich nicht denken, dali die erwiihnte Ordnung sich sofort
nach Beginn der Expansion in voller Sirenge eingestelll habe.
In Wirklichkeit wird dieser Prozess allmihlich vor sich gegangen
sein.  Je weiter die Expansion fortschritt, desto griober wurde
die Zahl der Partikelchen, die ,sich geniigend der Ordnung
unterworfen hatten®, desto geringer wurde die Zahl derer, deren
Bewegungen man noch als ,ungeordnel® zu betrachten gezwun-
gen war.  Auch heutzutage, wo bereits die meisten Partikelchen
»sich der Ordnung geniigend unterworfen haben® (und sich, als
weitere Folge davon, meistens zu Himmelskorpern verdichtet
haben), wird es noch cine gewisse Anzahl ,ungcordneter« Par-
tikelchen geben, die nach allen Seiten hin und her {liegen!).
Die durchschnittliche Geschwindigkeit dieser Partikelchen
ist nach (18) grobier als 0,648 ¢12?). Diese Partikelchen sind dem-

1) Was die Natur dieser Partikelchen anbetrifft, so wire am nichst-
liegenden ein Gemiseh von Neutronen, Protonen, Hlektronen und Positronen
anzunehmen, und vielleicht noch von negativen Protonen (uber letztere vgl. loan
[. Placinteanu, ,Sur lexistence du proton a charge négative; constitution du
noyau de lisotope de Hy“, Extrait du Bulletin de la Société Roumaine de Phy-
sique Vol. 35, Nr. 60. — Aout — Octobre 1933).

) Der ,geordrete* Zustand unterscheidet sich vom ,ungeordneten®
nicht durch die Grifie der Molekulargeschwindigkeiten, sondern nur durch
ihre rdumliche Verteilung.

Die kinetische Energie eines mit 0,648 ¢ = 1,944 . 1010 ¢m - sec- 1 Geschwin-
digkeit sich bewegenden Protons (oder Neutrons) ist gleich 4,67 - 10—4 Erg =
294 Millionen Volt-Elektronen. Die kinetische Energie eines mit gleicher Ge-
schwindigkeit sich bewegenden Elektrons (oder Positrons) ist beinahe 2000 mal
kleiner.

Es ist jedoch durchaus wahrscheinlich, dafi sich unter den ,ungeordneten®
Partikelehen des Universums bereits eine weitgehende Aquipartition der kine-
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nach als ,Uberreste des anfinglichen Lichtstadiums des Univer-
sums® anzuschen. Es wire verlockend, diese ,unge-
ordneten Partikelchen mit den Partikelchen der
kosmischen Hohenstrahlung zu identifizieren.
Nach P. Kunze kommen kosmische Partikelchen von iiber einer
Milliarde Volt-Elektronen nur selten vor. Das schnellste Par-
tikelchen, welches er noch gut messen konnte, hatte eine Fner-
gie von 2,66 Milliarden Volt-Elektronen'). Dies sind Zahlen von
dhnlicher Grobienordnung, wie wir sie fiir unsere ,ungeordneten®
Partikelchen berechnet haben (vgl. die Fubinote 12). Dagegen
gelangt J.. G. 1. Huxley zu betrichtlich hoheren Kinetischen
Energien fiir die kosmische Strahlung™). Es darf aber dabei

tischen Energie eingestellt hat. Wir wollen aufierdem die vereinfachiende Annahme
machen, dafl im Universum die Zabl der ,ungeordneten® leichten Partikelchen
{der Blektronen und Positronen) gleich der Zahl der ,ungeordneten® schwe-
ven (der Protonen und Neutronen) sei. In einem solehen Falle wird die durch-
schnittliche kinetische Energie einer jeden Art immerhin noch grifer als
‘)Ljﬂ = 147 Millionen Volt-Elektronen scin.

Nehmen wir aber an, dafl die durchschnittliclie kinetisehe Energie der
Sungeordneten® Partikelchen genau 147 Millionen Volt-Elektronen betrage.
Setzen wir aulferdem die gewdihuliche Maxwellseche Streuung der individuellen
kinetischen Enevgie um ihren Durchschnittswert voraus. Dann werden z. B.
unter 1012 Partikelchen sich 7,4+ 109 solcher finden, deren individuelle kinetische
Energien grofier sind als 588 Millionen Volt-Elektronen.  Bei 5,9.106 Partikel-
chen werden diese Energien mehr als 1,32 Milliarden Volt-Elektronen betragen,
und bei nur 210 Partikelchen mehr als 2,35 Milliarden. Nehmen wir ferner an,
dafi aut cine Flache von 10 cm? jede Sekunde 100 ,ungeordnete“ Partikelchen
tallen (was einen Energiestrom von 2,3. 107" Erg - em—2 - see—1 bedeutet).
AuBerdem wollen wir noch annehmen, dafi dic von uns vorausgesetzte normale
Maxwellsche Energieverteilung weder durch ein absorbierendes Medium, noch
auf irgendeine andere Weise beeinflufit werde. Dann wird durchschnittlich
alle 1,4 Sekuanden ein Partikelchen von ither 588 Millionen Volt-Elektronen auf
die erwihnte IFliche fallen. Alle 28 Minuten filit ein Partikelchen von iiber
1,32 Milliarden Volt-Elektronen, und alle 6,7 Jahre eins von ither 2,35 Mil-
liarden. Man darf jedoch dabei mnicht vergessen, daff die tatsichliche
durchschnitrliche kinetiseche Energie der Puartikelchen des Universums nicht
gleich, sondern griéfler als 147 Millionen Volt-Elektronen ist.

Aufler den ,geordneten und den ,ungeordneten® wird es im Universum
selbstverstindlich auch noch soleche Partikelchen geben, die man als ,halb.
geordnet* bezeichnen konnte. Auf die Eigenschaften solcher Partikelchen
wollen wir jedoch hier nicht néher cingehen.

1) P, Kunze, ZS. f. Phys. 80, 559, 1933.

Wy L. G. H. Huxley, Phil. Mag, (7) 18, 979, 1934.
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nicht aufier acht gelassen werden, dat Huxley seine hohen Zah-
len nicht (wie Kunze) aus direkten Beobachtungen mit der Wilson-
kammer erhalten hat, sondern nur auf Grund spekulativer
Betrachtungen iiber die vermutliche Wikung des irdischen
Magnetfeldes auf die kosmische Strahlung ). Auf einc weitere
Durchmusterung der vorhandenen Literatur wollen wir jedoch
verzichten.

Wenn ,am Anfang der Welt* das ,Lichtstadium* geherrschi
hat, wenn also damals dic Ruhemasse gleich Null war, so reicht
die damalige kinetische Energie gerade aus, um das Universum
vom antinglichen (labilen) Gleichgewichtszustand bis zur Unend-
lichkeit auszudehnen. Die selbstverstindliche Iolge davon ist,
dali wihrend der ganzen Expansionsdauer die kinetische Lnergie
cines jeden Partikelchens in jedem Moment genau grol genug
ist, um das Partikelchen von seinem augenblicklichen Orte in
eine unendliche Entfernung zu tragen. Diecse Regel ist selbst-
verstindlich unabhingig von dem Orte und von dem Bewegungs-
zustand des Beobachters. Is moge der Beobachter in irgend-
einem inneren Punkte 4 sich befinden, und das den Beobachter
interessierende Partikelchen in einem (ebenfalls inneren) Punkte B.
(Zwar konnen 4 und B ganz beliebige innere Punkte bedeu-
ten, aber immerhin wollen wir annehmen, dal die Entfernun-

15) [s sei hier daran erinnert, was fir Uberraschungen uns der Sonnen-
magnetismus gebracht hat. So z. B. haben wir fir den starken Magnetismus
der Sonnenflecke immer noch keine absolut befriedigende Erklarung. AuBer-
dem verhilt sich das magnetische Feld der Sonne gar nicht so, wie es sich
Jverniinftigerweise“ verhalten sollte, sondern nimmt mit der Entfernung von
der Sonnenoberfliche ,viel zu schnell* ab. Um dies zu erkliren, sind ganze
Theorien aufgestellt worden (vgl. T. G. Cowling, ,On the radial limitation of
the Sun’s magnetic field“, Monthly Not. Roy. Astron. Soc. 90, 140, 1929). So
suchte man nachzuweisen, daff die stark ionisierte Chromosphiire eine diamag-
netische Wirkung ausiibé, welche das magnetische Sonnenfeld teilweise neutra-
lisiere. Es sei aber daran erinnert, daB auch unsere Erde von einer stark
icnisierten atmosphiérischen Oberschicht umgeben ist. Wie es nun mit dem
irdischen Magnetfelde aufierhalb dieser ionisierten Oberschicht tatsidcli-
lich hestellt ist, das kann niemand mit Bestimmtheit wissen. Allen Berech-
nungen Uber die Wirkung des irdischen Magnetfeldes auf die kosmische Strah-
Jung sollte daber nicht ohne Mifitrauen begegnet werden. — Das andere Pro-
blem: wie grol die minimale kinetische Energie der Elektronen, der Protonen
oder der Neutronen sein miisse, damit sie in merklicher Menge die irdische
Atmosphére darchdringen kinnen, scheint bis jetat ebenfalls noch nicht wirk-
lich befriedigend gelist worden zu sein.
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gen dieser beiden Punkte vom Zentrum € betriichtlich klei-
ner sind als der augenblickliche Radius des Universums £).
Wir wissen schon (siche oben S. 12), dall es dem Beobachter in
A scheinen wird, dafi sich der Punkt B (mit dem Partikelchen)
von A entferne, wobei diese Geschwindigkeit gleich AB.a sel.
Wenn diese Geschwindigkeit betrichtlich kleiner als die Licht-
geschwindigkeit ist, so wird die scheinbare kinetische Energic

. . 1 ; . .
des Partikelchens gleich , m(dB.a)* sein, wo m die Masse des

Partikelchens bedeutet. Diese augenblickliche relative kinetische
Energie mufi gerade ausreichen, um das Partikelchen aus dem
augenblicklichen Aufenthaltsort in unendliche Entfernung von dem
Beobachter in 4 tragen zu konnen'®). Wir kénnen ohne merkli-
chen Kehler behaupten, dall auf das Partikelchen ausschlieBlich die
Newtonsche Anziehungskraft einer Kugel vom Radius 4B und von

der Masse rf—n(;iB)'qg wirke. Wenn sich nun infolge der fort-
b

schreitenden Ixpansion des Universums die Entfernung des
Punktes B (mit dem Partikelchen) von 4 vergroBert, so hleibt
trotzdem die auf das Partikelchen wirkende Masse unverindert.
Diese Masse wird die ganze Zeit hindurch genau so wirken, als
ob sie im Punkte 4 konzentriert wire. Unter solchen Umstin-
den ist die zur unendlich weiten Entfernung des Partikelchens
notwendige Arbeit gleich

a i w (AB)Yo . m y
3 AmG(AB)yom

AB - 3

16) Dies ist freilich nur bei idealer Homogenitit des Universums streng
richtig. Sollte sich hingegen um den Punkt A eine zufdllige Verdichtung

1
ausgebildet haben, so reicht die relative kinetische Energie 5 m (4D . «)? nicht

mechr aus, um das Partikelchen B bis zur Unendlichkeit von A zu entfernen.
Dehnt sich nun das ganze Universum bis zur Unendlichkeit aus, so werden
auch die Entfernungen A4C und BC unendlich, nicht aber die Entfernung 4D,
die in alle Ewigkeiten endlich bleiben mufi. Nur wenn auch um einen anderen
Punkt D eine Verdichtung entsteht, die auf das Partikelchen B stirker wirkt
als die Verdichtung um A4, kann die Entfernung AB unendlich werden. Dafiir
bleibt aber dann BD in alle Ewigkeiten endlich. In einem solchen Falle wird
also das Partikelchen B nicht mehr dem System 4 angehoren, sondern dem
System ).
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Diese Arbeit mufi genau gleich der augenblicklichen kinetischen

Energie des Partikelchens sein, es muli also die Gleichung

Y (AB)Yom
l m{AB.a) = iﬁ({L}) om

hestehen, oder:

oder:

Vor etwa 5 Jahren haben Einstein und de Sitter
Formel aus den Friedmanschen Gleichungen deduziert?!?).

(21)

diese
Nun

haben wir dieselbe Formel auf ganz elementare Weise

aus unserer Expansionstheorie des
abgeleitet.

Universums

17) A, Einstein und W. de Sitter, Proc. Nat. Acad. of. Sciences (Washing-

ton) 18, 213, 1932,



