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Einleitung. 

Bei einer Potenzreihe 

UQ —{- U\Z —1-< 1i>2^ H- . . . -T UnZn -j~~ • . . 

können drei fundamental verschiedene Fälle auftreten, je nach-
dem ob der Konvergenzradius 

R — lim sup w
1 

n -*• oo , Aj—; 
y \Un\ 

der Potenzreihe unendlich ist (beständig konvergente Potenz-
reihe) ; oder endlich und von Null verschieden (konvergente 
Potenzreihe); oder gleich Null ist (divergente Potenzreihe). 

Wenn der Konvergenzradius der Potenzreihe unendlich ist, 
so bestimmt die Reihe durch ihre Summe eine analytische Funk-
tion U(z), die in der ganzen komplexen Ebene holomorph ist und 
somit eine ganze Funktion darstellt. Mit der näheren Unter-
suchung solcher beständig konvergenter Potenzreihen beschäftigt 
sich die T h e o r i e d e r g a n z e n F u n k t i o n e n . 

Ist der Konvergenzradius der Potenzreihe endlich und von 
Null verschieden, so definiert die Summe der Reihe eine im Kon-
vergenzkreise \z\ < R holomorphe analytische Funktion u(z), 
deren Existenzbereich sich jedoch in vielen Fällen über den Kon-
vergenzkreis hinaus erweitern kann. Die ausführliche Er-
forschung der konvergenten Potenzreihen gehört in den Bereich 
der T h e o r i e d e r a n a l y t i s c h e n F o r t s e t z u n g . 

Wenn der Konvergenzradius der Potenzreihe gleich Null ist, 
dann besitzt die Reihe in gewöhnlichem Sinne keine Summe (mit 
Ausnahme des Punktes z — 0) und bestimmt daher in dieser Weise 
keine Funktion. 

In diesem Falle müssen wir vor allem den Begriff der Summe 
einer Reihe verallgemeinern, so dass auch einer divergenten 
Potenzreihe eine gewisse Funktion cp(z) als Summe zugeordnet 
wird, die mit der divergenten Potenzreihe in analogischer Be-
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ziehung wie die analytische Funktion u(z) mit der konvergenten 
Potenzreihe steht. Jenes Problem ist der Anstoss der Entwick-
lung der T h e o r i e d e r d i v e r g e n t e n P o t e n z r e i h e n 
geworden. 

Damit die verallgemeinerte Definition der Summe praktisch 
verwendbar sei, muss diese Definition möglicherweise die drei 
folgenden Bedingungen erfüllen: 

lo J e d e k o n v e r g e n t e P o t e n z r e i h e s o l l i m 
K o n v e r g e n z k r e i s e d u r c h d a s v e r a l l g e m e i -
n e r t e V e r f a h r e n s u m m i e r b a r s e i n , w o b e i d i e 
v e r a l l g e m e i n e r t e S u m m e m i t d e r g e w ö h n -
l i c h e n S u m m e d e r R e i h e ü b e r e i n s t i m m e n 
m u s s ; 

2° A l l e R e c h e n o p e r a t i o n e n , s o w o h l a r i t h -
m e t i s c h e w i e a u c h i n f i n i t e s i m a l e , d i e a u f d i e 
k o n v e r g e n t e n P o t e n z r e i h e n a n w e n d b a r s i n d , 
s o l l e n i m a l l g e m e i n e n a u c h b e i d e n d i v e r g e n -
t e n P o t e n z r e i h e n g ü l t i g b l e i b e n , d i e i m v e r -
a l l g e m e i n e r t e n S i n n e s u m m i e r b a r s i n d ; 

3° I s t e i n e k o n v e r g e n t e P o t e n z r e i h e i n 
e i n e m P u n k t e i h r e s H o l o m o r p h i e s t e r n e s m i t -
t e l s d e s v e r a l l g e m e i n e r t e n V e r f a h r e n s s u m -
m i e r b a r , s o s o l l d i e v e r a l l g e m e i n e r t e S u m m e 
m i t d e m e n t s p r e c h e n d e n F u n k t i o n s w e r t , d e n 
m a n d u r c h a n a l y t i s c h e F o r t s e t z u n g d e r P o -
t e n z r e i h e i m H o l o m o r p h i e s t e r n e r h ä l t , ü b e r -
e i n s t i m m e n . 

Ein derartiges Summierungsverfahren, das allen dreien oben-

genannten Bedingungen genügt, hat E. B o r e l 1 ) in seiner 
T h e o r i e d e r a b s o l u t e n S u m m a b i l i t ä t gegeben, 
indem er die verallgemeinerte Summe der Reihe 

UQ —f- U1Z —|— U2Z2 " j - • • • H - UnZn —|—. . . 

durch das uneigentliche Integral 
* 0 0 

I e~T F(zx)dx, 

0 

1) E m i l e B o r e 1, Memoire sur Ies seines divergentes. Annades de 
l'Ecole Normale superieure, III ser., t. 16, 1899, S. 79-—131. — E. Borel, 
Legons sur Ies sieries divergentes, Paris, 1901, 1928. 
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m i t 

OO ,n 

F(t) = Vun-
. . r ? n « 

OO 

definiert. 
In der vorliegenden Arbeit werden w ir zeigen, dass die Theo-

rie B o r e l s sich vollständig verallgemeinern lässt, wenn man 
als verallgemeinerte Summe der Potenzreihe das Integral von 
L e R o y 

betrachtet, das sich für a = 1 auf das Integral von B o r e l 
reduziert. 

In derselben Richtung haben schon E d . L e R o y 1 ) und 
E d m . M a i l l e t 2 ) die Theorie B o r e l s verallgemeinert, doch 
ihre Verallgemeinerungen sind in dem Sinne nicht vollständig, 
als sie gewisse beschränkende Voraussetzungen über die Natur 
der Funktion U(t) gemacht haben, die im Sonderfalle a = I in 
der Theorie der absoluten Summabilität B o r e l s fehlen. 

Anderseits sind die Beweise von L e R o y und M a i l l e t 
nicht mit genügender Strenge durchgeführt worden, weil beide 
das Weglassen von Gliedern in einer divergenten Reihe ohne 
jede nähere Begründung als selbstverständliche Tatsache ange-
sehen haben. 

Daher habe ich es nicht für überflüssig gehalten, die ver-
allgemeinernde Theorie von B o r e l mit aller ,Strenge so zu ent-
wickeln, dass man keine neuen beschränkenden Voraussetzun-
gen ausser denen, die sich schon im Sonderfalle a = 1 bei B o r e l 
finden, hinzuzufügen brauchte. 

x) E d o u a r d L e R o y , Sur Ies series divergentes et Ies fonctions 
definies par un developpement de Taylor. Annales de Ia Faculte des Sciences 
de rUniversi te de Toulouse, II ser., t . 2, 1900, S. 405—430. 

2 ) E d m o n d M a i l l e t , Sur lies «eries divergentes et Ies equations 
differentielles. Annales de l'Ecole Normale superieure, III ser., t. 201, 1903, 
S. 487—518. 

o 

mit 
>n 

U(t)= Yun , a> O 
oo ,« 
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Zum Schluss der gegenwärtigen Arbeit werde ich zeigen, 
dass die sowohl von L e R o y wie auch von M a i l l e t betrach-
teten Potenzreihen als besondere Reihenklassen der Gesamtheit 
der in dieser Arbeit behandelten Reihen angehören, die ich nach 
B o r e l a b s o l u t Z? - s u m m i e r b a r e R e i h e n nenne. 

KAPITEL I. 

Das B a - V e r f a h r e n . — Der Permanenzsatz. 

1. Betrachten wir eine beliebige divergente Reihe 

(1) UQ -f- UI U 2 -f- • • . -)- UN -f- . . . 

und bilden mittels ihrer Glieder Un die Potenzreihe 

(2) U(t) =^u0 + -1 t + & + . .. t« + .. .= 
\a | 2 a j na 

oo 
= y ^ t n , 

n^O N 
wo a eine positive Konstante bedeutet und 

/

OO 

e - y yna cjy^ 

O 

Setzen wir im folgenden voraus, dass die Potenzreihe (2) 
beständig konvergiert und somit eine ganze Funktion U(t) dar-
stellt, welche wir nach L e R o y 1 ) die a s s o z i i e r t e g a n z e 
F u n k t i o n a - t e r O r d n u n g d e r R e i h e (1) nennen 
werden. 

Betrachten wir noch das I n t e g r a l v o n L e R o y 

/ . C O 

(3) I e~x U(xa)dx, a^O, 
O 

wo wir x a reell und nichtnegativ annehmen werden. 
Wenn das uneigentliche Integral (3) konvergiert, d. h. wenn 

der Grenzwert 

1) L e R o y , op. eit., ,S. 405—430. 
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u = lim 
l-> OO 

e~x U(xa)dx 
o 

vorhanden ist, so nennen wir diesen Grenzwert u die Summe der 
divergenten Reihe (1) und sagen, d i e d i v e r g e n t e R e i h e 
(1) s e i d u r c h dl a s Ba- V e r f a h r e n s u m m i e r b a r 
z u r S u m m e u oder !kürzer, d i e R e i h e (1) s e i Ba- s u m -
m i e r b a r z u r S u m m e u. 

Wir werden zunächst zeigen, dass dieser verallgemeinerte 
Summenbegriff den gewöhnlichen, von A b e l und C a u c h y ge-
gebenen Summenbegriff enthält. Dazu werden wir den folgen-
den Satz, den man unter dem Namen P e r m a n e n z - oder 
K o n s i s t e n z s a t z kennt, beweisen. 

Jener Permanenzsatz ist zu allererst von 0. P e r r o n 1 ) 
bewiesen worden, der das Ba-Verfahren als Sonderfall des Sum-
mierungsverfahrens mittels Konvergenzfaktoren betrachtet hat. 
Wir werden aber hier den Beweis des Permanenzsatzes ausfüh-
ren, indem wir das ^-Verfahren als Sumimierungsverfahren 
durch Mittelbildungen betrachten werden. 

2. Der Permanenzsatz. K o n v e r g i e r t d i e R e i h e 

U0 -j- U\ U-2 -f~ • • • U n -j- . . . 

z u r S u m m e s, s o i s t d i e s e R e i h e Ba- s u m m i e r b a r 
z u d e r s e l b e n S u m m e s. 

a. Zeigen wir zuerst, dass hier die Potenzreihe 

beständig konvergiert und damit die assoziierte ganze Funktion 
a-ter Ordnung U(t) darstellt. 

In der Tat, da 

lim un = O lim 
\na 

dann ist sicher 

lim tn — O 

1J O s k a r P e r r o n , Beitrag zur Theorie der divergenten Reihen. 
Maithematische Zeitschrift, Bd. 6, 1920, S. 291. 
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und damit, von einem bestimmten n beginnend, insbesondere 
fUn <1 , 

woraus folgt, dass 

ist. 

Un 1 

I na \t\ 

Da die letzte Ungleichung für jeden beliebig grossen Wert 
von U l gilt, wenn man nur n genügend gross wählt, so ist 

lim 
It-*-OO 

Un 

I na 
= 0 , 

was die beständige Konvergenz der Potenzreihe tv beweist. 
-"-1 I na 

b. Die Anwendung der A b e l - T r a n s f o r m a t i o n auf 
JJ(t) liefert 

OO .n CO r 

U ( t ) : = YJ Un = (UQ UI . ~\-UN) 
na (n 4- '-I 1«) J 

mit 

= y s I < " ' 1 

H L N ( } l _ + ! ) « J ' 

Sn — UQ U\ - f ~ . . . - f - UN. 

Da die gewonnene Reihe in jedem endlichen Intervall 
0 = t = A gleichmässig konvergiert, so erhalten wir 

e~x U(xa)dx — lim 
l—> C O 

Vntt £C(M + 1 ) a 

j na \(n + 1)« I 
0 0 

= lim 
/ _ • O O M = 

3 r F , n a An + o« I 00 

dx = 

wo 

f - X - ^ + 

CLNL J E V™ J 
dx. 



A XXXVII, i Verallgemeinerte Theorie . . 

Folglich haben wir die Gültigkeit der Gleichheit 

l i m (%nl$n § 
I-* o o n = O 

zu beweisen. 
c. Es ist nicht schwer zu sehen, dass 

lim ani = 0, n = 0, 1, 2, . . . 
I - * OO 

ist und 

s r x %\*na x ( n + i ) a ~ \ j c Y am = e Y ; Ir-TTT- \dx= \ 
n^O J n^O V n a J 

e~xdx = 1—- e~l. 

Zeigen w i r noch, dass die Grössen ani stets positiv sind, d. h. 
i i 

l LFL na J 
e~^xxna dx , I e~xx(n+1)ßdx. 

jna J \{n + 1)< 
« 

Zum Beweise betrachten w i r das Produkt 
1 OO 1 

i — 1 j e ~ ~ x x n a dx = j e~}Jya~~ldy • J " e ~ X x n a d x = 

O O o 

OO ^ ^ 

= J (e~yya~1 Je~xxnCCdx)dy~^> J (e~yya^1 Je~xxnadx)dy — 

= II e~(xJry)xnaycc—1dxdy, 

( k ) 

wo das Doppelintegral über das Dreieck 

O = x = l — y, O = y 

der xy-Ehene zu erstrecken ist (Fig. 1.). 

? 

x=L-y 

Fig. l . 
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Machen wir im Doppelintegral die Transformation 

x = & \ « d e r * = ^ l 

x + y = n j = 

wobei die J a c o b i - D e t e r m i n a n t e 

dx dx 

I)(x, y) __ ö l Otj 

^(¢, n) dy dy 

drj -V 1 — I ! 

V, 

so erhalten wir 

f f e ~ ( X + y ) x n < X y a ~ ] dxdV= J j C-17IM" (1— I) a-lr)in + 1)A
 dlärj. 

(k) (M) 

Dabei ist der neue Integrationsbereich das Rechteck 

0 2 = = 1 = = 1 , = I 

der I^-Ebene (Fig. 1.), weswegen das Doippelintegral sich mit 
Hilfe des iterierten Integrals 

ß—r] ^ (.n + I ) a I d t ] 
rfäj 

ausdrücken lässt. 

Nun ist aber nach einer bekannten Formel aus der T h e o r i e 
d e r I n t e g r a l e v o n E u l e r 

i 

J E -
(1 —^a-1Oi = B (na +1, a) r(na+l)r(a) Ia ~ 1 

1)« ~r 1] | ( n - ) - l ) a 

und damit 

i na \a — 1 C 
e—tj tna Q — «—i r){n + l>a d£dt] = / e~71 r j + a dr\. 

| | n + l ) a / 

(Ü) ü 

So haben wir 

,a — 1 / e~~~x xna dx 
a — 1 r 

I e~x 

h l ) « J (n-hl) 
-X x(.n + l)a dx, 

woraus 
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i i 

e - x x n a - — p / e~~x x ( n + 1 J a d x , 

' J 
0 0 

\na \ \(n 
o 

d. h. 
a n l > 0. 

d. Nun können wir uns leicht überzeugen, dass 

OO 

Iini Clnl Sn S. 
/ - f O O n = O 

Setzt man nämlich 

Sn = s -j-- S n , 

dann ist 

OO OO OO 

Clnl — S Clnl ""(- Clnl 
n = O M = O r» = O 

OO 

s ( 1 e l ) -\- Sn Clnl, 
I i = O 

woraus 

denn es ist 

lim JT ani sn = s, 
l ^ c o

n = O 

lim V en a»i = 0, 
l^c0H=O 

wie wir gleich zeigen werden. 

In der Tat gibt es wegen der Konvergenz der Reihe 

U0 -f- Ui -|- U2 -f- • • • -f- Un -j- . . . 

für jede positive Zahl e eine natürliche Zahl N, so dass 

j e „ K 4 f ü r n > N . 

Da anderseits 

lim a,ni — 0, 
/ - » OO 

so erhalten w i r 
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OO 

&n Q>nl 
n == 0 

OO 

<C -J- Y £ Uni <Z
 S, 

n= N + 1 

wenn man nur l genügend gross wählt. 
Damit ist der Permanenzsatz bewiesen, und wir können uns 

von jetzt ab mit der Frage beschäftigen, ob und in welchem Masse 
man die arithmetischen Rechenoperationen, die bei den konver-
genten Reihen gelten, auf die divergenten Reihen, die mit Hilfe 
des 2?a-Verfahrens summierbar sind, anwenden kann. 

KAPITEL II. 

Addition der divergenten Reihen und ihre Multiplikation 
mit einer Konstante. — Hinzufügen und Weglassen der 

Glieder. — Totale und absolute Summabilität. 

1. A d d i t i o n u n d M u l t i p l i k a t i o n m i t e i n e r 
K o n s t a n t e . 

a. Satz 1. S i n d d i e b e i d e n R e i h e n 

UQ -j— U\ -)- ^2 ~4~ • • • H- 
• • • 

u n d 

Vq 4 -
 v i ~ h

 v2 • • • ~\~ • • • 
-\ 

Ba-s u m m i e r b a r b e z i e h u n g s w e i s e z u d e n S u m -
m e n u u n d v, s o i s t d i e R e i h e 

(UQ - f - VQ)-\-(UI •-(- V ~ f ~ V 2 ) ~ b • • • T" ( U N ) ~ f " • • • 

B p . s u m m i e r b a r z u r S u m m e u-\~v. 

Da die Potenzreihen 
0 0 

\na 
n — O 

und 
0 0 

F m = Y T» 
Ina 

n — O 

beständig konvergieren und ausserdem 

IV O O 

Clnl , ""(- ! ^nl 

n — O ! w = ^ + l 
< 
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co 

/ e~xU(xa)dx = u , 

0 

, OO 

V (xa) dx = v 

O 

ist, so konvergiert auch die Potenzreihe 

OC OO 

W(0 = Z ^ R - * = 2 M + NO 
«a wa \na 

n = O n I = O n z = O 

beständig, und es gilt 

/

OO OO OO 

e~~x W{xa) dx — j e~x U(xa) dx -j- / e~x V (xa) dx = u -f- v. 

O O O 

Satz 2. I s t d i e R e i h e 

UQ - j - M 1 - j - M 2 - p . . . H - M « " f - • • • 

Ba- s u m m i e r b a r z u r S u m m e u, s o i s t d i e R e i h e 

CUq -)- CU-^ —|— CU>2 ")- • • • H- CUn ~~F~ • • • 

B 8 - S u m m i e r b a r z u r S u m m e c u . 

Da die Potenzreihe 
OO 

Uit)= y^-r 
I n a 

n =: O 

beständig konvergiert und ausserdem 

~oo 

r 
O 

e~xU(xa)dx^=u 

ist, so konvergiert auch die Potenzreihe 

OO OO 

m = 2 : B t " = ' & = c U ( t ) 
n—O n=0 

beständig, und es gilt 

/

OO CO 

e—x T(xa)dx — c I e~xU(x c^dx = cu. 
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b. Ziehen wir aus dem Satze 1. einige Folgerungen, die bei 
den konvergenten Reihen selbstverständlich sind, aber einer 
näheren Erläuterung bedürfen, wenn man es mit divergenten 
Reihen zu tun hat. 

Folgerung 1. I s t d i e R e i h e 

Uq Ui II2 Un . 

Ba- s u m m i e r b a r z u r S u m m e u, d a n n i s t d i e R e i h e 

+ + Un—l -f~ (Un -j- C) -j- UnJrI + • • • 

Ba- s u m m i e r b a r z u r S u m m e u-\- c. 
Wegen des Satzes 1. dürfen wir die Reihen 

U0 -|- U1 -f- . . . -J- Un—1 -J-
 Un *4" Un +1 -J- • • • 

und 
0 + 0 + . . . + 0 + c + O-J- . . . 

gl iedweise addieren, da die untere Reihe als konvergente Reihe? 
B c t-Summierbar ist, und die so erhaltene Reihe 

U0 -J- U\ -J- . . . -J- Un-I 4" (u^ H~ ~f~ Un+1 4~ • • • 

ist B^-summierbar zur Summe u -J- c. 

F o l g e r u n g 2. I s t d i e R e i h e 
uO H-

 U\ -J- U2 -J- . . . -J- Un -J-. . . 

Ba-s u m m i e r b a r z u r S u m m e u, d a n n i s t d i e 
n a c h d e m V e r t a u s c h e n z w e i e r G l i e d e r un u n d um 

e n t s t a n d e n e R e i h e 

UQ -J-
 UY-J- . . • -J- M„_ 1 -J- UM -J- Mn-|-i -J- . . . -J- UM-1 -f~ UN -J- Mm-J-I -J- . . .. 

B ß - s u m m i e r b a r z u d e r s e l b e n S u m m e u. 
Addieren wir zum Glied Un der gegebenen Reihe 

UQ -J- M 1 -J- . . . - ) - UN-1 -J- UN -J- Mn-|-i -J- . . . -J- UM-1 -J- UM -J- UMJRX -j— . . . 

die Grösse C1 = uIH — Uni dann bekommen w i r die Reihe 

UQ -J- M 1 -J- . . . -J- M n _ ! -J- M m -J- Mn-I-I -J- . . . -J- Mm-I -J- Mm -J- UJRIM -J- . . 

die wegen der Folgerung 1. B a -Summierbar ist und die Summe 
u C 1 besitzt. 

Addieren w i r nun zu dem auf der (m-J- l )- ten Stelle der 
letzten Reihe sich befindenden Glied Um die Grösse C2 = Un — um, 
so erhalten w i r die Reihe 

M0 -J- M1 -J- . . . -J- Mn-I -(- Um -J- Mn-|-i -J- . . . -J- Mm_i -J-Mn-J- -J- . . ., 
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die sich von der gegebenen Reihe durch die Reihenfolge der Glie-
der Utl und Um unterscheidet und nach der Folgerung 1. B^,-sum-
mierbar ist und u + C1 -f C2 = u als Summe hat. 

F o l g e r u n g 3 . I s t d i e R e i h e 

B a - S u m m i e r b a r z u r S u m m e u, d a n n i s t j e d e 
R e i h e , d i e m a n a u s d e r s e l b e n d u r c h d i e V e r -
ä n d e r u n g d e r R e i h e n f o l g e e n d l i c h v i e l e r 
G l i e d e r e r h ä l t , B ^ - s u m m i e r b a r z u d e r s e l b e n 
Summe u. 

In der Tat kann man jede Reihe, die sich von der Reihe 

durch die Reihenfolge endlich vieler Glieder unterscheidet, da-
durch erhalten, dass man in der gegebenen Reihe endlich viele 
Gliederpaare vertauscht; aber jedes solche Vertauschen der Glie-
derpaare verändert wegen Folgerung 2. weder die Summierbar-
keit, noch die Summe der Reihe. 

Betrachten wir jetzt, ob und wie das Hinzufügen oder Weg-
lassen endlich vieler Glieder die Summierbarkeit und die Summe 
einer divergenten Reihe beeinflussen wird. 

2. H i n z u f ü g e n u n d W e g l a s s e n d e r G l i e -
d e r . — Beweisen w ir zunächst einen Hilfssatz, den wir im fol-
genden mehrmals benutzen werden. 

Da wir zur Formulierung dieses Hilfssatzes den verallgemei-
nerten Begriff der Integration, der von B. R i e m a n n 1 ) her-
rührt, nötig haben, so rufen wir uns jenen Begriff kurz ins Ge-
dächtnis. 

R i e m a n n nennt das I n t e g r a l ß-ter O r d n u n g 
d e r F u n k t i o n F(x) den Ausdruck 

Uq -(- U1 - ( - U2 - j - • • • - | - Un - | - . . . 

uo ~ f ~ H - ^ 2 ~ h • • • ~ f " • • • 

0 

wo ß eine beliebige positive Zahl bedeutet. 

1J B e r n h a r d R i e m a n n , Versuch einer allgemeinen Auifassung 
der Integration und Differentiation. Gesammelte mathematische Werke, 
1892, S. 353—366. 
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Insbesondere wenn F(x) ~ xn, mit n > — 1, dann erhalten 
wir leicht 

Iß X x = X 
Xn + I 

n —^—. 
— \n -+ ß 

Folglich hat man für das verallgemeinerte Integral /?-ter Ord-
nung der Funktion 

O O 

F (x) = J T an 

n = O 

den Ausdruck 

• Iß F (x)= 21 an 
CO x n + ß 

\n n+ß 
n = O  

a. Hilfssatz. K o n v e r g i e r t d a s u n e i g e n t l i c h e 
I n t e g r a l 

/

OO 

e—x 

O 

w o F(x) e i n e i n j e d e m e n d l i c h e n I n t e r v a l l 
O ^ x ^=A i n t e g r i e r b a r e F u n k t i o n b e d e u t e t , z u m 
W e r t e S, d a n n k o n v e r g i e r t a u c h d a s I n t e -
g r a l 

. O C 

e~ x I^ F (x) dx 
/• 

z u d e m s e l b e n W e r t e Sf. 

Bezeichnen wir 
i 

Si = Je~:r I ^ F ( x ) d x , 

o 

so haben wir zu beweisen, dass der Grenzwert 

lim Si 
I-* OO 

existiert, wobei 
lim Si = S. 
l-+oo 
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Nun ist aber 
t l 

Si = I ^ 1 J J ( 1 — y)ß~1 F1(xV) dy j dx 

o o 

= ^ 1 j J Je~vxß( 1 — y)ß 1 F(xy) dx dy, 

( • ) 

wo das letzte Doppelintegral über das Rechteck 

0 = x = l , 0 = ? / = l 

der a?2/-Ebene zu erstrecken ist (Fig. 2.). 

a = 1 

I I I I 
X = £ 

'y /fr 
fa//,z,••//////./.-.¼ 

F i g . 2. 

Machen wir im Doppelintegral die Substitution 

oder 
y 

£ c = | - f - - r j 

xy — v 

wobei die J a c o b i - D e t e r m i n a n t e 

1 1 

= ^ j T V I 
l 

n ( 
~hv ) 

dx dx 

I)(x,y) drj 

D(Š>n) 
dy dI 

dv 

n 
( £ + ? ? ) 2 ( £ + » ? ) -

so erhalten w i r 

J J + F(V)JSdV-

( k ) 

Dabei ist der neue Integrationsbereich das Dreieck 
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der £r) -Ebene (Fig. 2.). 

Integrieren wir zuerst nach // und dann nach 
so finden wir 

Si 

* § 

- i j e ^ 1 j 6 ^ ^ 
und damit 

S1 - S--

i - , 

s / f ' l / e ^ lf I l e V F (r)) drj — j d£ 

iOI 

Wenn nun l -> 00 strebt, so nähert sich das zweite Glied rechts 
unbegrenzt der Null. Daher bleibt uns noch zu zeigen, dass auch 
das erste Glied rechts der Null zustrebt. 

Da 

/ e n F(r)) dv) = S, 

so gibt es eine positive Konstante M, so dass 

l — £ i 

Je~ rI F(r}) drj — S | < M. 
o 

Sei anderseits s eine beliebig kleine positive Grösse und 

u ^ / 
S = 2 ' 

dann können wir l stets so gross wählen, dass 

e rI F (r)) drj — S f < 

Folglich haben wir 
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* / }>~Š 
£ iß —1 

f ( J C - I F ( V ) I l V - s \ dl ZS-I1 J 
0 0 

l <iihf 
2 0 

l 

+ 

di-h 

e, 

wenn man nur l genügend gross voraussetzt, und damit ist der 
Hilfssatz bewiesen. 

Folgerung. K o n v e r g i e r t d a s u n e i g e n t l i c h e 
I n t e g r a 1 

CO 

e~x F(x) dx, 

w o F(x) e i n e i n j e d e m e n d l i c h e n I n t e r v a l l 
0 ^ x A a b s o l u t i n t e g r i e r b a r e F u n k t i o n b e -
d e u t e t , a b s o l u t , s o k o n v e r g i e r t a u c h d a s I n t e -
g r a l 

/

U U 

e-x ]ß (x)dx 

a b s o l u t . 

In der Tat ist nach dem vorher bewiesenen Satz das Integral 
.OO 

\x) J dx e-x iß 

konvergent, und somit konvergiert auch das Integral 

weil 

lßF(x) 

f a — i t f - 1 

IJG—I J 

/

OO 

e - x j jß F (x) \ dx, 

O 

i 

— j J (1 — y ) ? ' l F ( X y ) dy 

F (xy) dy = iß F(x) 
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b. H i n z u f ü g e n d e r G l i e d e r . — Satz. I s t d i e 
R e i h e 

/ ) ß - s u m m i e r b a r z u r S u m m e u, s o i s t d i e b e i m 
H i n z u f ü g e n e i n e s n e u e n G l i e d e s c e n t s t a n -
d e n e R e i h e 

Ba - s u m m i e r b a r z u r S u m m e UAr c. 
Zum Beweise können wir, ohne die Allgemeinheit ein-

zuschränken, voraussetzen, dass das hinzugefügte Glied sich in 
der Reihe auf erster Stelle vor U0 befindet, denn die Reihen 

unterscheiden sich nur durch die Reihenfolge der ersten n + 2 
Glieder, wodurch weder die Summierbarkeit noch die Summe der 
Reihe beeinflusst wird. 

Zweitens können wir voraussetzen, dass das hinzugefügte 
Glied gleich Null ist, denn wenn wir bewiesen haben, dass die 
Reihe 

U0 -J- Ui -)- U2 -(- . •. -)- U n - f - . . . 

U 0 -j~ -(- UO -f- . . . -J- U N -f- C -f- U N -F I -F- . . . 

UQ —|— UI + . . . - j- UN -j~ C -[- UN _|_ 1 -j- . . . 

und 

C -}- U q u n —I - | - UN -J- UN _J_ 1 + . . . 

0 + uo H - ui H - • • • —h UnAr . . . 

die Summe u !besitzt, dann ist der Reihe 

C - | - UQ - [ - UI -J- . . . - | - UN -J- . . . 

die Summe u + c beizulegen. 
Nach der Voraussetzung des Satzes ist die Reihe 

beständig konvergent und 

J e~x TJ (xa) dx = u. f 
O 

Bilden wir für die Reihe 

0-f ^o + U i A r U n + . . . 

die assoziierte Potenzreihe a-ter Ordnung 
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V (t) - 0 -)- M0 f- U1 -- 1— . . . - f Mi1 — h • • • — £ un 1/ , -.•> > 
I cc 2a \(n -f- _1 )a M_0 (" +Dc 

so erhalten wir 

OO (»+ i)cr OO na 
V ( X A ) = Tun = Ta Z un

 x — = I a U (.,«) , 
^ ( n - f - l ) a »a 

n = O 15 « = O 1 

wo das Symfool Jcc die verallgemeinerte Integration a -ter Ordnung 
andeutet. Folglich konvergiert die Reihe V (xa) f ü r jeden endlichen 
Wert der Veränderlichen x, und damit stellt V (t) eine ganze Funk-
tion dar. Ausserdem ist auf Grund des Hilfssatzes 

„OO (.OO 

c. W e g l a s s e n d e r G l i e d e r . — Es sei die Reihe 

Uq - J - Ui — J - M 2 - J - . . . — j - Hn - J - . . . 

durch das B a-Verfahren summierbar zur Summe u, d. h. es sei 

J e * U(xa)dx = u. 
O 

Betrachten wir die Reihe 

Ui - J - U2 - J - M 3 - J - . . . - | - Un - J - • . . , 

die aus der oberen Reihe durch das Weglassen des Gliedes M0  

entstanden ist. Wie G. H. H a r d y 1 ) und 0. P e r r o n 2 ) im 
Falle a = 1 an einem Beispiel gezeigt haben, braucht diese Reihe 
nicht mehr B^-summierbar zu sein. Wenn aber die Reihe 

Ui - J - U2 - J - Ug -(- . . . - J - U n - J - . . . 

1) G. H. H a r d y , Researches in the Theory of Divergent Series 
and Divergent Integrals. Quarterly Journal of Mathematice, Vol. 35, 
1904, S. 30. 

2 ) 0. P e r r o n , op. eit. S. 303. 
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B f i - S U m m i e r b a r i s t z u r Summe v, d. h . wenn 

~ O O 

j e - UM** = , , 

O 

m i t 

U1 (t) = U1 + U2 A 4 - Us ~ + . . . + « . + • • • = 

OO . n 

2 ; u n W = I — 1) ß 

dann besteht die Gleichheit 

V = U U0. 

In der Tat ist 

' S Xna a S « ( n " 1 ) a « C7(s«) = J 7 Mil ~ = Wd + Ia 1 Un £ — = U0 + I a Ux (Xa) 
M = 0 . 1 = 1 \{n — l)a 

und also vermöge des Hilfssatzes 

/

OO /% OO y» O O 

e~x U(xa)dx = u0 I e~xdx-\- I e~xIaUl(X
a)dx = U 0 v , 

o O O 

woraus 
V==U — U 0 . 

3. T o t a l e S u m m a b i l i t a t . — Die Resultate des ge-
genwärtigen Kapitels zusammenfassend können wir sagen: 

W e n n i r g e n d e i n e d e r R e i h e n 

O —j— O "f- O —(- U 0 -j— U\ -|~ . . . 

O - f O jT U0 4- U-i jT U2
 jT • • • 

O -f- U0 -J- U1 -f- U2 4~ u$ -{- . . . . 
uQ 4" uI 4~ U2 4~ U3 jT u4 4~ • • • 
uI 4~ U2 4" U3 4~ U4 4"" u5 4~ • • • 
u2 4~ U3 4" U4 4" u5 4" U6 4" • • • 

t 
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d u r c h d a s B a - V e r f a h r e n s u m m i e r b a r i s t , d a n n 
s i n d e s a u c h a l l e o b e r h a l b d i e s e r l i e g e n -
d e n R e i h e n , u n d i h r e S u m m e n s t e h e n z u 
e i n a n d e r i n d e r s e l b e n B e z i e h u n g , a l s o b d i e 
e n t s p r e c h e n d e n R e i h e n k o n v e r g e n t s e i e n . 

OO 

Sind ausser der Reihe un auch alle Reihen 
MZ= O 

OO 

^ Ufij A — 1, 2, . . . 
Il = Pv 

L1
0,-summierbar, so sagen wir, die Reihe 

uO ~f~ 4~ u2 u» ~h • • • 

sei mit Hilfe des B a-Verfahrens t o t a l s u m m i e r b a r oder 
kürzer t o t a l Ba - s u m m i e r b a r . 

Folglich müssen b e i einer t o t a l B a - S u m m i e r b a r e n Reihe alle 
Integrale 

r °° 
Je xUji(X

cc) dx, A = O, 1 , 2 , . . . 

o 

konvergieren, wobei 

U,. (t) = 2 »«, ; u0(t) = u(t). 

Auf Grund des Permanenzsatzes ist es einleuchtend, dass ins-
besondere jede konvergente Reihe total Ba-summierbar ist. 

Folgerung. I s t d i e R e i h e 

UQ -[- UI - j- U 2 -(- • • • -j- UN -(- . . . 

t o t a l Ba - s u m m i e r b a r z u r S u m m e u, s o i s t d i e 
R e i h e 

wO U1 - f- • • • -j- Un — 1 ~j~ c Wn + m -j~ Wm + t» + 1 "f" • • • , 

W O 

C = Un -j- Un -f 1 - f - . . . -\- UN -f W — 1 , 
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t o t a l Ba - s u m m i e r b a r zu d e r s e l b e n S u m m e 
m, d. h. m a n k a n n i n e i n e r t o t a l Ba - s u m m i e r -
b a r e n R e i h e e n d l i c h v i e l e G l i e d e r d u r c h 
i h r e S u m m e e r s e t z e n , o h n e d i e S u m m i e r b a r -
k e i t , n o c h d i e S u m m e d e r R e i h e zu v e r -
ä n d e r n . 

So kann man also in einer total Bff-Summierbaren Reihe die 
Reihenfolge endlich vieler Glieder umtauschen, ein Glied durch 
die Summe endlich vieler Glieder und umgekehrt, endlich viele 
Glieder durch ihre Summe ersetzen, ohne die Summierbarkeit, 
noch die Summe der Reihe zu verändern. Ausserdem kann man 
total Ba-Summierbare Reihen gliedweise addieren und mit einer 
Konstante multiplizieren wie konvergente Reihen. 

G. S a n n i a 1 ) hat im Falle a = 1 bewiesen, dass man total 
summierbare Reihen auch untereinander multiplizieren darf wie 
absolut konvergente Reihen, aber wie schon G. D o e t s c h 2 ) in 
seiner Dissertation hervorgehoben hat, steckt im Beweise S a n -
Ii i a s ein Fehler, und der entsprechende Satz ist nicht immer 
gültig. 

Deshalb werde ich den Weg verfolgen, den E. B o r e l 3 ) im 
Falle a = l eingeschlagen hat und den verallgemeinerten Begriff 
der absoluten Summabilität einführen, 

4. A b s o l u t e S u m m a b i l i t ä t . 

a. In den vorhergenannten Beispielen H a r d y s und P e r -
r o n s ist das Integral 

/

OO 

e~~x U(xa)dx 

o 

1) G u s t a v o S a n n i a, Nuovo metodo di sommazione delle serie. 
Rendiconti del Circolo Matematieo dd Palermo, t. 4'2, 191 '7, S. 317—301. 

2 ) G u s t a v D o e t s c h, Eine neue Vera l lgemeinerung der Borel-
sehen Summabilitätstheorie der divergenten Reihen. Inauguraldissertation, 

Göttingen, 1920. 
3) E. B o r e l , LeQons sur Ies series divergentes. 
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bedingt konvergent, so dass das Integral 

/

OO 

e~~x I U[xa) j dx 

O 

divergiert. 

Zeigen wir, indem wir das Beispiel H a r d y s ein wenig mo-
difizieren, dass sogar die Voraussetzung der absoluten Konvergenz 
des Integrals 

OO 

e~x U(xa)dx 

nicht ausreicht, um behaupten zu dürfen, dass ausser der Reihe 
OO 

y un auch die Reihen 
W = O 

OO 

YJ u n , A = 1, 2, . . . 
W = X 

Ba-Summierbar seien. 

Es sei nämlich 

_ ^ ( — i r f o + D1' 
Un — | 2 m + 1 ' 

m = 0 

so erhalten wir f ü r a= 1 

U(*)= Z ( ~ x r ( n + ^X' 
jn |2m 4 - 1 

w = 0 W = O m = O 

~ (m-j-1)"xn
 = ( i r 

^ |2m -f- 1 ' ln \2m + 1 
in = O "-"""M= O "" m = O  

* 'Xi , n,n j X\2m + 1 x_ , x_\ 

= e2 v
 ( " U = ^ sin W1), 

^ \2m -f- 1 y ' ^ 1 ' 

da die Vertauschung der Reihenfolge des Summierens wegen der 
absoluten Konvergenz der betreffenden Doppelreihe erlaubt ist. 
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Folglich ist die Reihe 

UQ U-Y -J- 1^2 —1— . . . —J— — F~ * • • 

B1-Summierbar, wobei das Integral 

/

° ° /*°° x / Jü\ 

e~xU(x)dx = / e~~i sin \e2)dx 

0 0 

absolut konvergiert, weil 

I sin (e2) I = 1. 

Nun ist aber 

X / X I / \ 

ZJ1 (a;) = X p — p = U' (x) = e2 sin (e2) -f ~ e* cos \e 2J, 

OO r n - 2 1 ®. ( fL\ 
Ll2(X)= s Un- — U" (x) ~ -j-e'1 Sinle2 

\n — 2 4 

H = 2 

+ c o s ( e 2 ) — \ e % X s^ n (ß 2) ' 

woraus wir vermöge der Substitution 

x 

e 2 = y oder x = 2 log y 

finden 

1CO CXD ^ OG 

y e-* U1 (x)dx = 2 2 sin (e2) dx + -^ J cos (e~) d,> 

.CO ~CO 
sin?/ j I / cos?/ j 
~ j p dV + I p p ^ ' 
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OC LAJ ^ x OO 

y e - i E ?72 (a;)drc = 2 sin (e2) dx - f - J"cos (e2)dx — 
O O O 

r o o x OC „CO o o 

— T J e2 sin (e*)dx = ±-j - j f d y + -J y j sinydy. 
o 1 l 1 

Damit ist also die Reihe 

U1 -j- U2 -j- U3 . -j- Un . 

B1-Summierbar, wobei das entsprechende Integral 

/

0 0 

er~x Ut (x) dx 
0 

doch nur bedingt konvergiert, während die Reihe 

U2 - f - U3 Un -J- • • . 

wegen der Divergenz des Integrals 

/

CO 

e~x U.> (x) dx 
0 

nicht mehr B1-Summierbar ist. 

Daher werden wir im folgenden nach dem Vorbilde von B o -
r e 1 die absolute Konvergenz aller Integrale 

/

0 0 

e~x U^(xa) dx, X — 0, 1, 2, . . . 
O 

voraussetzen, obwohl wir mit etwas engeren Voraussetzungen aus-
kommen könnten, wie G. S a n n i a 1 ) in einer seiner späteren 
Arbeiten im Falle a = 1 behauptet hat. 

G. S a n n i a, Nuovo metodo di sommazione delle serie che ammette 
l'algoritmo del'le serie assolutamente convergenti. Atti della Reale Acea-
demia dei Lincei, vol. 29:1, 1920, S, 141—146. 
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b. Wir sagen, die Reihe 

U0 -)- Ui u% -)- . . . -j- u„ --j- . . . 

sei mit Hilfe des B f t-Verfahrens a b s o l u t s u m m i e r b a r 
oder kürzer a b s o l u t Ba - s u m m i e r b a r , wenn alle Integrale 

/

OO 

e ~ x U^(xa)dx, X = 0 , 1 , 2 , . . . 

o 

absolut konvergieren, wobei 

OO , W - A 

U x { t ) = U n [ ( n __ ; ) a ' U 0 ( t ) = U i t ) . 

M = A 

Es ist nicht schwer sich zu überzeugen, dass insbesondere 
jede absolut konvergente Reihe absolut Bß-summierbar ist, denn 
vermöge der absoluten Konvergenz der Reihe 

U0 -J- Ui -{- U2 -f- . . . -f- u,i . . . 

konvergiert auch die Reihe 

I UO I JT I U I I J T I U 2 I + • • • J T I U « I JT • • • 

und ist damit total B -summierbar. Folglich sind die Integrale 

/

0 0 

e~xVx (OCa) dcc, X = O,1,2,..., 

mit 

( t ) = I U n I : , 
M 1 I ( M - A ) a ' 

n — K 

konvergent, und dann konvergieren desto mehr die Integrale 

dx, 
»CO 

n — X 

weil f ü r t ^ O 

U X ( X A ) 

ux(t)\^rx(t). 
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Da einerseits der absolute Betrag einer Summe niciht grösser 
sein kann als die Summe der absoluten Beträge der Summanden 
und anderseits nach der Folgerung des am Anfang des gegen-
wärtigen Kapitels bewiesenen Hilfssatzes die absolute Konvergenz 
des Integrals 

/

OO 

e x F (x) dx 

O 

dieselbe des Integrals 
~oo 

je-SFMä* 
O 

nach sich zieht, so ist es einleuchtend, dass die Sätze, die wir 
f ü r total Ba-Summierbare Reihen aufgestellt haben, auch f ü r abso-
lut Ba-Summierbare Reihen gültig bleiben. 

Es bleibt daher noch die Frage der Multiplikation der diver-
genten Reihen untereinander zu erörtern, mit der wir uns im 
nächsten Kapitel beschäftigen werden. 

KAPITEL III. 

Multiplikation absolut summierbarer Reihen. 

1. Satz. S i n d d i e R e i h e n 

UQ ~f~ U1 U2 -j~ • • • -f- Un -f- . . . 

u n d 

V0

 jT V1 V2 V n + . . . 

a b s o l u t B a - S u m m i e r b a r b e z i e h u n g s w e i s e z u 
d e n S u m m e n u u n d v, s o i s t d i e C a u c h y - P r o -
d u k t r e i h e 

W0 -j- W1 -f- W2 Wn 

m i t 

n 
Wn = UQ V n -J- U1 Vn-I -f~ • • • H- U n vO = 2 UmVn — m , 

m — O 

a b s o l u t Ba - s u m m i e r ib a r z u r S u m m e uv. 
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Es sei 

ü(t) = y Uri 

V (t) = > vn — mcc 
n = 0 

dann ist 

U= j e~~x U(xa) dx = Iim I e~x U(xa) dx, 
J I-*OO J 
O O 

~oo i 
V= I e~~y V(ya) dy = Iim / e~vV(ya)dy, 

J I-* CO J 
O O 

wobei die beiden uneigentliohen Integrale absolut konvergieren. 

Betrachten wir das Produkt 

uv = lim 
l - » OO 

< l 

f e - U ^ f e - V ^ t y ] = 

= lim I I e~"^xjTlj TJ (xa) V (ya) dx dy , 
/ • • OO 

(•) 

wo man im Doppelintegral über das Quadrat 

O = : / ; = l, O ^ y 

zu integrieren hat, so finden wir 

/

OO OO 

/ e—<*+«/) y dx dy , 

O U 

/

OO /»OO 
/ das uneigentliche Doppelinte-



A XXXVII, T Verallgemeinerte Theorie . 31 

gral über die Viertelebene Oxy versteht. Wegen der absoluten 
Konvergenz des uneigentlichen Doppelintegrals können wir auch 
schreiben 

uv = lim 
l-> CO 

e-(*+y) XJ (xa) V(ya) dx dy, 

( t \ ) 

wo jetzt das Doppelintegral über das Dreieck 

O—x^l — y, 0 ~ y ^ l 

der ^-Ebene erstreckt ist (Fig. 1.). 

Machen wir im letzten Doppelintegral die Transformation 

* - ^ 1 oder * = J, 
® + y = v 1 y = v (1 — D \ 

wobei die J a c o b i - D e t e r m i n a n t e 

V i 
dx dx 

D(x,y) ^ ^ 
ih 

dI dJL 
dŠ, drj — v 1 — I 

V, 

so bekommen wir 

uv = lim 
/-•00 

-VfjUQaTja) V[7]a (1—1)«] dldrj. 

(Q) 

Dabei ist der neue Integrationsbereich das Rechteck 

0 ^ £ s = l , O ^ r j ^ l 

der ^ry-Ebene (Fig. 1.). Drückt man das neue Doppelintegral mit 
Hilfe eines iterierten Integrals aus, so erhält man 

uv 

i i 

l i m J j e - J U(^aTja) V [7]a ( 1 — 

O O 

1 

H w i w - I i w } * 



32 

Da die Reihen 
OO 

[j(^arja) = y u, 
-n(X nCC « n 

.. na 
W = O ' 

und 
na j.\'' 

F C i f ( I - I ) " ] = 2 , v , ' L - L f — i L -
. = ( , t « 

absolut konvergieren, so liefert die Multiplikation 

?° " »ma na n ^(w - m)a 
U(^r)a)V[rja( 1 — 1 ) « ] = 2 ^ Mjii — m 7 ^ : • 

n =O « = 0 l m a ( " - » O « 

Die erhaltene Reihe konvergiert im Intervall 0 = ^ = 1 
gleiohmässig, denn der absolute Betrag ihres allgemeinen Gliedes 
ist f ü r 0 ?= £ 1 kleiner als 

tl 1I(X 

2 I n l ! ! /1« ^ Um Vn — »II i I " " ,, S """ ' 
I I I I jma |(w — m)a 

Vl: 0 

wobei die Reihe 

2_, J* IU m 11 v 

= 0 OT = O 

als das Produkt der Reihen 

oo n na 
I rI 

m I I vn — »h , " 
I Ima |(w — m)a 

W=Oot=O 

OO 
OO na V- na 
5 j U n I - 7 — und ^ \ v n \ ~— > 

^kml ' ' In^ n= O 1 \na 

n = O 

konvergent ist. Daher ist die gliedweise Integration gestattet, und 
wir bekommen 

1 

/ U(Fna) TROFA-£)"]<£ = 
0 

OO n 1 
V 1 m n — m -nK I r c- ,  y, \ vt I ima/1 i\(n—m)a,li 

— tma I(« — »»)« 71 S «b-H=Om = O ' — / 
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Nun ist aber 

l J ( 1 — § ) ( n - m)ad£ = B[ma-f-1, ( n — m ) a - | - l ] = 

O 

- V ( w a + r K " — m) a + 1 I - m a m ) a 

r{na -r 2) na -)- 1 

und folglich 

U(SaTla) V[T)a(l — | ) » ] ^ = 2 , - j T T 1 umvn-m= 2 W« -
,, = 0 ^ - + 1 - 1 = 0 n = 0 " 

Somit haben wir zuletzt die Formel 

/

0 0 / LU « « + 1 , 

<•"' 1 w « H + T d'i 
\n — 0 ' 

oder 

/

OO 

g—'/ X1 W ( r f ) di], 

wo wir 

OO 

W ( 0 — 2 Wn r 
w = o 

gesetzt haben. Ausserdem ist das Integral 

/

OO 

C-rII1 W (Tja) d-T) 
Il 

absolut konvergent. 

2. Zum Beweise des Satzes haben wir zu zeigen, dass die 
Integrale 

/

CO 

e~x Wx(ofa)dx, A = 0 , 1 , 2 , . . . , 

wo 
3 
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oo 

WX(()= 1 
, i (il / . ) CC 

n = k 

absolut konvergieren und dass die Gleichheit 

(.OO 

( e~x W(xa) dx = uv 

besteht. 

Da nach der Formel (1) 

~oo 

I e ~ x I1 W (xa) dx =uv, 

so ist wegen des Hilfssatzes (II, 2, a) auch 

/

CO 

e ~ x W (xa) dx = uv, 

O 

solange das letzte Integral konvergiert. Daher ist es hinreichend, 
nur die absolute Konvergenz der Integrale 

/

OO 

e~* Wy(X
a) dx, X=- 0,1,2,... 

(i 

zu beweisen. 

Unterscheiden wir jetzt zwei Fälle, je nachdem ob a ^ 1 oder 
a < 1 ist. 

a. Im Falle a 1 folgt aus der Formel (1) die absolute 
Konvergenz des Integrals 

/

CO 

e~* IaW(Xa) dx, 

O 

wo die Reihe 
0 0

 x (» +1)« 

IaW(Xa) = 2 + 
M = O :  
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die assoziierte Reihe a-ter Ordnung der Reihe 

0 -j— WQ -j— W\ -j— . . . -|— Wn + . • . 

darstellt. 
Multipliziert man nach der C a u c h y - R e g e l die absolut 

B(,-summierbaren Reihen 
CO OO 

JT u„. und 2 Vn> 
n = l n = O 

so gelangt man zu der Reihe 

OO OO 

2 ("l^n + V l » - 1 + . • -+Mw+1 *><)) = 2 (Wh+I — U 0 V n + l ) . 

w = O w = O 

Sei W1 (t) die assoziierte ganze Funktion a-ter Ordnung der 
Reihe 

0 0 

0 + y (wn+i — u0vn+i), 

u ~ 0 

dann konvergiert das Integral 

CO 

e~x Wl (xa)dx 

auf Grund des Vorhergehenden absolut. 
Nun ist aber 

'OO 
tn

 ^ 
wi{t) = y (wn+1 — u0 v n + 0 -— = 

« = o <" - " « 

0 0 w + 1 0 0 n + 1 

= £ V " + ^ ^ R W « = W ( T ) - U " V { T ) -
M = O M=O 

also 

Tf ( 0 = W'{t) + u0 V(t), 

woraus unmittelbar die absolute Konvergenz des Integrals 

/

0 0 

l ' - x W (.Xa) dx 

folgt. 



36 Gunnar Kangro 

Multipliziert man nach der C a u c h y - R e g e l die absolut 
Ba -summierbaren Reihen 

CXD OC 

2 Xin Und Vny 
M = 2 M = O 

so könnte man wie vorher zeigen, dass das Integral 

.CXD 

g-s (Ta) dx 

absolut konvergiert, und multipliziert man allgemein die absolut 
Bcf -summierbaren Reihen 

OC OO 

^ Un und Vn > 
h = ;.+ i n = ° 

so könnte man daraus die absolute Konvergenz des Integrals 

/

LAJ 

C—X ]\r, (Xa ) dx 

O 

schliessen. 
b. Wenn a < 1, so sei k die kleinste natürliche Zahl, die der 

Ungleichung 
ka 1 

genügt. Dann folgt aus der Formel (1) die absolute Konvergenz 
des Integrals 

.-.CO 

I e-*Ika W(xa)dx, 
o 

wo die Reihe 

° ° ® ( n + fc)cc 

—' I (n-f-fc)a 11 = o 

die assoziierte Reihe a-ter Ordnung der Reihe 

O —(— O —. . . —j— O —}— W0 -(- W1 -j- >vn 

k Nullen 
darstellt. 
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Multipliziert man nach der C a u c h y - R e g e l die absolut 
Ba-Summierbaren Reihen 

CO 

Y Un und JT Vn» 
w = fc 11 = 0 

so könnte man wie im Vorhergehenden die absolute Konvergenz 
des Integrals 

.GO 

/ e~xI(k ~ ')a W (xa) dx 
O 

beweisen, und wendet man dieselbe Methode (Je -J- / ) -mal an, so 
könnte man auch die absolute Konvergenz des Integrals 

/

OO 

e~x W (xa) dx 
O 

feststellen. 
3. Nachdem wir den Multiplikationssatz der absolut Ba-sum-

mierbaren Reihen bewiesen haben, haben wir, von dem -Ver-
fahren ausgehend, die arithmetische Theorie der divergenten Rei-
hen begründet, die man zusammenfassend in folgender Form aus-
sprechen kann : 

E s s e i 
P(u, V, . .. , w) 

e i n P o l y n o m b e z ü g l i c h d e r G r ö s e e n u, v,.. . , w. 
E r s e t z t m a n i n d i e s e m P o l y n o m d i e G r ö s s e n 
u, v , , w d u r c h b e s t i m m t e a b s o l u t Ba - s u m -
m i e r b a r e R e i h e n 

U0 - J - U1 -(- U2 - J - • • • - J - U n - J - . . . 
+ V 1 + V 2 + . . . + V11 4-. . . 

(2) 
W0 -J- Wi -f- W2 -f- wn 

u n d r e c h n e t f o r m a l , a l s ob d i e e n t s p r e c h e n -
d e n R e i h e n a b s o l u t k o n v e r g e n t s e i e n , so e r -
h ä l t m a n a l s e n d g ü l t i g e s R e s u l t a t e i n e 
a b s o l u t Br - s u m m i e r b a r e R e i h e , d e r e n S u m -
m e d e m W e r t d e s P o l y n o m s P(w, v,..., w) g l e i c h 
i s t , w e n n m a n d a d i e G r ö s s e n u, v, ... , w d i -
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r e k t d u r c h d i e S u m m e n d e r R e i h e n (2) e r -
s e t z t . 

Im folgenden werden wir untersuchen, wie die verallgemei-
nerte Theorie der absoluten Summabilität sich auf divergente 
Potenzreihen anwenden lässt. 

KAPITEL IV. 

Absolute Summabilität der divergenten Potenzreihen. 

1. Betrachten wir eine Potenzreihe 

(1) Uq —|— 1l\Z —(- U 2 H - • • • ~\~ UnZn —|— . . . 

und bilden die entsprechende assoziierte Reihe a-ter Ordnung 

t i- tn 

F(z, t) — U 0 -f- U 1 Z — -\- U 2 Z^I — -)- . . . -j- U N ZN — -f- • • . = 

° ° Sn In 

= Vun- =Uizt). 
Ina 

n = 0 

Die Reihe (1) ist im Punkte z = z0 Z?f,-summierbar, wenn 
die Reihe 

C O 

u[t) = y un Tt-
4m^n Ina 

M = O  

eine ganze Funktion Uit) darstellt und das Integral 

^oo 

/ e~ x Uiz0x
a) dx 

O 

existiert, wobei die Summabilität absolut ist, wenn alle Integrale 

/

OO 

(-'F1(Z0tX
a)AX, X = O,1,2 

O 
WO 

0 0 n - l °° s n - ) . e - l 

F ) ( z , t ) = £ u.* — — = ^ £ « . " 0 

W=A " M=P-

absolut konvergieren. 
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Um ein praktisch leicht anwendbares Kriterium zu bekom-
men, das über die absolute Summabilität einer Potenzreihe zu ent-
scheiden ermöglicht, beweisen wir den folgenden Satz, den wir 
später of t benutzen werden. 

a. Satz. S i n d d i e I n t e g r a l e 

/* OO J fOO 

j e~~ x ~ U (zxa) dx = j e~ Xx*a (zxa)dx, A = O, 1,2,... 

o O 

i m P u n k t e Z0 a b s o l u t k o n v e r g e n t , s o i s t d i e 
P o t e n z r e i h e (1) i m P u n k t e 20 a b s o l u t Ba - s u m -
m i e r b a r. 

Beschränken wir uns zunächst auf die Betrachtung des In-
tegrals 

roo 
/ e~x F1(z, xa) dx 

und erörtern zwei Fälle, je nachdem ob a eine ganze Zahl ist oder 
nicht. 

I0 Ist a eine ganze Zahl, so haben wir 

OO (n — 1) a a OO na a 

F 1 ( Z i X a ) = V u n Z n - —- = — V u n Z n ^ - = U(ZXa). 
w Kn-Da dxa

n~o !n- ^xa 

Differenziert man die Funktion U(zx' ) a-mal nach x, so fin-
det man leicht 

d.r 
- U(zxa) = r PalzxaU'(zxa) -|- Pa2z

qx2a U" (zxa) —j—... —|— 
X *-

-IrPaaZ
aXa2 U w ( S X a ) ] = 

= h [

 i V i 

P<2X"> + + • • • + Paa ~(ÜZX«j\, 
x L dz " J 

wo Pav Pa2, . . ., Paa bestimmte Konstanten sind. 

Damit bekommen wir f ü r x ^ l 
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Fl(Z1X
a) I ^ I PaiZ I ^ U ( Z X a ) + I 

(P 

cP U(Zxa) + . . . - f 

+ 
und da die Integrale 

clt 
(Iz^ 

P Zc 
aa 

U(Z0X
cc) 

da 

dz a 
U(zxa) 

dx, A = O, 1, 2 , . . . 

existieren, so existiert auch das Integral 

erx I Fi (z0, xa) \ dx. 

2° Ist a keine ganze Zahl, so sei Jc die kleinste ganze Zahl, 
die a überschreitet, d. h. es sei 

Jc — 1 < a < k. 

Bezeichnet man 
Ic — a ==• ß, 

wo 

so kann man schreiben 
OO 

O < ß < 1 , 

F,(z,xa) = 2 UnZ 
X 

,(n - 1) a 

\n — 1), 
I k — a d 

Jc y unz
n -— 

(Ixk w na 
11 =Z O 

Da nun 

U(zxa) = ^ P k l Z ± V ( i x f < ) +Pt!z' ^ U ( Z X a ) + . . . 
dx 

(f 
+ p ^ k I l J U(ZSa) 

so existiert das Integral *) 

] • 

x) Hier w i r d die Ab le i tung k-ter Ordnung ^ C2Ox * Punkt 

x = O unendlich, denn in der entsprechenden Reihe ist der kleinste Exponent 
d'er Veränderlichen x negativ, nämlich gleich a — k — —ß. Da aber ß < 1, 
so existiert das Integral. 
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.00 
d 

e 
dx 

•k 
U (Z0X

a) \ dx 

und wegen der Folgerung des Hilfssatzes (II, 2, a) auch das 
Integral 

•CO 

e~x I Fx(z0, xa) \ dx = I e~x I U(Zoxa) I ^r-

Es ist nicht schwer zu sehen, dass die Integrale 

e~x I F2(z0, xa) I dx, J e ~x \ F3(z0, xa) | dx, . . . 
o o 

ebenfalls existieren. In der Tat ist 

F2(z, xa) =^F1(z, xa) 

oder 

F2U, x«) = I^lFtU, x"), 
dx 

je nachdem ob a eine ganze Zahl ist oder nicht, und da ausser-
dem die Integrale 

/

O O I 

e-'\-'''..F1U dx, /.=. 0, 1, 2, . . . 
dz1 ! 

O 

im Punkte z0 existieren, so existiert infolge des Vorhergehenden 
auch das Integral 

/ • C O 

/ I F2(z0, X
a) I dx, 

O 

und weil im allgemeinen 

oder 

F}(z, xa) = ('~F}_ (z, xa) 
d-xa 

F7 (zt xu) === It -y-k Fk_t( z, xa), 
dx 
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je nachdem ob a eine ganze Zahl ist oder nicht, so könnte man 
nach und nach das Vorhandensein aller Integrale 

/

OO 

e~* I F}(z0, xa) j dx 

feststellen. 

b. Betrachten wir als Beispiel die divergente Potenzreihe 

1 — l - 3 * 2 + l- 3-5-7s 4 — . . . + ( — l ) H l - 3 - 5 - . . . - ( 4 n — l).?2" + . . . . 

Nimmt man hier a = 2, so erhält man 

¢ / ( 0 = 1 + E ( — D : 
1 • 3 • 5 •. . . -(4n - 1) 2» _ 

n ~ 1 

OO 

14 n 

i + Y ( — i ) n -
(— D m / 1 

2 • 4 • 6 • . . . • 4n |29, \ 2 
n = o — 

Da nun f ü r jeden reellen Wert von z 

U(Zxii) 
d/-

(I SX1 

ü? cos^" 
2/ 

so sind die Integrale 

T - ^ J U (zx2) dx 

cos 

vorhanden, und folglich ist die gegebene Potenzreihe absolut 
S2-Summierbar, wenn z reelle Werte besitzt, wobei ihre Summe 
durch das Integral 

- * cos ~dx 

bestimmt wird. 

2. B e r e i c h d e r a b s o l u t e n S u m m a b i l i t ä t . 
Um eine bestimmte Vorstellung aus dem Bereich, wo die Potenz-
reihe 

(1) U0 + U1Z + U2Z
2 + . . . + UnZn + . . . 
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absolut -summierbar ist, zu gewinnen, werden wir den folgen-
den Satz beweisen, der eine Verallgemeinerung des aus der Theo-
rie der konvergenten Potenzreihen bekannten Satzes A b e l s ist. 

a. Satz. I s t d i e P o t e n z r e i h e (1) i m P u n k t e 
Z0 a b s o l u t Ba-s u m m i e r b a r , , s o i s t s i e i n j e d e m 
P u n k t e d e r S t r e c k e Oz0, d i e d e n P u n k t m i t 
d e m N u l l p u n k t e v e r b i n d e t , e b e n f a l l s a b s o l u t 
Ba-S ummierbar. 

Es sei z0 = r0e
t<Po , so sind die Integrale 

/% CO 

f e - U , ( r 0 e ' ^ ) d x , * = 0 , 1 , 2 , . . . 

0 

nach der Voraussetzung absolut konvergent. Setzt man hier 

r0x
a = ya, 

woraus 
i 

dx = r0
 a dy, 

so bekommt man die absolut konvergenten Integrale 

- — r ° ° 

rQ
 a I e~r° y U} (ei(P{i ya) dy. 

o 

Wenn nun z=rei(f>o irgendeinen vom Nullpunkt verschie-
denen Punkt auf der Strecke Oz0 bedeutet, so ist 0 < r < r 0 und 
damit 

__ i i 
a a 

e r y < e - r° y , 

woraus die absolute Konvergenz der Integrale 

— „oo - i -

r a e~r ay Ux(e
i(p°ya)dy 

o 

folgt. Macht man hier die Substitution 

ya
 st= rxG, 

dann findet man 

~co 

r J e - - . U ^ e V y i ä y - f e - ' U ^ * ) * , , 

0 0 
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und die gewonnenen Integrale sind absolut konvergent, d. h. die 

Reihe (1) ist im Punkte z =- rei(f° der Strecke Oz0 absolut 
Ba -summierbar. 

b. Betrachten wir irgendeine vom Nullpunkt der z-Ebene 
ausgehende Halbgerade l. Auf dieser Halbgeraden liegt zum min-
desten ein Punkt, wo die Reihe (1) absolut 5 a - summierbar ist, 
nämlich der Punkt 2 = 0. Anderseits kann es vorkommen, dass 
die Reihe (1) auf der ganzen Halbgeraden l absolut Ba-summier-
bar ist. 

Schliessen wir die beiden Extremfälle, wo die Reihe (1) nur 
im Nullpunkt oder auf der ganzen Halbgeraden absolut Ba-sum-
mierbar ist, aus und teilen alle Punkte der Halbgeraden l in zwei 
Klassen, indem wir jene Punkte, wo die absolute Summabilität 
herrscht, zur ersten Klasse und alle übrigen Puhkte der Halb-
geraden zur zweiten Klasse gehörig zählen. Da jeder Punkt der 
ersten Klasse nach dem vorhergehenden Satz dem Nullpunkt 
näher liegt als irgendein Punkt der zweiten Klasse, so gibt es 
einen Schnittpunkt Z1 beider Klassen von der Beschaffenheit, 
dass die Reihe (1) in den Punkten der Strecke Ozl absolut 
Bct-Summierbar ist, aber nicht in den übrigen Punkten der Halb-
geraden l. Was den Punkt Z1 an sich anbelangt, so kann die Reihe 
(1) da absolut Z^-summierbar sein oder nicht. 

Somit bilden die Punkte der Halbgeraden l, wo die absolute 
Summabilität herrscht, eine Strecke Ozl, die endlich sein kann 
oder nicht oder zum Nullpunkt zusammenschrumpfen mag. 

Lässt man die Halbgerade l eine volle Drehung um den Null-
punkt ausführen, so erzeugt die Strecke Ozl einen Bereich, den 
wir nach G. S a n n i a 1 ) , der den Sonderfall a = 1 behandelt 
hat, den S t e r n d e r a b s o l u t e n S u m m a b i l i t ä t 
nennen und durch das Symbol va bezeichnen werden. 

Der Stern %a ist dadurch charakterisiert, dass die Reihe (1) 
in allen inneren Punkten des Sternes absolut Bct-Summierbar ist, 
aber nicht mehr in den äusseren Punkten desselben. In den Rand-
punkten oder Ecken Z1 des Sternes ta kann die Reihe (1) absolut 

-summierbar sein oder nicht. 

x) G u s t a v o S a n n i a, Le Serie di potenze di una variabile som-
mate eol metodo dii Borel generalizzato. Atti della Reale Accademia delle: 
Scienze di Torino, vol. 5'3, 1918, S. 148—162. 
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Aus der Zusammenfassung des vorhergehenden Kapitels 
kann man folgern, dass bei der Potenzreihe (1) im Stern Ta alle 
arithmetischen Rechenoperationen, die bei den konvergenten 
Potenzreihen im Konvergenzkreise gelten, anwendbar sind. 

Wie wir in Kapitel VI sehen werden, lässt sich der Stern Ta  

bei einer konvergenten Potenzreihe leicht durch die singulären 
Punkte der entsprechenden Funktion bestimmen. Ebenfalls wer-
den wir in Kapitel IX eine Klasse von divergenten Potenzreihen 
betrachten, die E. M a i 11 e 11) untersucht hat und wo der Stern 
Ta auch ohne Schwierigkeiten bestimmbar ist. 

3. Die Potenzreihe 

( 1 ) UQ —|— U1Z —|— • • • - ( - UnZn —[- . . . 

definiert im Stern Ta der absoluten Summabilität durch ihre 
Summe eine Funktion 

Betrachten wir eine vom Nullpunkt der z-Ebene ausgehende 
Halbgerade L Diese Halbgerade scheidet aus dem Stern Ta die 
Strecke Ozj aus, die man den R a d i u s d e s S t e r n e s nennt. 

Untersuchen wir das Verhalten der Funktion (p(z)~ im Stern 
Ta, indem wir zeigen, dass die Funktion cp{z) längs den Radien 
des Sternes stetig, integrierbar und unbegrenzt differenzierbar 
ist, wobei man unter dem Integralzeichen integrieren und diffe-
renzieren darf. 

a. Satz 1. D i e F u n k t i o n 

i s t l ä n g s j e d e m R a d i u s >0z( d e s S t e r n e s ra s t e t i g . 

E. M a i 11 e t, op. eit., S. 498—518. 

o 

0 
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Zum Beweise genügt es zu zeigen, dass das Integral 

/

OO 

e~x U(zxa) dx 

o 

auf jedem Radius Ozl gleichmässig konvergiert. 

Es sei z = rei(Pv irgendein Punikt auf dem Radius Ozl, dann 
können wir stets auf diesem Radius einen andren Punkt 

z0 = r0e
i(Pü finden, so dass r 0 > r. Wegen der absoluten Summabi-

lität der Reihe (1) im Punkte Z0 existiert das Integral 

/

00 __ roo —-
e~~x I U(Voe

i^xa) I dx = r0

 a e~r° " y I U ( ^ y a ) \ dy, 

o O 

wo man die neue Integrationsvariable y durch die Substitution 

r0x
a = ya 

eingeführt hat. Hieraus folgt auf Grund der Ungleichung 

g —r CC y g — r0 « y 

die gleichmässige Konvergenz des Integrals 

OO — - /*oo ___ 2 
n — X U(rei{f°xa) dy — r a j e ~r a U(et(f>nya)dy 

O 

im Intervall O < r ^ r 0 , wobei der Punkt r = O wegen des Faktors. 
i 

r~ä weggelassen ist. 

Somit konvergiert das Integral (2) auf der Strecke Oz0  

gleichmässig, vielleicht mit Ausnahme des Punktes z — 0. Folg-
lich verhält sich die Funktion cp(z) auf dem Radius Oz1 stetig, 
wobei die Endpunkte z = O und Z = Z1 vielleicht auszuschliessen 
sind. 

Doch hat E. L a n d a u 1 ) bewiesen, dass das Integral (2) 
auch in der Umgebung des Nullpunktes gleichmässig konvergiert, 
womit die Stetigkeit der Funktion cp(z) im Punkte z — O be-

l) E d m u n d L a n d a u , Auszug aus einem Briefe des Herrn Lan-
dau an den Herausgeber. Acta mathematica 42, 1920, S. 95—98. 
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stätigt wird. Wir werden aber im folgenden einen andren Weg 
benutzen, um die Stetigkeit der Funktion qj(z) im Nullpunkt zu 
beweisen. 

Es sei nämlich k eine der Ungleichung 

k > -
— a 

genügende natürliche Zahl. 

Da die Reihe (1) absolut Ba-summierbar ist, so ist es auch 
die Reihe 

' ' v f c + mft + 1 * t + l + mfc + 2 * * + 2 + - • •> 

und ihre Summen stehen miteinander in der Beziehung, als ob 
die beiden Reihen konvergent seien, d. h. 

/

oo 

e~xfk(z, xa)dx. 
o 

Wie vorher, können wir uns überzeugen, dass hier das 
Integral 

/

OO rOO 

e~ xFk(z, xa)dx = zk J e~xUk(Zxa)dx 
<> 0 

auf der Strecke Oz0 gleichmässig konvergiert, wobei nun der Null-
punkt mitzubereehnen ist, woraus die Stetigkeit der Funktion 
<p(z) auch im Punkte z = O folgt. 

b. Satz 2. D i e F u n k t i o n 

/

0 0 

e~ xU (zxa) dx 

i s t l ä n g s j e d e m R a d i u s Oz, d e s S t e r n e s xa i n -
t e g r i e r b a r , w o b e i m a n u n t e r d e m I n t e g r a l -
z e i c h e n i n t e g r i e r e n d a r f , d. h. 

reo r rz 

(f (z)dz— / e~x I U(zxa) dz dx. 
0 0 
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Da die Funktion <p(z) sich auf dem Radius Ozl stetig ver-
ändert, so ist sie längs diesem Radius auch integrierbar, und es 
bleibt nur übrig, den zweiten Teil des Satzes zu beweisen. 

Genügt die natürliche Zahl k der Ungleichung 

z-a 1, 
a 

so haben wir nach dem Abschnitt (a) 

/

oo 

?~xFk(z, xu)dx, 

wobei das Integral 

erF,(z,xa)dx 

auf der Strecke Cte0, der Punkt z — O miteinbegriffen, gleichmässig 
konvergiert. Daher ergibt sich 

z* , z a 

<p (z)dz = u0z -j- U1 2 -J- u2 3 + • • • 4~ u k - q : 

J Fk(z, '-x^) j dx. 
(i o 

Nun ist aber 

Cco r cz i Cco r r'i00 1 
j e r - J F t U , •'•«)<>; j r t e = J J { 

O o (i (i 

° ° ' + 1 J" ~ * ) « 

• •' - " " i + r r õ r - k t « u ' ' H =; k 

OO , OO , 1 / n 4~ ] (1¾ — k)CC i 
w * « / v ' * x i A er xI i J_ u —:—r-: . -- i d t 

n = k 
1 Im— k\ui 

OD 

C 
V1 + 1 VNA I J 
__ U t ̂ t • i d x 

» ii -j- 1 i na 
n = k 

(> CXJ 

n =z O 

n -j- 1 nCl 1 X 

I' -f- 1 )ta 
dx-

U0Z U1 -= -|- U2 o + U 
k~ l k 

und folglich 
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/% /«OO j OO v /% r s% —I 

j g>(z)dz — j £ un ^ 1 - j dx — J J U(zxa)dz J dx. 

c. Satz 3. D i e F u n k t i o n 

/

OO 

e~x U(zxa) dx 
o 

i s t l ä n g s j e d e m R a d i u s OZi d e s S t e r n e s va u n -
b e g r e n z t d i f f e r e n z i e r b a r , w o b e i m a n u n t e r 
d e m I n t e g r a l z e i c h e n d i f f e r e n z i e r e n d a r f , d. h. 

/

OC ^ y» OC 

e~* — U(zxa)dx= \ e~xxkaU{X) (zxa) dx. 
dz1 J o () 

Zum Beweis ist es hinreichend, die gleichmässige Konvergenz 
des Integrals 

t c o j x 

I e~x —- U(zxa)dx 
J dzk 

o 

längs dem Radius Oz, zu beweisen. 

Da 
. / OO , OO 

d'- dX / v n tn \ V , ^ . - j tn 

„ U(zt)=—\ unZn — = 2. n(n — 1). ..(n — Ä-j-1 )unzn~k• 
dz'- dz \ „ — n a J 

so stellt die Funktion 

(]/• 
* J u W 
dz 

die assoziierte Reihe a-ter Ordnung der Reihe 
CO 

O —)— O —(— ... —|— O —j— n(n —1).. .(n — X-j-1)unz
n~*~ 

N u l l e n n = k 

dar. 

Wie wir im nächsten Kapitel sehen werden, ist die Reihe 

go 

v n(n — 1).. .(n — X -J- l)M„0n_/", 
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die aus der Reihe (1) durch A-malige gliedweise Differentiation 
entstanden ist, im Stern TC absolut B a -summierbar. Dann ist aber 
auch die Reihe 

0 ~h 0 ~f- • • • ~h Q ~h, JF n ( n — — A —j— 1 )u„ 
X Nullen n = A 

n—A 
2 

im Stern v a absolut 5 a-summierbar und mithin nach dem Ab-
schnitt (a) das Integral 

. C O 
.;/• 

e~x—. U (zxa)dx 
cL 

längs jedem Radius Ozl gleichmässig konvergent, vielleicht mit 
Ausnahme der Endpunkte z = 0 und z — z{. 

Somit gilt die Formel 

„CO 

(z) = ( e x^-rU(zxa)dx 
J dz1 
0 

in jedem Punkt des Radius Ozl, die Endpunkte desselben vielleicht 
ausgenommen. 

Verwendet man die im Abschnitt (b) entwickelte Gedanken-
folge, so könnte man ohne Schwierigkeiten zeigen, dass die obere 
Formel auch f ü r z — 0 gültig bleibt. 

Daher können wir schreiben 

/

oo , ~co 

Q-XrjI
a f/-(A) (O)dx = ""jy—' i e~"xXadx = | A U7l, 

o " o 

woraus sich ergibt 

<pU)(0) 
U x = z \>r~' 

und damit haben wir die Formel 

y U ) = < e ( 0 ) + & Z + ^ Z * + . . . + ^ ^ + . . . , 

die die Erweiterung der R e i h e n e n t w i c k l u n g v o n 
M a c - L a u r i n darstellt. Dabei sind die Ableitungen der 
Funktion <p(z) längs den Radien des Sternes va zu nehmen. 
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So bestimmt die Potenzreihe (1) im Stern der absoluten 
Summabilität eine längs den Radien des Sternes stetige, integrier-
bare und unbegrenzt differenzierbare Funktion, wobei man die 
Integration und Differentiation unter dem Integralzeichen aus-
führen (kann. 

Es bleibt noch zu beweisen, dass wir jede abgeleitete Funktion 
sowie die Integralfunktion direkt aus der divergenten Potenz-
reihe (1) erhalten können, indem wir die letztere gliedweise 
differenzieren, beziehungsweise integrieren. 

KAPITEL V. 

Differentiation und Integration der divergenten 
Potenzreihen. 

1. D i f f e r e n t i a t i o n . — Es sei die Potenzreihe 

( 1 ) UQ -j~ Ui Z -|~ UoZi - j- . . . -j- UnZ -f- . . . 

im Stern %a absolut B1-summierbar zur Summe 

/

CO 

e~x U(zxa)dx, 
0 

wo 
OO 

U (t) — u 
na 

Differenziert man die Reihe (1) gliedweise nach z, so be-
kommt man die Reihe 

(2) M , + 2u2z —j— ... —{— nun zn 1 -j- ... . 

Satz. D i e R e i h e (2) i s t i m S t e r n r(( a b s o l u t 
- s u m m i e r b a r z u r S u m m e cp'(z), d. h. b e z e i c h -

n e t m a n 

/

OO 

e~x V(zxa)dx, 
o 

m i t 
4* 



52 Gunnar Kangro A X X X V I I . 7 

OO 
Atl- 1 

V(t) = Z nunrr^- , 
i ( n — 1 ) r w = i 

s o b e s t e h t d i e G l e i c h h e i t ip (z) = q)'(z). 

a. Zum Beweise der absoluten Summabilität der Reihe (2) 
haben wir die absolute Konvergenz der Integrale 

J e~x Vi(zx<x)dx, X = 0 , 1 , 2 , . . . 

o 

festzustellen, wobei 

OO ' , 
n — / — 1 

Vx(t) = I min 1(„_A_j^-
M = / . - ) - 1 

Die Funktion 

CC -
n — A — 1 , 

( m ) = 2 = z 
n=A-(-l  

betrachtend sehen wir, dass 

V l U t ) = z~>-^Fx+i (z,t) + 1 Uf^ ,(2()] 

= (Ä + l )Ux+1(zt) -\-z~Uk+l(zt), 

woraus 

Fi(ZXc) = ( i -)- 1) U l J r l ( z x a ) + z - ^ V l + 1 (zx"). 

Nun ist aber 

Jz UlJri (zxa) =xa U'x+1 (0a?a) 

und 

-Ul + 1(zxa) = mxa~lU\ + 1 (zxa). 

Aus der letzten Gleichheit ergibt sich 

V 1 + , (ZXa) =• ^ r r ^ C/,. + , (zx"), 
zax 
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so dass 

dz A -f-1 " ' za 

Damit haben wir die Formel 

x d 
Vx(Zxa) = (Ä + l ) Ux + l(zxa)+-al^Ux+1(zxa), 

woraus 

V1^X") j S a + 1) ] Vl + l(tx") 1 + 1 1 ¾ Uk + 1(zx") |, 

und folglich können wir schreiben 
C L 

Je~~x Vx(zxa) \^dx~(X-\-l) Je~x Ux + l(zxa) dx 

+ « / 

Da das Integral 

e~x x dx. 

. O O 

— X TJx (zxa) dx 

f ü r jedes z im Stern T a existiert, so haben wir nur das Vorhan-
densein des Integrals 

/ e~Mx Ux+X(zxa) 
dx '• + dx 

zu zeigen. Zu diesem Zweck beweisen wir zunächst einen Hilfs-
satz. 

b. Hilfssatz. K o n v e r g i e r t d a s u n e i g e n t l i c h e 
i n t e g r a l 

/ e~xF(zxa)dx 

i m P u n k t e z0 a b s o l u t , s o k o n v e r g i e r t d a s 
i n t e g r a l 

~co 

I e~~x xF(Zxa) dx 
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i n j e d e m P u n k t e d e r S t r e c k e O Z0 a b s o l u t , 
d e r P u n k t Z0 v i e l l e i c h t a u s g e n o m m e n . 

Es sei B0 = r0e
l(p°, so ist das Integral 

/

oo 

e~*F(r0e
i<Poxa)dx 

nach der Voraussetzung absolut konvergent. 

Setzen wir 

f 

r0x
a = ya, 

so finden wir 

. C O J , , O O J_ 

e~x F (r0e
ufoxa) dx = r0

 a I e~r° y F ( y ) dy. 
o o 

Nun folgt aus O < r < r0 f ü r alle hinreichend grossen y 
i i 

~ a ~ ~ä — v u — r n y ye J<e 

und damit konvergiert das Integral 
OO 2 ~ O O £ 

e~~x xF(relif>axa)dx= r a J ye~r a y F(e1<f>0ya) dy 
o 

absolut. 

c. Jetzt sind wir imstande die absolute Konvergenz des In-
tegrals 

, C O 

<-•*-Z-Vi+. 

WO 

0 0 (H-A-I)K 
d Tt . r/s d \' 1 x 
, L , , ,(ZXcc) = , 2. unZ ,7 , — 77 dx K + 1 dx I (n — A — 1 )ci 

it " . " 

oo „ (« —/ — n a - i 
\-> M — A — 1 3-' 

j (m — a — 1 )a — 1 ' 
n =/-(-1 

im Stern Vrv zu beweisen. 
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Es sei k eine der Ungleichung 

h > -
(X 

,genügende natürliche Zahl. Bezeichnen wir 

ka — 1 = ß 

und betrachten das im Stern va absolut (konvergierende Integral 

~00 

J e~XUl + k + 1 ( z x a ) d x = 

« 

. O O r OO 

/

^ r (M _/._/£_ i)a -I H S WnZ
 n ^ * 1 : \dx, 

K =;.+*.+1 " ~ 1 j g l j 

das wir durch das gleiche und ebenfalls absolut konvergierende 
Integral 

/

OO 

e~%I^JJ7> + fc +! {zxu)dx = 
o 

/

°° r 0 0 ( H - A - I ) C - I T 

I unzn~^~k~l I dx = 
L . i , , , , ! (n — A — l)a — 1 J 
ii = A -[- fc 1 

i _ & , O O CO -1 

= 0 « / < h E - u » 

,, « = a + k + 1 1 -<" " ^ 1 k t — 1 j 

ersetzen können. 

Wegen des im Abschnitt (6) bewiesenen Hilfssatzes konver-
giert auch das Integral 

p oo a „ —A — l — — i 

r°° t °° 3 1 (n-l-l)a-l t 
I - « I «tt m — a — 1 Js I 
Ie X\ >. UnZ — : I 

J L f"* !(*> — A — ! ) « - ! J = Z~k le-'x I 2J UnZ " ~ x
 : : | dx 

i — A~|— Ai —|— 1 

im Stern vu absolut, woraus die absolute Konvergenz des Integrals 
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.00 
—x d e x —j— dx JJl ^1(ZXa)dx — 

o 

„oo p oo (M_A —ila—i "i 
I - £ I \ ' n--A — 1 I 
/ e X 2* unZ Ti ; T J L , l ( n - A — I k - I J dx 

I (n — a — 1)« — 1 i 
n— A-j-1 

unmittelbar folgt. 

d. Was die Summe y(z) der Reihe (2) betrifft, so ist sie 
durch das Integral 

• CO 

—x ip(z) = J e~ V(zxa)dx 
o 

gegeben. 

Nach dem Abschnitt (a) haben wir aber 

Vk(zt) = z~k~Fl + 1(z,t) 

und dann insbesondere f ü r A = O 

V(Zt) = ± F x ( z , t ) , 

woraus 

/

OO 

e~x ~ F1 (z, xa)dx. 

o 

Da F1 (z, t) die assoziierte ganze Funktion a-ter Ordnung der 
absolut JSft-Summierbaren Reihe 

U\Z ~j— U.) Z~ —j— . . . —j— UnZ -"I- • • • 

ist, so dürfen wir nach (IV, 3, c) die Reihenfolge des Differen-
zierens und Integrierens vertauschen und erhalten demgemäss 

~oo 

W(Z)=-^ J c~xF\(z>xa)dx = ^[<p(z) — w j = y ' ( z ) . 

o 

2. Setzen wir 
(p(z) = U^ —\~ UiZ —|— U2Z' —(— .. . —j— UnZ —j— ..., 

so können wir schreiben 

tp' (z) = U1 -j- 2U 2Z -f- SusZ
2 - ( - . . . 4- UUnZ

n 

t 
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Da die letzte Reihe im Stern va absolut B1,-summierbar ist, 
so bekommen wir weiter 

(p"(z) = 2-1 u.2 -f- 3-2 W3;? + 4-3¾^2 + . . . + n (n — 1 )unz
n~2 -\- . . . 

und im allgemeinen 

q)^\z) = X(X — 1) . . . 1m^ + (A + 1)A.. . 2 u k x z + 

•+ (X-{— 2 ) (A-j— 1 ) . . . 3 n ( n — 1 ) . . . (n—X—|— 1 ) u n z n ~ ^ —j—..., 

wobei alle durch die gliedweise Differentiation erhaltenen Reihen 
im Stern xtt absolut Ba -summierbar sind. 

Weil die Funktionen 

d ^U(Zt ) , A = O,1 ,2 , . . . 
dz1 

die assoziierten ganzen Funktionen der Reihen 
00 

0 + 0 + . . . + 0 + £ n ( n - 1 ) . . . {n— X^-l)unz
n~k  

A Nul len u = A 

darstellen, so konvergieren die Integrale 

/*°° A 

( 3 ) / e " * d-~ ü ( z x a ) d x , 1 = 0,1,2,... 
J dz1 

o 

im Stern va absolut. 

Umgekehrt, wenn die Integrale (3) in einem Punkt absolut 
konvergieren, so ist die Reihe (1) nach (IV, 1, a) in diesem 
Punkt absolut Z^-summierbar. 

Somit ist f ü r die absolute Summabilität der Potenzreihe (1) 
in einem Stern notwendig und hinreichend, dass die Integrale (3) 
in diesem Stern absolut konvergent sind. Was die Randpunkte 
des Sternes anbelangt, so kann die Reihe (1) da absolut 
Z?ß-summierbar sein, ohne dass die Integrale (3) da absolut 
zu konvergieren brauchen. 

3. I n t e g r a t i o n . — Integriert man die Potenzreihe 

( 1 ) uo + u \ z + u ^ z 2 -~b • • • ~f~ u ^ z n + . • • 

gliedweise nach z, so bekommt man die Reihe 

Z2 Z3 z n + 1 

(4) U0Z + U1 -g + ¾½ l j + • - • + un n _j_ j "j"  
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Satz. D i e R e i h e (4) i s t i m S t e r n v a b s o 

I u t B t t - S u m m i e r b a r z u r S u m m e / (p(z)dz, d. h. 

b e z e i c h n e t m a n 

• OO 
— x %(z) = J e W(zxa)dx, 

0 

m i t 
CO 

7/ J U -f-1 
n ii) = y " ' 

w + 1 : ^ + l ) ß ' 

s o b e s t e h t d i e G l e i c h h e i t 
z 

Z(z) = / <p(z)dz. 

a. Zum Beweise der absoluten Summabilität der Reihe (4) 
genügt es, wenn wir die absolute Konvergenz der Integrale 

I e, —rW(zxa)dx, A = 0,1 ,2 , . . . 
J dzK 

o 

im Stern %a zeigen. 

Es sei F 1 (z, t) die assoziierte ganze Funktion a-ter Ordnung 
der Reihe 

0 -j- UQ -{- U\Z . . . -j~ UnZ
n 

d. h. es sei 

so haben wir 

.n + 1 
Fl(z,t) = £ unz

n —— (n+1)« ' 

woraus 

W (zt) = J F1(Zyt)dz, 

o 

d j d x
 ~

 1 

~W(zt) =±—Fi(e,t). 
dz' dz 



A X X X V I I . 7 Veral lgemeinerte Theorie . 59 

Folglich konvergieren die Integrale 

im Stern T a absolut. 

b. Für die Summe %(z) der Reihe (4) ergibt sich 

0 o o 0 o o 

e x Fl(z,xa)dx\dz = / q (z)dz, 

0 0 0 0 

denn nach (IV, 3, b) ist die Vertauschung der Reihenfolge der 
Integrationen zulässig. 

Somit folgt aus 

4. Für die Reihen, die man aus der Reihe (1) durch glied-
weises Differenzieren oder Integrieren erhält, dient T a als der 
Stern der absoluten Summabilität in dem Sinne, dass alle erwähn-
ten Reihen nur im Innern des Sternes T a absolut 5^-summierbar 
sind, während in den äusseren Punkten desselben keine dieser 
Reihen absolut J?a-summierbar ist, denn widrigenfalls könnten 
wir beziehungsweise durch Integrieren oder Differenzieren zeigen, 
dass fü r die Reihe (1) in bestimmten äusseren Punkten des Ster-
nes T a absolute Summabilität herrschen müsste, was aber un-
möglich ist. 

Also spielt der Stern T a in bezug auf die absolut .Z?a-summier-
baren divergenten Potenzreihen dieselbe Rolle, wie der Konver-
genzkreis betreffs der konvergenten Potenzreihen. 

Somit haben wir die Theorie der konvergenten Potenzreihen 
auf die absolut Z?a-summierbaren divergenten Potenzreihen erwei-
tert, oder mit anderen Worten, wir haben, von dem B -Verfah-

(p (,2 ) —• UQ —(— U-yZ —(— —(— . . . —|— UnZ —j- . . . 

die Gleichheit 
z 

0 



60 Gunnar Kangro A X X X V I I . T-

ren ausgehend, eine bestimmte Theorie der divergenten Potenz-
reihen begründet, die f ü r a = 1 die bekannte Theorie von B o -
r e 1 1 ) enthält. 

Da wir nirgend wesentlich die Divergenz der Potenzreihe (1) 
vorausgesetzt haben, so ist die verallgemeinernde Theorie B o -
r e i s auch auf die konvergenten Potenzreihen anwendbar, welche 
Frage wir im nächsten Kapitel behandeln werden. 

KAPITEL VI. 

Absolute Summabilität der konvergenten Potenzreihen, 

1. Besitzt die Potenzreihe 

(1) U ( z ) — UQ —1~ Uy Z —j— UoZ^ "j- • • • —f- UnZ ' —|— . . . 

einen endlichen, von Null verschiedenen Konvergenzradius 
l 

R = lim sup 
N~¥ CO Y\un\ 

so ist die entsprechende assoziierte Reihe a-ter Ordnung 
CtO 

£7(0 = 

beständig konvergent, denn die Anwendung der bekannten For-
mel von S t i r l i n g ergibt 

1
 11 

lim sup — = R lim sup ]/ \na = 

v 1 ~ 

« - • C O f\un\ W - + 0 0 

na 

= Rlim sup / (na) n C C e n(XY2ana =R lim sup (na)a e~a = oc. 
n -*• co n -*• co 

Weil die Reihe (1) im Konvergenzkreis \z\ < R absolut kon-
vergiert, so ist sie dort sicher absolut Ba -summierbar, wobei ihre 
Summe 

• OO 
— X (p(z) = J e xU(zxa)dx 

o 

*) E. B o r e 1, Legons i s u r Ies ser ies d i v e r g e n t e s . 
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mit dem durch die Reihe (1) dargestellten Funktionszweig u(z) 
übereinstimmt, d. h. es ist 

(p(z)=u(z), f ü r [zI < R. 

Sei A der Holomorphiestern des Funktionszweiges u(z), d. h. 
die Menge aller Punkte z, die man durch reguläre analytische Fort-
setzung der Reihe (1) längs den vom Nullpunkt ausgehenden Halb-
geraden l erreichen kann, und es bedeute Z0 einen Punkt in die-
sem Holomorphiestern, der ausserhalb des Konvergenzkreises 
\z\ < R liegt, so besitzt u(z) im Punkte Z0 einen bestimmten Wert 
u(z0), obgleich die Reihe (1) in jenem Punkte divergiert. 

Satz. I s t d i e R e i h e (1) i m P u n k t e Z0 — r0e
l(^(> 

d e s S t e r n e s A a b s o l u t Ba - s u m m i e r b a r , d a n n 
f ä l l t i h r e s u m m e 

/

OO 

e~x U(rQei(/)oxa)dx 
o 

m i t d e m e n t s p r e c h e n d e n F u n k t i o n s w e r t m(20) 
z u s a m m e n . 

Setzt man im Integral (2) 

r0x
a — ya, 

so ergibt sich 

/ 
OO 1 ~ o o 1 

e~x U (r0e^°xa) dx = r0
 a I e~r° a y U (el(Puya)dy. 

Betrachten wir nun das Integral 
1 „CO i JfPo 

IeitfoXa f °° - f — 
(3) ¢ ( £ ) = I —-— 1 Ie \ z I U(el<f"ija)dy, 

o 

mit z = rel(p. 
Da der Punkt 2 = 0 im allgemeinen ein Verzweigungspunkt 

der Funktion 
IpifPo \ -

r(V)'' 
ist, so nehmen wir in der «-Ebene einen Schnitt (0, 00) längs der 

Verlängerung der Strecke Oz0 vor, indem wir uns auf die Punkte 

z = rel(f beschränken, f ü r welche | cp—cp0 \ <JV ist. 
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Das Integral (3) konvergiert für alle in Betracht kommenden 
gleichmässig, wenn 

i i 

.-(9) V — e~r° a v 

woraus 

oder 

und damit 

R 
e^°\a 

z 

cos (p — (Po 

> 
1 

1 \ a 

ra s= r0
a cos <P — <P0 

Lässt man das Argument 9? im Falle a==2 die Werte 

(p — (p0 I - a f 

und. im Falle a > 2 die Werte 

(p — (p0 j ^ Jt 

durchlaufen, so stellt die Gleichung 

r a — rn
 a cos - — — 

a 

eine geschlossene Kurve C~n dar, die stets den Punkt Z0 = r0e
l<Pa 

und f ü r «^=2 auch den Nullpunkt durchgeht, während sie f ü r 
a > 2 den Nullpunkt umschliesst (Fig. 3.). 

F i g . 3. 
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Die Kurve CZü begrenzt einen Bereich D2o, in dessen Punkten 
das Integral (3) gleichmässig konvergiert, abgesehen von dem im 
Falle a > 2 vorhandenen Schnitt OP längs der Verlängerung der 
Strecke Oz0 (Fig. 3.). 

Somit stellt das Integral (3) eine Funktion <I>(z) dar, die 
im Bereich D holomorph ist, mit Ausnahme des Schnittes OP 
im Falle a > 2. 

Wegen der Gleichheit 

~ C O 1 , ,OO £ 

*(,) = J e- U(re^)äX = r'« ] er- U(W)dy 
o u 

haben wir für cp = cp0, O O ^ ? - 0 , d. h. auf der Strecke Oz0 

<&(z) = <p(z). 

Nun ist aber im Konvergenzkreise \z\ < R der Reihe (1) 

q,(z) = u(z), 

und damit gilt auf dem Teil der Strecke Oz0, der sich im Konver-
genzkreise \z\ < R befindet, die Gleichheit 

$(*) =u(z). 

Da die Funktionen <P(z) und u(z) beide analytisch sind und 
<P (z) ausserdem im Bereich DZa, ausgenommen der Schnitt OP 
im Falle a > 2, holomorph ist, so verhält sich auch die Funktion 
u(z) nach dem bekannten Satz von M e r a y - W e i e r s t r a s s 
im Bereich D,o holomorph, wobei wir im Falle a > 2 den Schnitt 
OP nicht mehr einzuführen brauchen, denn der Nullpunkt ist 
f ü r die Funktion u(z) ein regulärer Punkt. 

Also gilt die Gleichheit 

#(,?) =u(z) 

und folglich auch die Gleichheit 

<p(z) =u(z) 

auf der ganzen Strecke Oz0 , den Punkt Z0 mitgezählt, denn die 
Funktionen <p(z) und u(z) sind im Punkte Z0 stetig. Somit haben 
wir 

(P(Z0) =U(Z0), 

und es besteht demnach ein voller Einklang zwischen den Theo-
rien der absoluten Summabilität und der analytischen Fort-
setzung. 
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2. Wenn also die Potenzreihe 

( 1 ) U(z) = UQ —|— U\Z - j - UqZ^ -j- . . . —j— UnZ - j - . . . 

im Punkte Z0 = r0el<Po absolut Ba-summierbar ist, dann verhält 
sich die Funktion u(z) im Bereich ZX0, der von der Kurve C2o 

^ v - v » I ^ - V o I fü r C t s 2 
ra = VQcc c o s ^ , . u « \(p — (f0 I Ji i u r a >>2 

begrenzt wird, holomorph. Damit ist f ü r die absolute Summabili-
tät der Potenzreihe (1) im Punkte Z0 notwendig, dass die Funk-
tion u(z) im Bereich D2o holomorph sei. 

Wir behaupten, dass f ü r die absolute Summabilität der Po-
tenzreihe (1) im Punkte Z0 hinreichend ist, wenn die Funktion 
n(z) sich im Bereich D2o und auf der Randkurve C2o holomorph 
verhält. 

a. Nehmen wir an, dass die Funktion u(z) im Bereich D2o  

und auf der Randkurve C2o desselben holomorph sei und zeigen 
zunächst, dass dann das Integral 

/

CXD 

e x U(Z0X
cc)dx 

o 

absolut konvergiert. 
In der Tat können wir infolge der gemachten Voraussetzung 

eine die Randkurve C2o umschliessende rektifizierbare Kurve C 
finden, so dass die Funktion u(z) auf C noch holomorph bleibt. 

Weil die Kurve C den Nullpunkt umkreist, so haben wir nach 
der I n t e g r a l f o r m e l v o n C a u c h y 

1 r u('0<l'C 
Un 2ni j J1 + 1 > n — 0, 1, 2, . . . . 

(c) ^ 

Daher lässt sich die assoziierte ganze Funktion 
a-ter Ordnung der Reihe (1) auf die Form 

OO 

/ 7 ( 0 = 2 7 U1 
r = . 1 y I n / n ( m 

na w J na f J1 + 1 
1 , 1 -o ^ 

2tci 
(C) ' (G) 
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bringen, wo 

Verallgemeiinerte Theorie . . . 

EM) = 2 

65 

die bekannte g a n z e F u n k t i o n v o n M i t t a g - L e f f -
I e r 1 ) bedeutet, die nach den Untersuchungen M i t t a g - L e f f -
I e r s der Ungleichung 

Ea(z)\<Kl\e* I + K2 

oder 

EAri*) \<Kxe 

i 
r a COS 

k 0 

genügt, wenn \q>\ = ;% ist und K1, K2 bestimmte Konstanten sind. 

Bezeichnen wir nun die Länge der Kurve C mit L und das 

Maximum des Moduls der Funktion — -

wir 

auf C mit M, so finden 

U (z0x
a) l_ 

2,7t 
uCO LM 

2it 
E„ 

ZQX 

Max (C) 

woraus, indem man £ -= gel(i > mit | 0 — gn0 j = jr, setzt, folgt 

CJ (z0x
a) LM 

- - - P \ Ih 
2n 0 

'j?L- Xvo - <~>) 
Max (C) 

< 

(4) 
/ L M J TT 

< ~ 2 n ^ e 

[ l ^ c o s ^ ] 

Mar (C) 

Unterscheiden wir im folgenden zwei Fälle, je nachdem ob 
a > 1 oder a < 1 ist. 

x) G u s t a f M i i t t a g - L e f f l e r , Sur Ia representation analytiqiue 
d'une branche uniforme d'une fonction monogene, Note V. Acta mathe-
matica 29, 1905, S. 101—182. —• Derselbe, Sur Ia representat ion a r i t h m e t i q u e 
des fonct ions ana ly t iques genera les d 'une v a r i a b l e complexe. A t t i del IV 
Gongresso Internazionale dei Matematici, vol. I, 1909, S. 67—85. 

o 
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1° Weil im Falle a^>l die Ungleichung 

i i 
a a w — (po 

r rn eos - — r 
u a 

nur f ü r die Punkte z = rellP des Bereiches D2o und der Rand-

kurve C2o gilt, so besteht f ü r die Punkte £ = oe%® der Kurve C 

die Ungleichung 
i i 

Qa ^>r0
a cos , 

woraus folgt 

1 — ( - W cos - ~ ' P o > 0, 
\ i> I « 

und damit ist auch 

m = f 1 — / — \ a cos ——— 1 > 0 . 
L \Q! a I Min (C) 

Daher haben wir nach (4) 

e - * | U ( V " ) j < ~ ( K , e - r " + K i e - ' ) , 

was unmittelbar das Vorhandensein des Integrals 

J€~X\ U(Z0X
a) j dx 

o 

nach sich zieht. 

2° Im Falle a < 1 teilen wir die Kurve C in zwei Teile C1  

und C2, indem wir die Punkte der Kurve Cf f ü r die 8 — q>0 j = a ^ 
ist, zur Teilkurve C1 und die Punkte der Kurve C, f ü r die 

a ~ ^ ! 0 — (p0 I = ^ ist, zur Teilkurve C2 berechnen (Fig. 4.). 
Da die Kurve 

i ' i 
<p — 

r " = r() " cos — u , (p -- </„ .7 

f ü r a < 1 auch im Sektor 

« 2 = 1 fP ~~ (Po 
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Zweige besitzt (Fig. 4.), so gilt die Ungleichung 

i i 

Qa > Va COS 
s — <p() 

wohl auf der Teilkurve C1, aber nicht mehr auf der Teilkurve C2. 

/0 \ 

F i g . 4. 

Nun hat aber G. M i t t a g - L e f f l e r in den vorhergenann-

Arbeiten gez< 
die Ungleichung 
ten Arbeiten gezeigt, dass im Sektor a ~ ^ \<p\^n insbesondere 

besteht, wo K eine bestimmte Konstante ist. 

Somit ergibt sich nach (4) 

e x I U(Z0X
a) 

LM 

~2n 
L xa\ 

Max(C1) I M""r) 
LM 

2 jt e 

und folglich ist das Integral 

[ r ° 
. [ k ( £ o £ f \ + R - 1 
U ß \ £ J Ä J > 

/ 
OO 

e~' U (z0x
a) dx 

JIax(Oi) < 
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vorhanden, denn das Integral 

. C O 

e~- EA^ dx 
Max (C1) 

hat infolge des Vorhergehenden einen Sinn. 

b. Es ist noch zu zeigen, dass auch die Integrale 

/

OC 

e~x J Ut (Z0X
a) j dx, X = 1 , 2 , . . . 

o 

existieren. 

Nun ist aber 

u 1 ( o = Z U.. 

OO 

1 t' 

I-.= a 

i l y i 

(n — }.)a 2ni ^^ j(n — X)a 

ui'Qd'C, 
.,N -(- 1 

(C) 

j l / w l l ( \ 
2ni J j-a -f-1 \n_ j v-" - ^ u n — a)cc 

(C) 5 

d; 
i 

2m 
» ( ? ) 

( C ) ^ 

A + i 
EA~\d^ 

Es bezeichne L wieder die Länge der Kurve C und M das 

Maximum des Moduls der Funktion k g ) 
- a + i 

auf C, so haben wir 

Ux(Z0X
a) 

LM 

2n 
EA 

Max (C) 

woraus wie in Abschnitt (a) die Existenz des Integrals 

Ux(Z0X
a) dx 

folgt. 
3. Somit sind wir zum folgenden Resultat gelangt: 

Satz. D a m i t d i e k o n v e r g e n t e P o t e n z r e i h e 

1 ) u ( z ) = U0 —|— U1Z —j— U2Z^ —j— ... —j— UnZ
n —... 

i m P u n k t e Z0 — r0e
i(P<> a b s o l u t Ba - s u m m i e r b a r 

i s t , i s t e s n o t w e n d i g , d a s s d i e d u r c h d i e s e 
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R e i h e d a r g e s t e l l t e F u n k t i o n u(z) s i c h i m 
B e r e i c h ! ) - , d e r v o n d e r K u r v e C? -o' ~o 

b e g r e n z t w i r d , h o l o m o r p h v e r h i e l t , u n d h i n -
r e i c h e n d , d a s s d i e F u n k t i o n u(z) s i c h i m B e -
r e i c h Dz u n d a u f d e r R a n d k u r v e C h o l o -o 
m o r p h v e r h ä l t . 

Vermöge dieses Satzes können wir leicht den Stern %a der 
absoluten Summabilität der Reihe (1) bestimmen. 

Sei A der Holomorphiestern der Funktion u(z) und die auf 
einer vom Nullpunkt der 2-Ebene ausgehenden Halbgeraden l sich 
befindende Ecke des Sternes A, d. h. der erste singuläre Punkt 
der Funktion u(z) auf der Halbgeraden l, den man durch ana-
lytische Fortsetzung längs dieser Halbgeraden nicht erreichen 
kann. 

Betrachten wir auf der Halbgeraden l einen Punkt z. Liegt 
^ dem Nullpunkt genügend nahe, dann gehört die entsprechende 
Fläche Dz ganz, die Randkurve Cz mitgezählt, dem Holomorphie-
stern A an. Liegt aber z vom Nullpunkt hinreichend weit, zum 
Beispiel | z | | ti |, so gehört die Fläche D2 nicht mehr ganz dem 
Stern A an. 

Teilen wir nun alle Punkte der Halbgeraden l in zwei Klas-
sen, indem wir jene Punkte z, fü r die die Fläche Dz ganz dem 
Stern A angehört, zur ersten Klasse und alle übrigen Punkte 
der Halbgeraden l zur zweiten Klasse zählen. Da jeder Punkt der 
ersten Klasse dem Nullpunkt näher liegt als irgendein Punkt der 
zweiten Klasse, so gibt es einen Schnittpunkt Z1 beider Klassen 
derart, dass die jedem Punkt z der Strecke Ozl entsprechende 
Fläche Dz ganz dem Stern A angehört, während die jedem aus-
serhalb der Strecke Oz liegenden Punkt z entsprechende Fläche 
Dz nicht mehr ganz dem Stern A angehört, sondern äussere 
Punkte des Sternes A enthält. Dabei muss die dem Schnittpunkt 
Z1 entsprechende Fläche D n auf ihrer Randkurve C21 mindestens 
eine Ecke £ des Sternes A enthalten, denn DZj kann nicht ganz 
dem Stern A angehören, noch äussere Punkte des Sternes A ent-
halten. 

<P — fPo !=^ 

<P — (Pol ^ fü r a 2 

fü r a > 2 
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Nach dem vorherigen Satz ist die Reihe (1) auf der Strecke 
Ozl absolut .Btt-Summierbar, aber nicht mehr in den übrigen Punk-
ten der Halbgeraden l. Was den Punkt Z1 an sich betrifft, so 
kann die Reihe (1) dort absolut Z?ß-summierbar sein oder nicht. 

Lässt man die Halbgerade l eine volle Drehung um den Null-
punkt ausführen, so erzeugt die Strecke Ozl einen Bereich r ß , in 
dessen inneren Punkten die Reihe (1) absolut J?ß-summierbar ist, 
während in den äusseren Punkten desselben keine absolute Summa-
bilität herrscht. Somit ist der Bereich va der Stern der absoluten 
Summabilität der Reihe (1). 

Es bleibt noch die Randkurve des Sternes r ß , d. h. den geo-

metrischen Ort seiner Randpunkte Zl = Vl̂ euPi zu bestimmen. 

Wie wir gesehen haben, muss die dem Randpunkt Z1 ent-
sprechende Kurve CH 

i i 'W-W 1 I^a 7 1
n fü r a ^ 2 

h « V - V i 2 -
r a __ r a c o g , 

1 a j (p — (p{ jt tur a > 2 

mindestens eine Ecke C=Qe i 8 des Holomorphiesternes A enthal-
ten. Damit muss die Gleichheit 

i i 
— — 8 — Ipl o« = r,a cos -

' a 

bestehen, woraus 

(P1 — 6 j = a ! für a ^ 2, 

(Pt — 6 - ; jt f ü r a y> 2. 

Die letzte Gleichung stellt eine im Falle a ^ 2 offene und im 

Fallea>>2 geschlossene Kurve l^dar , die stets den P u n k t ^ = o e i ß 

durchgeht (Fig. 5.). 

Besitzt der Holomorphiestern A der Funktion u(z) eine ein-
zige Ecke £, so besteht der Stern v a aus denjenigen Punkten der 
«-Ebene, die sich in bezug auf die Kurve auf derselben Seite 
befinden, wo der Nullpunkt liegt, und damit bildet hier die Kurve 
Tv selbst die Randkurve des Sternes T„. 

<Pi 
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Besitzt der Stern A eine endliche Zahl von Ecken 

m , & 

so entsprechen diesen n Kurven 

r I l ' rW • • -
 i V 

wobei der Stern T a aus denjenigen Punkten der z-Ebene besteht, 
die sich in bezug auf jede Kurve auf derselben Seite wie der 
Nullpunkt befinden, und somit bildet sich die Randkurve des Ster-
nes v im allgemeinen aus Kurvenstücken der /V. 

Besitzt der Stern A unendlich viele Ecken, die eine abzähl-
bare oder nicht abzählbare Menge bilden, so entspricht die-
ser Punktmenge die Kurvenmenge wobei der Stern T a aus 
denjenigen Punkten der z-Ebene besteht, die sich bezüglich jeder 
Kurve auf derselben Seite befinden, wo der Nullpunkt liegt. 
Damit kann hier die Randkurve des Sternes T a zum Teil aus 
Kurvenstücken der 7^, zum Teil aus der Einhüllenden der Kurven-
menge bestehen. 

Im Sonderfall a= 1 ergibt sich fü r die Gleichung 

r t = £ , 
cos 

die eine Gerade Â  darstellt, die im Punkt £ senkrecht zur Strecke 
OC steht (Fig. 5.). Der betreffende Stern T 1 = T , dessen Rand-
kurve aus lauter geradlinigen Stücken der A ,̂ oder nur aus der 
Einhüllenden der Geradenmenge (zy, oder zum Teil aus gerad-
linigen Stücken der und zum Teil aus der Einhüllenden der 
Geradenmenge besteht, ist das bekannte S u m m a b i l i -
t ä t s p o l y g o n v o n B o r e l 1 ) . 

1 ) E. B o r e 1, Legons sur Ies series divergentes . 
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Aus der vorhergehenden Konstruktion des Sternes TA kön-
nen wir folgern, dass der Stern Ta der absoluten Summabilität bei 
den konvergenten Potenzreihen mit dem von G. M i t t a g - L e f f -

(et) 
I e r 1 ) gefundenen Stern Bx der einfachen Konvergenz des Inte-
grals 

/

oo 

e~x U(zxa) dx 
o 

übereinstimmt. 
Wie M i t t a g - L e f f l e r gezeigt hat und wie wir uns 

leicht überzeugen können, nähert sich der Stern T a = B ^ 
unbegrenzt dem Holomorphiestern A, wenn a der Null zustrebt. 
Damit ist eine konvergente Potenzreihe in jedem Punkt des Holo-
morphiesternes des von ihr dargestellten Funktionszweiges u(z) 
absolut Z?a-summierbar, wenn man nur a passend klein annimmt. 

KAPITEL VII. 

Erweiterung des Begriffs der absoluten Summabilität. 

1. Bei der Definition der absoluten Summabilität der Reihe 

( 1 ) U q "i- U i Z -j- U 2 Z i i - | - . . . - J - U n Z n - } - . . . 

haben wir vorausgesetzt, dass die entsprechende assoziierte Reihe 
a-ter Ordnung 

°o 
(2) U(t) = £ «„ 

na n — O  

beständig konvergent sei und somit eine ganze Funktion U(t) 
darstelle. 

Wie wir im folgenden sehen werden, ist die beständige Kon-
vergenz der Reihe (2) zum Aufbau der Theorie der absoluten 
Summabilität nicht wesentlich, sondern wir haben diese beschrän-
kende Voraussetzung nur der Einfachheit halber gemacht. 

a. Nehmen wir an, dass die Reihe (2) einen endlichen, von 
Null verschiedenen Konvergenzradius R besitzt, und dass der 

1 ) G. M i 11 a g - L e f f 1 e r, op. cit. 
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Holomorphiestern A des betreffenden Funktionszweiges U(t) zum 
mindesten einen unendlichen Radius l hat, d. h. dass U (t) mindes-
tens längs einer vom Nullpunkt der £-Ebene ausgehenden Halb-
geraden l analytisch beliebig weit fortsetzbar ist. Dann besitzen 
auch die Reihen 

OC 

V1W = y U n J'-J- , i. = i, 2, . . . wI (n — / ) ff 
n — L  

denselben Konvergenzradius R und die Holomorphiesterne der 
U }(t) denselben unendlichen Radius l, denn es ist 

U ( x a ) = U 0 - f U 1 X u j
r . . . + u X ^ - a - j - I X a U. (xa), 

/ — 1 K 

und wie P. D i e n e s 1 ) gezeigt hat, veranlasst noch vernichtet 
die verallgemeinerte Integration von R i e m a n n keine singuläre 
Stelle der entsprechenden Funktion. Folglich treten bei den 
Funktionen Uk(t) dieselben singulären Punkte auf wie bei der 
Funktion U(t), und somit haben die Funktionen 

UA(t), A = 0 , 1, 2, . . . 

den gemeinsamen Konvergenzkreis und den gemeinsamen Holo-
morphiestern A. 

Den Begriff der absoluten Summabilität erweiternd, sagen 
wir, dass die Reihe 

( 1 ) UQ U 1 Z - p U ^ Z ^ —J— . . . —J— U n Z n —j- . . . 

im Punkte Z 0 der Halbgeraden l absolut Z^-summierbar sei, wenn 
die Integrale 

R, / e U} (z0x
a)dx, A = O, 1, 2, . . . 

absolut konvergieren. 

Wir können uns leicht überzeugen, dass die vorherbegründete 
Theorie der divergenten Potenzreihen auch f ü r solche absolut 
.Bn-Summierbaren Potenzreihen gültig bleibt, wo die assoziierte 

*) P a u l D i >e n e s, Legons sur Ies s ingular i tes des fonc t ions ana-
lyt iques. Paris, 1913. 
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Reihe a-ter Ordnung einen endlichen, von Null verschiedenen 
Konvergenzradius besitzt, denn die Reihen 

0 0 n - ? 

ü , ( t ) = '- = 0 , 1 , 2 , . . . 

ii : ?. 

sind in jedem Punkt der Halbgeraden l absolut Ba-summierbar, 
wenn man nur n genügend klein wählt, und dürfen somit auf 
dieser Halbgeraden wie konvergente Potenzreihen im Konver-
genzkreis behandelt werden oder, mit anderen Worten, wir dür-
fen jene Reihen auf der Halbgeraden l so behandeln, als ob sie 
beständig konvergent seien. 

b. Als Beispiel betrachten wir die divergente Potenzreihe 

1 -j- ja z -f- !2(7 z- -j- ... -f- \na zn -j- ... , 

wo a eine reelle positive Grösse bedeutet. 

Nimmt man hier a~a, so lautet die assoziierte Reihe 

oo 

U ( t ) = y tn = 
1 — * ' 

n = O 

wobei alle Radien des Holomorphiesternes A der Funktion U(t) 
unendlich sind, ausser der positiven reellen Achse, auf der sich 
der einzige vorhandene singuläre Punkt £ = 1 befindet. 

Bilden wir das Integral 

„—X • 00 rco 

IJ (ZXa) dx= i
 e dx 

und zeigen wir, dass es in der ganzen z-Ebene, die positive reelle 
Achse ausgenommen, absolut konvergiert. 

Es sei e<7i eine beliebig kleine positive Grösse und TE der 
Sektor der z-Ebene, der von den vom Nullpunkt ausgehenden 
Halbgeraden j q) \ s begrenzt wird und die negative reelle Achse 
enthält (Fig. 6.). 

Liegt z im Sektor Ts, so liegt der Punkt zxa ebenfalls in die-
sem Sektor, und damit haben wir 

: 1 — zxa I > sin 8, 
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denn |1 — zxa\ stellt den Abstand des Punktes zxa vom Punkt 
1 dar. Also ergibt sich 

_i i 
j i _ zxa

 = s in s ' 

und folglich konvergiert das Integral 

o 

im Sektor T absolut und gleichmässig und stellt daher in jenem 
Sektor eine holomorphe Funktion q (z) dar. 

Fig . 6. 

Da wir e beliebig klein voraussetzen können, so konvergiert 
das letzte Integral in der ganzen z-Ebene, mit Ausnahme der posi-
tiven reellen Achse, absolut und gleichmässig gegen die holo-
morphe Funktion (p(z). 

Weil nun 

U(zxa) = ----- ( 1 \ = x/'a , 
d'j- dzä \ 1 — zxa j (1 — zxa)l- + 1 ' 

so sind auch die Integrale 

/

O C p 

e~ x~vz~l ^ a = 1, 2, . . . 

o 

im Oibengenannten Bereich absolut konvergent, wodurch die abso-
lute Summabilität der Potenzreihe 

CO 

y Ina Zn 

! 

n = O 
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bestätigt wird. Dabei besteht der Stern % der absoluten Summa-
bilität aus der ganzen z-Ebene, mit Ausnahme der positiven reel-
len Achse. 

2. In derselben Weise können wir die Theorie der diver-
genten Potenzreihen auf die Reihen 

( 1 ) U q —j— U J l Z -|— U 2 Z ^ - j - . . . —f- UnZ' 1 -j— . . . 

erweitern, f ü r die der Konvergenzradius der entsprechenden 
assoziierten Reihe a-ter Ordnung 

0 0 „ 2 ,n — A 
(2) y u 

, " |(n — X) a 
n K 

gleich Null ist, wenn nur der Stern der absoluten Summabilität 
der Reihe (2) einen unendlichen Radius l besitzt und falls die 
Integrale 

.OO 

C-* Q1 (ZITZF) d x , A = 0 , 1 , 2 , 

absolut konvergieren, wobei ¢ , (t) die Summe der divergenten 
Reihe 

00 ,n-X 
V u  n I(» — X) a 

H-X 

und Z0 einen Punkt auf dem Radius L bedeutet. 

a. Ist zum Beispiel die divergente Potenzreihe 

1 -j- \a (¾ z -f- \2a |2b Zi-4-...-(- |na \nb zn -f- . . . , 

mit a > 0 und b > 0 gegeben, so erhalten wir f ü r a = b die 
assoziierte Reihe 

oo 
y! jtl ]na t 

rt — 0 

die nach dem Vorhergehenden divergiert, doch im Stern v zur 
Summe 

C c o

e - * <I> ( t ) = / dx 
W J 1 — txa 

o 

absolut B, -summierbar ist. 
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Da f ü r jedes t im Sektor T. 

l 

1 — txa 

1 
sin e 

ist, so ergibt sich 

/

OO 

e~x dx= J -
sm e 

o 

und folglich konvergiert das Integral 

CO 

<p(z)= le~v$(zyh)dy 

im Sektor T e absolut und gleichmässig und stellt daher eine in 
jenem Sektor holomorphe Funktion qp (z) dar. 

Weil wir t beliebig klein wählen können, so konvergiert das 
letzte Integral im ganzen Stern r absolut und gleichmässig gegen 
die holomorphe Funktion q)(z), die sich in der Form 

<p (z) = e 
CO - ,.OO -, ,.OO „oo 

y 
1 — zxayh 

o 

e ~ i r r^e-(*+y) 
dx Idy = / / ,— dx du 

i j j 

darstellen lässt, denn das betreffende Doppelintegral ist absolut 
konvergent. 

b. Im allgemeinen können wir uns nach und nach über-
zeugen, dass jede Potenzreihe von der Form 

OO 

J T Iwa1Iwa2. . . |wam zn, 
M = O 

wo Ci1 > 0, c&2 > 0, . . . aiH > 0, im Stern v im erweiterten Sinne 
absolut summierbar ist und daselbst eine holomorphe Funktion 
99 (z) darstellt, die durch das absolut konvergente m-fache Integral 

7 , ~ ' J J - -J i - « * * . . . * ; - ^ ^ 

gegeben ist. 
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3. In Kapitel VI haben wir gesehen, dass eine konvergente 
Potenzreihe nicht nur fü r ein bestimmtes a absolut summierbar 
ist, sondern fü r jedes a > 0, wobei sich nur der Stern Tff der abso-
luten Summabilität verändern wird. 

a. Was eine divergente Potenzreihe anbelangt, so kann sie 
ebenfalls fü r mehrere Werte von « absolut summierbar sein, wie 
aus der Betrachtung der Reihe 

(3) 1 — s - f l . 3 * 2 — 1 . 3 - 5 / - f . . . 4 - ( - l ) n 1 - 3 - 5 - . . . 

. . . • (2n — 1) Zn 4~ • • • 

erscheinen wird. 
I 0 Für a — 1 ergibt sich 

U 1 (¢) = 14- y ( _ i ) n k i i ^ ^ : ^ ( 2 n - - i ) < n = = 1 < ' jn 
M = I 

OO 1 J? . A 2m — 1 t 

= 1 + 2 ( - 1 ) " ! ! ' ' ' ' ' " ' " l i ( 2 0 " = <1 + 2 « ) ~ * - - j - - " 
11' Vl + 21 

und somit haben wir 

(P, (z) = / dx, 
1 J y l + 2 a a r 

0 

wobei das erhaltene Integral in der ganzen z-Ebene, mit Aus-
nahme der negativen reellen Achse, absolut und gleichmässig 
konvergiert. 

Da ausserdem 

dk
 r r i , . dl 1 1 . 1 • 3 • 5 • . . . (2A — 1) 
, I (ZX) = . . —z=r ~ ( — 1 ) . , 

d~J- dz>- Vl + 2zx Y { \ + 2 z x f X + 1 

so ist es ersichtlich, dass die Reihe (3) absolut S1-Summierbar ist, 
wobei der Stern V1 aus der ganzen z-Ebene, ausser der negativen 
reellen Achse, besteht. 

2° Für a = 2 bekommt man 
CO 

u ' \ t ) = 1 + 2 ( — 1 ) " - 3 ' 6 ' i 2 , ; - - - ' - 1 - ' t " -
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und damit ist 

(P>> (-£•)= I dx, 
.OO 

— x 

wobei das erhaltene Integral nur dann absolut und gleichmässig 
konvergiert, wenn der reelle Teil von z nicht negativ ist. 

Da ausserdem 

,X ,/. ZX- - •>). ZX-
UHZX!) = — T e~T = ( — l ) ' - * — « T T , 

dzk 2 /. 

so ist die Reihe (3) offenbar absolut ß 2 - s u m m i e r b a r und der 
Stern r<, besteht aus der z-Halbebene, die von der imaginären 
Achse begrenzt wird und die positive reelle Achse enthält. 

b. Ist die divergente Reihe 

( 1 ) U Q -F" U 1 Z —F— U 2 Z ^ -)- • • • H- U / I Z —J— . . . 

f ü r zwei verschiedene Wer tea 1 und a 2 absolut summierbar be-
züglich der Summen Cp1 (z) und (p2(z), wobei die entsprechenden 
Sterne V1 und v2 einen gemeinsamen Teil v besitzen, so sind wir 
nicht ohne weiteres berechtigt zu behaupten, dass die Funktionen 

und (f2(z) im Bereich v übereinstimmen müssen. 
In der Tat, wenn die Reihe (1) durch das Ba^ und das Ba -

Verfahren absolut summierbar ist, so haben wir 

/

OO 

e~x U1 (zxai)dx, 

mit 

OC 

U1 (t) = y j U n 

n ~ 

und 

\na 

/ . CXD 

9>a(*) = J e ~ y U2(zy"2)dy, 
o 

mit 

OO 

— \ ' UHt) = 2, Un 
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Setzen wir der Einfachheit halber voraus, dass die Konver-
genzradien der beiden assoziierten Reihen U1(I) und U2(t) von 
Null verschieden sind, so sind diese Reihen f ü r jedes a absolut 
summierbar, und wir können, indem wir der Reihe £A(£) das 

-Verfahren und der Reihe U2(t) das Bai-Verfahren anwen-
den, schreiben 

. ,OO , OO , 
/ / in )inCXÄ 

U1 (t) = Ic-vLL dl), 

u m = J 
o 

Hieraus ergibt sich 

~cx 

(P1CO= e 

. 0 0 / 0 0 

2 / u>i — i 
,, o 1^2 "'•! 

'F(ZXilI/'"1) dy^dx, 

/

OO * CO —I 

e-y I e~xF(zxahja2) dx \dy, 

0 0 
wo wir 

tn 

f ( t ) = 2 
a • 0 1— " 

gesetzt haben. 
S o m i t b e s t e h t d i e G l e i c h h e i t 

<Pi(') = <PAz) 

d a n n u n d n u r d a n n , f a l l s i m i t e r i e r t - e n I n -
t e g r a l 

C-yF (2 f V" 2 ) % j d.j 

d i e V e r t a u s c h u n g d e r R e i h e n f o l g e d e r I n -
t e g r a t i o n e n e r l a u b t i s t . 

Für die Reihe 

1 + J t ( — 1 ) " 1 • 3 • 5 • . . . • ( 2 n — 1 ) zn, 
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die wir im Abschnitt (a) betrachtet haben, erhält man 

„ 1 - 3 - 5 - . . . -(2n — 1) 
^ ( 0 = 1 + 2 ( - 1 ) " ü t l i « ' ' - 1 + 

OO 

+ 2^ 
(— i r r ( — l)nf 

T 
(-i)n(y'2t) 2n 

n 2 - 4 - 6 - . . . . 2n 2 "(U)2 " ^ 2 2 , i ( | " ) ! 

11— 1 !— Il = o m=o 
= Y 0 ( V i t ) , 

wo F 0 (x) die bekannte F u n k t i o n 

(4) Y0(X) 
2 /** cos (¾¾/) 

ä J / 1 - ?/2 6?¾/ 

v o n B e s s e l bedeutet. 
Somit haben wir das iterierte Integral 

/

Ou — /•» OO -• 

e~~x I e~ y Y0 (y Y2ZX) dy \dx 

zu erörtern. 
Da nach (4) fü r jedes reelle x die Ungleichung 

IY0 ( x ) I <• 1 V 1
 71 

gilt, so hat das Integral 
„ C O - „ O O 

I e~ 

f dV J V T = r 

YoiyVtex) dy \dx 

f ü r jedes reelle nichtnegative z bestimmt einen Sinn, woraus die 
Zulässigkeit der Vertauschung der Reihenfolge der Integrationen 
folgt. 

Folglich haben wir 
fPi (^) = ^ ( ^ ) 

oder 

r°° x r°° saß 

/ , dx = I e x 2 dx, 
J y l 2zx J 

und diese Gleichheit besteht fü r jedes z, dessen reeller Teil nicht 
negativ ist, denn die Funktionen (z) und <p.2 (z) sind analytisch. 

6 
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Die Gültigkeit der Gleichheit 

/

oo 

y l + cIzx 
o o 

können wir übrigens auch direkt erweisen, indem wir zum Bei-
spiel im zweiten Integral die Substitution 

. ZX1 

x-\--£ = V 

ausführen. 

f ZX1 

I e~x~~2~ dx 

K A P I T E L VIII. 

Integration von Differentialgleichungen durch 
divergente Potenzreihen. 

Nachdem wir den Begriff der absoluten Summabilität erwei-
ter t haben, wollen wir im vorliegenden Kapitel bei der Anwen-
dung der absolut i?a-summierbaren Potenzreihen in der Theorie 
der Differentialgleichungen verweilen. 

1. Betrachten wir eine algebraische Differentialgleichung 
w-ter Ordnung 

/ -I \ TP( du d2u dnn\ 
, ( i ) - f y ' " ' ä ' ^ j = o-

„ . T-. n du d2u dnu , , , , , wo F ein Polynom von u, , , . . . , — bedeutet, dessen 
dz dz- (iz

n 

Koeffizienten f ü r z = O holomorphe Funktionen von z sind, und 
suchen wir eine Lösung u = g (z) dieser Differentialgleichung, die 
den Anfangsbedingungen 

( 2 ) 

q>( 0) =U0 

<P'( 0) =ufo 

g)(n — ! ) ( 0 ) = u0in~l) 

genügt. 
Denkt man in der Differentialgleichung (1) die Glieder nach 

dnu 
den fallenden Potenzen der höheren Ableitung —£ geordnet, so 

dz 
besitzt die Differentialgleichung (1) die Gestalt 



A XXXVII . T Verallgemeinerte Theorie . 83 

A /,jwa.\ »n / . jit—1,,\ /,/M \ m — 1 
du d u\ (d u\ I A I du " u\ Id mI 

" ' I - •••> ^ ) ( ^ ) + A ' [ z > u ' I ^ = - O t e I + 

I I A I du dn~~xu\dnu I , / (h, + • • • + a m - > [ ? , u , Tz + M' S'-"' 

Ersetzen wir hier die Grössen 

du dH ~~ 
2, U, ALL, . . . , ——-

dz dzn ~ 1 

beziehungsweise durch die Werte 

0 , U Q , U Q , . . . , U ( F N 

dnu 
so bekommen wir f ü r die Ableitung — eine algebraische 

Gleichung m-ten Grades 

/O \ ldnu\m , (d"u\m~l , , dnu , _ ( 3 ) a " p ) (*7 + • • • + a - - 1 ^ + a " ' = 0-
Hat die Gleichung (3) eine einfache Wurzel u0

(n\ dann gibt 
es nach dem E x i s t e n z s a t z v o n C a u c h y ein holo-
morphes Integral u ~ ( p ( z ) der Differentialgleichung (1), das den 
Anfangsbedingungen (2) genügt und f ü r das ausserdem 

gilt. 
Die Reihenentwicklung von M a c - L a u r i n dieses Integrals 

u— y(z) lautet 

tp(z) = cp(o) + ^ z + . . . + 1.2'. 2" + 

i ? ( " + " ( ° > z » + 1 + 

> 1 -2 •...•(« + i j 

wobei die Grössen 

g9(0), gp'(O), . . g p ( " ) ( 0 ) 

bekannt und die übrigen Grössen 

g)(n + 1 (0), g9(n+2)(0), . . . 

unbekannt sind. 

*6 



84 Gunnar Kangro A XXXVIII, T 

Ersetzen wir zur Berechnung der letzteren in der Differen-
tialgleichung (1) die Grössen 

Uy 
du dnu 
dz>' • '> dz» 

beziehungsweise durch 

(p(z), q>'(z), . . q> n)(z) 

und differenzieren die erhaltene Identität 

F(z, q>(z), <p'(z), . . ., (Pi-nHz)) = 0 

wiederholt nach z, so finden wir die Gleichungen 

(4) 

dF 
dz + 

S + 2 

d f „ , ' (z) + . . . + ^ , , ( « + » ( 2 ) = 0 , 
du 

d2 F 
dsdu (J)' (z) + . . . 

dF 

d°F , . d?F , , , , 
^ ? + 3 Ä 5 ' w + - - -

du™ 

dF 

du^f 

q)(n + 2 ) ( 0 ) 3= 0 , 

q)(n + 3)(z) — 0, 

Hieraus können wir, indem wir z = 0 setzen, der Reihe nach 
die Grössen 

¢/" + " ( 0 ) , y'" + 8 ' « ) ) , . . . 

berechnen, denn es ist 

dF 

du™ 
*0, 

weil uQ
(n) nach der Voraussetzung eine einfache Wurzel der 

Gleichung (B) bedeutet. 
Besitzt somit die Gleichung (3) eine einfache Wurzel, so 

existiert ein holomorphes Integral der Differentialgleichung (1), 
das die Anfangsbedingungen (2) befriedigt und durch die kon-
vergente Potenzreihe 

J V(n}(0) +. i. oder, wenn man = un setzt, 

( 5 ) (p(z) = UQ -J- U 1 Z -J-" • • • unZn ~F" • • • 
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bestimmt wird. Die Koeffizienten u0, U1, . . . , un, . . . der Reihe (5) 
können wir der Reihe nach aus den Gleichungen (4) oder auch 
direkt aus der Differentialgleichung (1) mittels der Methode der 
unbestimmten Koeffizienten erhalten. 

2. Wenn die Gleichung (3) keine einfache Wurzel besitzt, 
oder wenn diese Gleichung sich auf eine Identität reduziert, d. h. 
falls die Koeffizienten an der Gleichung (3) alle Nullen sind, so 
ist im allgemeinen kein holomorphes Integral der Differentialglei-
chung (1) vorhanden, jedoch können die Gleichungen (4) die 
formale Berechnung der unbekannten Ableitungen von gv (z) im 
Punkt Z = 0 ermöglichen. Im letztgenannten Fall bekommen wir 
eine Reihe 

^ 9 ( o ) - f - . . . + i y
2 + • • • 

oder 
(5) U0 + U1Z + ... 4~ unz

n + ..., 

die im allgemeinen divergieren wird und somit die Differential-
gleichung (1) nur formal befriedigt. 

Satz. W e n n d i e d i v e r g e n t e P o t e n z r e i h e 

( 5 ) M 0 4 ~ U\Z + Uc2Z
2, + . . . + UnZ

n + . . . , 

d i e e i n e a l g e b r a i s c h e D i f f e r e n t i a l g l e i c h u n g 

,., , T-,/ du dZu dnu\ r, 
( 1 ) + "• s-

f o r m a l b e f r i e d i g t , a b s o l u t Bf - s u m m i e r b a r 
i s t , s o s t e l l t i h r e S u m m e 

/

OO 

e~x U (zxa) dx 
o 

e i n e L ö s u n g d e r D i f f e r e n t i a l g l e i c h u n g (1) 
d a r . 

In der Tat ist es so, dass falls die Potenzreihe (5) absolut 
j9ß-summierbar ist, es auch die Reihen sind 

( 4 - 2uc)z —j~ . . . 
J 1 • 2 U0 + 2 • SiioZ + ... 

(6) i . . . . . 

( 1-2 •... • nu,r"(- 2 • 3 •... • (n —f- 1) Un-f- iz ~f- . . . , 
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die man aus der Reihe (5) durch w-malige gliedweise Differen-
tiation erhält. 

Da nun F ein Polynom bezüglich der Grössen 

du d"u dnu 

"<& ' rf? Ii' 

bedeutet, wobei die Koeffizienten des Polynoms in der Umgebung 
des Punktes z — 0 holomorph, d. h. in konvergente Potenzreihen 
entwickelbar sind, so kann man nach (III, 3) im F die Grössen 

du d2a dnu 

dz dz dz1 

durch die entsprechenden Reihen (5) und (6) ersetzen und formal 
wie mit konvergenten Potenzreihen rechnen. Als endgültiges 
Resultat dieses Rechnens bekommt man eine absolut -summier-
bare Reihe 

( 7 ) UQ -j- U - j - U2z
2 + . . . - j - Unzn 

wobei 
U0 = U1 = U2 = ... - Un = ... = 0 

sein muss, denn die Reihe (5) befriedigt nach der Voraussetzung 
formal die Differentialgleichung (1). 

Setzt man anderseits im Polynom F 

/

OO 

e~x U (zxa)dx 
o 

/

CO 

e~x XaU'(zxa) dx 

o 

/

uu 

e'x XnaU^ (zxa)dx, 
U 

so erhält man eine Funktion $ (z ) , die der Summe der Reihe (7) 
gleich sein muss. Weil aber die Koeffizienten der Reihe (7) alle 
Nullen sind, so gilt dasselbe auch f ü r ihre Summe, d. h. es ist 
identisch 

iP(z) =0, 
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und die Funktion u — q(z) stellt damit eine wirkliche Lösung der 
Differentialgleichung (1) dar. 

Wenn somit die Gleichungen (4) die Berechnung der Koeffi-
zienten der Reihe (5) ermöglichen, dann stellt die erhaltene Reihe 
(5) eine Lösung der Differentialgleichung (1) dar, die den An-
fangsbedingungen (2) genügt, wenn nur die Reihe (5) absolut 
.BcrSummierbar ist. 

3. Betrachten wir zum Beispiel die Differentialgleichung 
erster Ordnung 

•t du I 9 /\ 
Zi-. \-U 2^ = 0, 

dz 1 

W O 

J1 / du \ .. du , o 
\*' u< w ) =

 2
 i h + 

ist, und suchen wir eine Lösung u = <p(z) dieser Differentialglei-
chung, die die Anfangsbedingung 

q(o) = 0 
erfüllt. 

a. Differenzieren wir die Gleichheit 

z3q'(z) 4- cp(z) —z2 — 0 

wiederholt nach z, so bekommen wir 

z'dq" (z)-\- 3z2q' (2)-f- fP' (?)— 2z =0 
Z^nf(Z)jT 3-2^V' (z)3-2 zq (z) + q"(z) — 2 = 0 
z3qW(z)~)- 3-3z2q"' (z) -j- 3-2-3zq" {z)-\- 2-3q' (z)-\- q'" (z) = 0 
*80,(5)(*)_(_ 3 . 4 z

2 q M { z ) \ - 3 - 3 - 4 z q ' " (z) + 2 - 3 - 4 < p " (z)+g>M(z)=0 
3 - 5 * V 5 ) ( s ) - l - 3 - 4 - 5 ^ 4 ) ( 0 ) - f 3 - 4 ' 5 g p " ' (z)-\- q^(z)=0 

z*qW(z)-j- 3-6z2q(e)(z)-\- 3 - 5 - 6 z q ^ } ( z ) - \ - 4 - 5 - 6 ^ ( 0 ) - ( - ^ ^ ( 0 ) = 0 

Setzen wir hier z = 0, dann finden wir der Reihe nach 

q ' ( 0 ) = 0 

q" (0) = 2 
q ' " ( 0 ) = — 2.39?' ( 0 ) = 0 

q W ( 0 ) = - 2 - 3 - 4 ^ " ( 0 ) = — 2 2 - 3 - 4 

q ^ ( ö ) == — 3 - 4 - 5 g / " ( 0 ) = 0 

qp(«)( 0 ) = - 4 - 5 - 6 ^ ) ( 0 ) = 2 - • 3 • 4 2 • 5 • 6 
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und im allgemeinen 

0,(2»-D ( 0 ) = 0, 

^(2n)(0) = ( — l ) n _ 1 22•3 • 42•5 • 6 2 • . . .-(271--2) 2 (2n — 1) 2«, 

woraus 
, = 0, 

2ii — 1 ' 

_ ( — l ) ' i - 1 2 2 - 3 - 4 2 - 5 - 6 2 - . . . • (2w — 2)2 (2w — 1)2« 
— 1 • 2 • 3 • 4 • 5 • 6 • . . . • (2n — 2) (2n — 1) 2n 

= ( — ) « - 1 2 • 4• 6 •. . . - ( 2 n — 2 ) = ( — l ) n ~ 1 2n~l \n — l , 

und somit ist die gewonnene Potenzreihe 

CO CC 

( 8 ) y; u9nZ
2n= y; (—1)•»-12n - 1 \n—i ^2w 

M = I n = 1 

divergent. 
b. Zeigen wir, dass die Reihe (8) in der ganzen z-Ebene, 

mit Ausnahme der imaginären Achse, f ü r « = 4 absolut summier-

bar ist und folglich daselbst eine Lösung der Differentialgleichung 

Q du 
Z

 ~lte 

darstellt. 

- f - u — z2 = 0 

In der Wirklichkeit ergibt sich f ü r a — y 

0 0 .2« 0 0
 9n — 1 

[ 7 ( 0 = ( - 1 ) " -
Ii = I Jl = 1 

= T 2' ( - 1 ) " - ' - ® - = ! log (1 + 2( 2 ) 

und damit 

/

oo 
e~~x log (1-(-2 z2x) dx. 

o 

Hier besteht der Holomorphiestern A der Funktion 

U(t) = k l o g (1 + 2 f-) 
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aus der ganzen £-Ebene, ausser den Teilen der imaginären Achse, 

die von den Punkten t ~YI ins Unendliche gehen. 

Sei e <C -<r e ^ n e beliebig kleine positive Grösse und Tp der 

Doppelsektor, der von den vom Nullpunkt ausgehenden Halb-

geraden \(p\ — 

hält (Fig. 7.). 

s begrenzt wird und die reelle Achse ent-

Fig. 7. 

Zum Beweise der absoluten Summabilität der Reihe (8) im 
vorhergenannten Bereich ist es hinreichend, wenn wir die abso-
lute Konvergenz der Integrale 

CxD 

— x e " U.2?(zx')dx, A = 1, 2, . . . , 

mit 

U2k(t) = 2J 
i = a 

w — a 

im Doppelsektor Tf erweisen. 
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Nun ist aber im Jr
c c 

j 1 -j- 2,Z1X j = 2 I \ + z2x 
\ \ 

und daher 

' — j ! + z.r' > 2 (sin e): 

y 2 Ij y 2 , 

U.,?(zx'2) 
/. 

in — "/. 

ya 
dx' 

U(zx2) - 2 k 

dx 

( ' \ 2 w, -
dx*n = 1 - M L n 

; log (1 + ^Z2 x) 

2 l 1 [a — i 2 k ~ 2 — l 

\l + 2z2x\k (sine)-'-

woraus unmittelbar die Existenz der Integrale 

/

CO 

c~ ' (zx2)dx, A = I , 2, . . . 

folgt. 
c. Man kann sich auch leicht direkt überzeugen, dass die 

Funktion 

/

OC 

e~x\og ( l - j - 2 z 2 x ) d x 

der Differentialgleichung 

s i o z J' t u = O 

genügt. 
In der Wirklichkeit, da 

rp' (z) = 2z j e 
xdx 

1 -f- 2 z2x 

und 

P OO ,.CO 

(p(z) = \ \ log ( 1 + 2* '½) d, ( — e - x ) =Z1 I e~xY^k2X' 
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so ergibt sich 

z*q'(z) Jr cp ( z ) 
— X xd.C 12 - dr 

1 > Z" T+ 2zL,r 
o 

/ 1 ' (2z-x -(- 1) dx — z- = Z2 / c x dx — z2 = 0. 

K A P I T E L IX. 

Die Reihen von Maillet und von Le Roy. 

1. Die R e i h e n v o n M a i l l e t. — E. M a i l l e t 1 ) hat 
die Potenzreihen 

(1 ) U0 -L- U1Z
 jT U2Z

2 -r • • • + UnZ
n 

betrachtet, wo die entsprechende assoziierte Reihe a-ter Ordnung 

eine ganze Funktion U(t) darstellt, deren Grenzexponent O1 der 
Nullstellenfolge kleiner als die Ordnung Q der ganzen Funktion 
ist. 

Nach einem bekannten Satz von W e i e r s t r a s s lässt jede 
derartige ganze Funktion U(t) sich durch das Produkt 

und P(t) das k a n o n i s c h e , P r o d u k t v o n W e i e r -
s t r a s s 

OO 

U (t) = Y u n na 

eW P (t) 

ausdrücken, wo Q(t) ein Polynom £>-ten Grades 

Q ( t ) — - j - . . . a&_!t -)- a{) 

p 
OO 

p ( 0 = * m i i | 1 • e 

x ) M a i 11 e t, op. eit., S. 498—518. 
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bedeutet. Dabei sind 

Cj, C<2, • • • , Cu, 

die Nullstellen von U(t). 
In seiner erstgenannten Arbeit hat M a i l l e t gezeigt, dass 

jede Potenzreihe, f ü r deren assozierte Reihe a- ter Ordnung die 
Ungleichung Q1 < q gilt, und die er kurz als eine R e i h e (a, 
Q, a0) bezeichnet, im Sinne von B o r e l 1 ) summierbar ist, d. h. 
befriedigt eine Reihe (A, Q, «,) formal eine bestimmte algebraische 
Differentialgleichung, so stellt die Summe dieser Reihe eine effek-
tive Lösung der Differentialgleichung dar. Doch sind die in M a i 1 -
I e t s Arbeit vorkommenden Beweise nicht mit genügender Strenge 
durchgeführt, weil M a i l l e t das Weglassen von Gliedern einer 
divergenten Reihe ohne weiteres fü r erlaubt hä l t 2 ) . 

Im folgenden werden wir zeigen, dass die Reihen (a Q, a{)) 
von M a i l l e t absolut B a summierbar sind, wodurch die Tat-
sache, dass jene Reihen im Sinne B o r e l s summierbar sind, von 
neuem bewiesen wird. 

a. Betrachten wir zunächst das Integral 

das sich aus dem ersteren ergibt, indem man xa durch x ersetzt, 
und stellen wir uns die Aufgabe, den Bereich der absoluten Kon-
vergenz dieses Integrals zu bestimmen. 

Zu diesem Zweck haben wir zwei folgende bekannte Sätze 
B o r e l s 3 ) aus der Theorie der ganzen Funktionen nötig. 

Satz 1. D i e O r d n u n g d e s k a n o n i s c h e n P r o -
d u k t e s P(t) i s t d e m G r e n z e x p o n e n t o, s e i -
n e r N u l l s t e l l e n f o l g e g l e i c h . 

' ) B o r e l , Memoire sur Ies series divergentesi, S. 79—131. 
-) M a i 11 e t, op. eit., S. 516. 
; i) B o r e l , Legons sur Ies fonctions entieres. 

o 

oder das Integral 

CXD 

(2) 

o 



A X X X V I I . T V e r a l l g e m e i n e r t e Theor ie . 93 

Hieraus bekommt man fü r genügend grosse Werte von \t\ 
die Ungleichung • 

P (Ol < e 

Satz 2. Z i e h t m a n um j e d e N u l l s t e l l e cn 

d e s k a n o n i s c h e n P r o d u k t e s P(t) e i n e n K r e i s 
C m i t dem R a d i u s 

n 

rU = h > Q \ , 
I n\ 

so b e s t e h t f ü r g e n ü g e n d g r o s s e W e r t e v o n 
j£|, m i t A u s n a h m e d e r K r e i s e Cn, d i e U n -
g l e i c h u n g 

jP (Ol > + f • 

Es sei z = r e , ( f , mit r ^ 0 , dann haben wir f ü r ein hin-
reichend grosses x nach dem ersten Satz B o r e l s 

o1 + f 
I P ( z x ) I < e { r x ) 

und nach dem zweiten Satz B o r e l s 

P ( z x ) \ > e ~ ( r ^ 1 + e , 

ausgenommen eine Folge von Intervallen, deren Summe wegen der 
Konvergenz der Reihe 

OO U J 

y 2-'" = -- v 1 
r r w Icm I'» 

n=1 w = l 

stets endlich ist. Ausserdem können wir in beiden Fällen e so 
klein wählen, dass 

Qj + e < Q 
wird. 

Bezeichnet man 

a O = r o e U p ° > aV = T 1 C 1 V i , . . . , a Q = r Q 

so ergibt sich 

je$(a»)| = gIi [Q (zx)] __ R l«o ^-»)P + «l ~ 1 + • • • + ap] =  

__ g'o ( r x ) Q c o s
 (tPo + P'P) + rI (rx)9 ~

 1 cos ( ( P 1 + (e — l)tp) 4- . . . -f rQ cos 
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Unterscheiden wir nun drei Fälle, je nachdem ob 
* > 1 

Q 
< CC 

ist. 

1° Zeigen wir, dass im Fall o > - das Integral s a 

r°° a 1 

(3) J e~x j U (zx) j dxa 

0 

konvergiert, wenn cos (<JP0 -\- gq) < 0 und divergiert, wenn 
cos ((p0 -

iTQ(P) > 0 ist. 
Tatsächlich verhält es sich so, dass, wenn cos (q0 gq>) < 0 

und 0, f ü r ein genügend grosses x die Ungleichung gilt 

i i 

°°a U(zx) J <C e~xK cos (n 1 (f 1 ~f" 

+ • • • + ro cos <pp -)- (rx)1-1 £ 

1 

Jc 
< ^ e ~ x

 , 

und damit das Integral (3) einen Sinn hat. 
Ist aber cos ((p0-\-Q<p) > 0 u n d r ^ 0, dann besteht f ü r ein 

genügend grosses x, mit Ausnahme einer Folge von Intervallen, 
deren Summe endlich ist, die Ungleichung 

i i 
e'~'c<X [ U(zx) \ e~a'a + rQrx^ cos (^o + t,(P) + ri(rx)9~1 cos [^1 -f (o — l)<p] 

+ • • • + rQ cos <pe — (rxf i + f 

> 1, 
woraus die Divergenz des Integrals (3) folgt. 

Somit besteht der Bereich va der absoluten Konvergenz des 
Integrals (2) im Falle • 9 > aus denjenigen Punkten Z = TeiV, 
f ü r die 

cos(g)0-{- Q(p) < 0 

ist. Jene Punkte bilden o kongruente Sektoren mit den Zentral-

winkeln ~ , die von den Geraden 

cos(q0 -|- oq) — 0 

begrenzt werden (Fig. 8.). 
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Dabei konvergiert das Integral (2) in jeder endlichen Fläche 
des Bereiches va gleichmässig und stellt daher eine Funktion y(z) 
dar, die sich in jedem Sektor von r a holomorph verhält. 

2° Wir behaupten, das,s f ü r Q=~ das Integral (3) kon-

vergiert, wenn r0r&cos(q)0 -J- gq)) <C 1 und divergiert, wenn 

r0r
Q cos (<p0 -\~ Q<P) > 1 ist. 

Fig. 8, 

Es verhält sich so, dass wenn r0rf cos(go0 - J - Q(p) < 1 ist, wir 
f ü r hinreichend grosses x haben 

i 

e~x " J U (zx) \ < e~-x'Q — COS (<Po + i><p) 1 + ri (™f ~ 1 C o s ^ 1 + ((->— l)<p] 

+ • • • + >"0 cos (pg + (rx)@l + £ 

< e~mx , 

wro m eine gewisse, von x unabhängige, positive Grösse bedeu-
tet, und damit ist das Integral (3) vorhanden. 

Ist dagegen cos ( g o , - J - > 1, s o haben wir f ü r hin-
reichend grosses x, ausser einer Folge von Intervallen mit end-
licher Summe, 

i 

e—X a I JJ \ > e — [ 1 — T 0 T e COS (cpd + Q(p)\ + T1 ( r x f ~ 1 COS [ < P l + ( ^ — l > / > ] 

+ • • • + r
( ) cos <p() - (rxfi + E  

> 1, 
wodurch die Divergenz des Integrals (3) bestätigt wird. 
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Folglich besteht der Bereich va der absoluten Konvergenz des 

Integrals (2) im Falle q= ~ aus denjenigen Punkten Z-=TeiV, 

fü r die 

r0rP cos (Vo + QV) < 1 

ist, d. h. aus jenen Punkten, die betreffs der Kurve 

r0rP cos (g)0 ± g<p) = 1 

Fig. 9. 

auf derselben Seite wie der Nullpunkt liegen. Diese Kurve ist 
aus Q hyperbelartigen Zweigen zusammengesetzt, die die Geraden 

cos ((Poj
rQg)) = 0 

als Asymptoten besitzen (Fig. 9.). 

Übrigens konvergiert das Integral (2) in jeder endlichen 
Fläche des Bereiches %a gleichmässig und stellt daher in r a eine 
holomorphe Funktion g)(z) dar. 

Da hier der Punkt z = 0 ein innerer Punkt des Bereiches 
va ist, so verhält sich q>(z) auch im Punkt z = 0 holomorph, und 

folglich ist die Potenzreihe (1) im Fall Q = ~ konvergent, wobei 
i 

ihr Konvergenzradius gleich r 0~ e i s t 1 ) . 

1O Es ist ersichtlich, dass hier der Bereich r a als Sonderfall von 
den in Kapitel VI betrachteten Sternen dient. 
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3° Zeigen wir zuletzt, dass im Fall Q < ~ das Integral (3) 

f ü r jedes z = rei(P konvergiert. 

Tatsächlich gilt hier f ü r genügend grosses x die Ungleichung 

i i 

e-x
a j JJ ( z x ) I < e-x

a -fro(r«)eCos(^)0-f- p<p) -f- r (rx\Q ~1 cos [^-j- (p— l)<p] -j-

+ •••+>> cos <pQ + (rxf l + e 

l 
a 

<e~mx , 

wo m eine bestimmte positive Konstante ist, und folglich hat das 
Integral (3) stets einen Sinn, unabhängig von z. 

Somit besteht der Bereich Ta der absoluten Konvergenz des 

Integrals (2) im Fall Q < ~ aus der ganzen z-Ebene. 

Ausserdem konvergiert das Integral (2) in jeder endlichen 
Fläche der z-Ebene gleichmässig und stellt daher eine ganze 
Funktion (p(z) dar, woraus folgt, dass die Potenzreihe (1) f ü r 

o < ~ beständig konvergiert!). 

b. Aus der Theorie der absoluten Summabilität der konver-
genten Potenzreihen folgt, dass der Bereich Ta der absoluten 
Konvergenz des Integrals 

/*°° 1 j_ 
/ CC 

(2) I TJ(zx)dx 
o 

f ü r 1 mit dem Stern der absoluten Summabilität der Reihe 
a 

(1) Uq —j— Uj^ Z —|— U2Z- —. . . —|— Un^n ~J- • • • 

übereinstimmt. Es bleibt uns daher übrig noch zu beweisen, dass 

der Bereich Trr auch im Fall o > - , wo die Potenzreihe (1) diver-
U CC 

x) M a i l I e t hat die Potenzreihe (1) f ü r - als divergent 
a 

und f ü r Q < 1 als konvergent angesehen ( M a i l l e t , op. eit., S. 501—505). 
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giert, den Stern der absoluten Summabilität der Reihe (1) dar-
stellt. Dazu genügt es, die absolute Konvergenz der Integrale 

i 

/

° ° — — 

e~x a ~ U (zx) dxa , A — 1, 2, . . . 

o 

im Bereich va zu erweisen. 

Nun ist aber 

-Jz U ( z x ) = - - ^ [ E Q I ' X ) P ( z x ) \ = xeQ z x ) [ p ( z x ) q ' ( Z X ) -F 

+ P (zx)\ = xe?™ P1 (zx), 

wo die ganze Funktion P1Xt) die Ordnung besitzt, denn die 
Ordnung einer ganzen Funktion bleibt beim Differenzieren un-
verändert. 

In derselben Weise finden wir 

U (zx) .= x2eQ(zx) P2 (zx) 

und im allgemeinen 

^ u ( z x ) = x > - e ^ p l ( z x ) i 

dz 

wo P- (t) eine ganze Funktion der Ordnung bedeutet. 

Hieraus folgt ohne Schwierigkeiten nach dem Abschnitt (a) 
die absolute Konvergenz der Integrale (4) im Bereich ta. 

c. Betrachten wir zum Beispiel die Potenzreihe 

Ia 12 a \na 
(5) 1 + T * + F 2 ^ + --- + i . 2 . T . . . „ z " + - - " 

mit a > 0. 

Offenbar ist diese Reihe f ü r a > 1 divergent, f ü r a = 1 kon-
vergent mit dem Konvergenzradius P = I und f ü r a < 1 bestän-
dig konvergent. 
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Nehmen wir a= a und bilden die entsprechende assoziierte 
Reihe, so erhalten wir die ganze Funktion 

oo n 
f W = I r 2 - + = ' ' 

n = O 

die von der Ordnung p = l ist und den Grenzexponent = O 
besitzt. Somit ist Q,<CQ, und die Reihe (5) stellt eine Reihe 
(a, 1, 1) von M a i l l e t dar, die die Summe 

/

CC 

e - x 4- ZX 

o 

hat, und fü r die der Bereich vn aus der Halbebene, die von der 
imaginären Achse begrenzt wird und die die negative reelle Achse 
enthält; oder aus der Halbebene, die von der Geraden R(z) = 1 
begrenzt wird und die den Nullpunkt enthält; oder aus der 
ganzen Ebene besteht, je nachdem ob a > 1, oder a = 1, oder 
a < 1 ist. 

2. D i e R e i h e n v o n L e R o y . L e R o y 1 ) , der sich 
als erster mit dem Integral 

/

CO 

e ~ xU ( Zxcc )dx 

U 

beschäftigte, hat drei Jahre vor M a i l l e t divergente Potenz-
reihen 

( 1 ) UQ - ) - U^Z - j - Ui)Z" —j— . . . —j— UnZ
n —j— . . . 

betrachtet, f ü r die die assoziierte Reihe a-ter Ordnung 

CO 

[ 7 ( 0 = J " » „ r 
M = O 

einen endlichen, von Null verschiedenen Konvergenzradius besitzt, 
und wo die Integrale 

• CO p 

U(zxa)dx, A — 0, 1, 2, . . . 
dz (i 

] ) L e R o y , op. eit., S. 405—430. 



100 Gunnar Kangro a x x x v i i . 

in einem gewissen, durch zwei vom Nullpunkt ausgehende Halb-
gerade begrenzten Sektor absolut und gleichmässig konvergieren. 

L e R o y hat behauptet, dass diese eben definierten Reihen, 
die er r e g u l ä r s u m m i e r b a r nennt, im Sinne B o r e l s 
summierbar sind, d. h. wenn eine derartige Reihe eine bestimmte 
algebraische Differentialgleichung formal befriedigt, so stellt 
ihre Summe eine wirkliche Lösung der Differentialgleichung dar. 

Es gibt jedoch in der Arbeit L e R o y s keine Beweise fü r 
die genannte Behauptung, ausser dem Satz der Differentiation 
der divergenten Potenzreihen, dessen Beweis aber nicht mit ge-
nügender Strenge entwickelt worden ist, weil L e R o y ebenso 
wie M a i l l e t das Weglassen von Gliedern einer divergenten 
Reihe ohne jede Begründung f ü r zulässig hä l t 1 ) . 

Da die absolute Konvergenz der Integrale 

die absolute Summabilität der Reihe (1) nach sich zieht, so ge-
hören auch die Reihen von L e R o y als eine Sonderklasse zu 
den absolut summierbaren Reihen, wodurch die Behauptung L e 
R o y s vollständig erwiesen wird. 

Da der Verfasser ivährend des Druckes von den Bolscheivisten 
verschleppt worden ist, so hat Prof. Dr. Hermann Jaakson gütigst 
die Korrektur übernommen. 

f 
OO 

e - x d / _ u { z x a ) d x f 2 = 0 , 1 , 2 , . . . 
j J" dz' 

o 

Die Redaktion. 

!) L e R o y , op. eit., S. 419—420. 
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