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Einleitung.

Bei einer Potenzreihe
U+ U2 U224 . . w2 .

konnen drei fundamental verschiedene Fille auftreten, je nach-
dem ob der Konvergenzradius

R =1lim sup —~n~-1-———
n—=> o0 1/'74:!‘

der Potenzreihe unendlich ist (bestindig konvergente Potenz-
reihe) ; oder endlich und von Null verschieden (konvergente
Potenzreihe) ; oder gleich Null ist (divergente Potenzreihe).

Wenn der Konvergenzradius der Potenzreihe unendlich ist,
so bestimmt die Reihe durch ihre Summe eine analytische Funk-
tion U(z), die in der ganzen komplexen Ebene holomorph ist und
somit eine ganze Funktion darstellt. Mit der ndheren Unter-
suchung solcher bestidndig konvergenter Potenzreihen beschiaftigt
sich die Theorie der ganzen Funktionen.

Ist der Konvergenzradius der Potenzreihe endlich und von
Null verschieden, so definiert die Summe der Reihe eine im Kon-
vergenzkreise |z| < R holomorphe analytische Funktion u(z),
deren Existenzbereich sich jedoch in vielen Fillen iiber den Kon-
vergenzKkreis hinaus erweitern kann. Die ausfiihrliche Er-
forschung der konvergenten Potenzreihen gehort in den Bereich
der Theorie der analytischen Fortsetzung.

Wenn der Konvergenzradius der Potenzreihe gleich Null ist,
dann besitzt die Reihe in gewohnlichem Sinne keine Summe (mit
Ausnahme des Punktes z==0) und bestimmt daher in dieser Weise
keine Funktion. o

In diesem Falle miissen wir vor allem den Begriff der Summe
einer Reihe verallgemeinern, so dass auch einer divergenten
Potenzreihe eine gewisse Funktion ¢(z) als Summe zugeordnet
wird, die mit der divergenten Potenzreihe in analogischer Be-
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ziehung wie die analytische Funktion w%(z) mit der konvergenten
Potenzreihe steht. Jenes Problem ist der Amstoss der Entwick-
lung der Theorie der divergenten Potenzreihen
geworden,

Damit die verallgemeinerte Definition der Summe praktisch
verwendbar sei, muss diese Definition moglicherweise die drei
folgenden Bedingungen erfiillen:

10 Jede konvergente Potenzreihe soll im
Konvergenzkreise durch das verallgemei-
nerte Verfahren summierbar sein, wobei die
verallgemeinerte Summe mit der gewdhn-
lichen Summe der Reihe idibereinstimmen
muss;

20 Alle Rechenoperationen, sowohl arith-
metische wie auch infinitesimale, die auf die
konvergenten Potenzreihen anwendbar sind,
sollen im allgemeinen auch bei den divergen-
ten Potenzreihen giiltig bleiben, die im ver-
allgemeinerten Sinne summierbar sind;

30 Ist eine konvergente Potenzreihe in
einem Punkte ihres Holomorphiesternes mit-
tels des verallgemeinerten Verfahrens sum-
mierbar, so soll die verallgemeinerte Summe
mit dem entsprechenden Funktionswert, den
man durch analytische Fortsetzung der Po-
tenzreihe im Holomorphiestern erhidlt, iiber-
einstimmen.

Ein derartiges Summierungsverfahren, das allen dreien oben-
genannten Bedingungen geniigt, hat E. Borel!) in seiner
Theorie der absoluten Summabilitdt gegeben,
indem er die verallgemeinerte Summe der Reihe

Uy + UgZ | ug2? 4. . Uz . ..

durch das uneigentliche Integral

(s @]

[e"“ F(zx)dx,

v

1) Emile Borel, Mémoire sur les séries divergentes. ,Annarles de
I’Ecole Normale supérieure, ITI sér., t. 16, 1899, S. 79—131. — E. Borel,
Lecons sur les séries divergentes, Paris, 1901, 1928,



en

A XXXVIIL 5 Verallgemeinerte Theorie. . .

mit
o0 t”
F(t) = ¥ un—,
NS

definiert.

In der vorliegenden Arbeit werden wir zeigen, dass die Theo-
rie Borels sich vollstindig verallgemeinern ldsst, wenn man
als verallgemeinerte Summe der Potenzreihe das Integral von
Le Roy

sl

’ e Ulza®) dz,

=13

mit
e e} t”
U(t) = ,Tun‘ 5 oa > 01
weo M

betrachtet, das sich fiir a=1 auf das Integral von Borel
reduziert. .

In derselben Richtung haben schon Ed. Le Roy1) und
Edm. Mailletz2) die Theorie Borels verallgemeinert, doch
thre Verallgemeinerungen sind in dem Sinne nicht vollstindig,
als sie gewisse beschrinkende Voraussetzungen iiber die Natur
der Funktion U(¢) gemacht haben, die im Sonderfalle ¢« =1 in
der Theorie der absoluten Summabilitit Borels fehlen.

Anderseits sind die Beweise von Le Roy und Maillet
nicht mit geniigender Strenge durchgefiihrt worden, weil beide
das Weglassen von Gliedern in einer divergenten Reihe ohne
jede ndhere Begriindung als selbstverstindliche Tatsache ange-
sehen haben,

Daher habe ich es nicht fiir tiberfllissig gehalten, die ver-
allgemeinernde Theorie von Borel mit aller Strenge so zu ent-
wickeln, dass man keine neuen beschrinkenden Voraussetzun-
gen ausser denen, die sich schon im Sonderfalle c =1 bei Borel
finden, hinzuzufiigen brauchte.

1) Edouard Le Roy, Sur les séries divergentes et les fonctions
définies par un développement de Taylor. Annales de la Faculté des Sciences
de I'Université de Toulouse, 1T sér., t. 2, 1900, S, 405—430.

?2) Edmond Maillet, Sur les séries divergentes et les équations
différentielles. Annales de I'Ecole Normale supérieave, IIT sér., t. 20, 1903,
S. 487518, )
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Zum Schluss der gegenwirtigen Arbeit werde ich zeigen,
dass die sowohl von Le Roy wie auch von Maillet betrach-
teten Potenzreihen als besondere Reihenklassen der Gesamtheit
der in dieser Arbeit behandelten Reihen angehoren, die ich nach
Borel absolut B,-summierbare Reihen nenne.

KAPITEL 1.
Das B,-Verfahren. — Der Permanenzsatz.

1. Betrachten wir eine beliebige divergente Reihe

(1) U+ Uy +Ug+ oo+ Un ..

und bilden mittels ihrer Glieder %, die Potenzreihe

(2) U(t):mo+%t+ig§t2+...+ﬂﬁ .=

Ine
X u
n
J— it tn’

n‘;O M

wo ¢ eine positive Konstante bedeutet und

[o¢]

jpa=1T(na—+1)= fe—yy"“dy.

0

Setzen wir im folgenden voraus, dass die Potenzreihe (2)
bestindig konvergiert und somit eine ganze Funktion U({) dar-
stellt, welche wir nach Le Roy 1) die assoziierte ganze
Funktion a-ter Ordnung der Reihe (1) nennen
werden.

Betrachten wir noch das Integral von-Le Roy

Re el
(3) /e*” U(x®)dz, a=0,

s

0

wo wir % reell und nichtnegativ annehmen werden.
Wenn das uneigentliche Integral (3) konvergiert, d. h. wenn
der Grenzwert

1) Le Roy, op. cit, S. 405—430.
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u=lim et U(x®)dx
>0 &

vorhanden ist, so nennen wir diesen Grenzwert » die Summe der
divergenten Reihe (1) und sagen, die divergente Reihe
(1) sei durch das B,~-Verfahren summierbar
zur Summe u oder kiirzer, die Reihe (1) sei B,-sum-
mierbar zur Summe u.

Wir werden zunichst zeigen, dass dieser verallgemeinerte
Summenbegriff den gewdhnlichen, von Abel und Cauchy ge-
gebenen Summenbegriff enthilt. Dazu werden wir den folgen-
den Satz, den man unter dem Namen Permanenz- oder
Konsistenzsatz kennt, beweisen.

Jener Permanenzsatz ist zu allererst von O. Perron1)
bewiesen worden, der das B, -Verfahren als Sonderfall des Sum-
mierungsverfahrens mittels Konvergenzfaktoren betrachtet hat.
Wir werden aber hier den Beweis des Permanenzsatzes ausfiih-
ren, indem wir das B -Verfahren als Summierungsverfahren
durch Mittelbildungen betrachten werden.

2. Der Permanenzsatz. Konvergiert die Reihe

Ug -+ Uy U+ Un -
Zzur Summe s, so ist diese Reihe Bj-summierbar

zu derselben Summe s.
a. Zeigen wir zuerst, dass hier die Potenzreihe

OO%’l
U(t)—”é;@t

bestindig konvergiert und damit die assoziierte ganze Funktion
a-ter Ordnung U (t) darstellt.

In der Tat, da
. . t"
lim #%,=0, lim — =0,
N> 0O n—»co 1
dann ist sicher
. W
lim -‘-—"— =0
NepcO T

1) Oskar Perron, Beitrag zur Theorie der divergenten Reihen.
Mathematische Zeitschrift, Bd. 6, 1920, S. 291.
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und damit, von einem bestimmten » beginnend, insbesondere
|
‘”—"f <1,
ha
woraus folgt, dass
n o
n 1
I’L"‘ it

ist.
Da die letzte Ungleichung fiir jeden beliebig grossen Wert
von |t| gilt, wenn man nur n genligend gross wihlt, so ist

n

Un

_—_O,

m '
H—> 0O e |
U
2 * ¢ beweist.

was die bestandige Konvergenz der Potenzreihe 3
Abel-Transformatlon auf

b. Die Anwendung der

U(t) liefert
B o I” thr'l ’ .
U(t) >7”_)0u"|_:_ ‘:2/ (u0+u1 + [IU‘(— ‘(77;4}— la)J——
OC; " f," +1
=2 [Zn._ﬁfii)a]
mit
== g -ty -t

in jedem endlichen Intelvall

Da die gewonnene Reihe

0=¢t=A gleichmissig konvergiert, so erhalten wir
o O 2

Py J} do —

- i
= ¢ oo X
—2 [T (%Y dop = i - 2t

J o Ula®yde = lll_IPOO € x{ _)Z Sn [ma (n+ e
o = R .

co wna e i
=1 Vs e dx =lim
=lim 2 % f l"a r(n 1_ 1 o b g« At Sy
> con=0 > COn—0
1}
wo
na ,1;(" 4+ e
] dx.

Ay == j [ﬂa (E8 —l- '1)}1
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Folglich haben wir die Giiltigkeit der Gleichheit

lim 5’ QuiSp =8
ls>con= =
zu beweisen.

c. Es ist nicht schwer zu seheﬁ, dass
lim ¢, =—0, n=0,1, 2,

(=0
ist und
12 14
(O] 4 o8] wna x(n —+ 1) i d 1 .
a — e—;r y B — X — e_'x i — e ',
= f Sollra (r+1)a
0 0

Zeigen wir noch, dass die Grossen a,, stets positiv sind, d. h.
1 !

1 -z md g —x(n4 1)0£d
— - T % da.
ne f x .’L‘> i(n + Da e

0 0

Zum Beweise betrachten wir das Prod‘ukt
! 1

Nool
a—1 [e‘”x”“dx: fe“’v’y“"dy- je"’”x”“dxz
il 0 ‘ ]

4 l—y

= f(e‘yi/“—l fe‘”m"“dr)d7/>f(e“yy“ lfe—”x”“dx)dy—
)

o

[f x+y)xnl¥ a_ldfdi :

N

wo das Doppelintegral iiber das Dreieck
O=x=l—y, 0=y=l

der ay-Ebene zu erstrecken ist (Fig. 1.).
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Machen wir im Doppelintegral die Transformation

z=£§n| =& |
m+y=n]Mﬂy=nU—®V

wobej die Jacobi-Determinante

1%Q§! o &

D, y) _ |95 oy | }

Bt - .
o o | T ITE

so erhalten wir

[ [ewmmsororamay = [ [ erpea—yespmsoman
™) (N
Dabei ist der neue Integrationsbereich das Rechteck

0=t=1, 0=p=]
der &n-Ebene (Fig. 1.), weswegen das Doppelintegral sich mit
Hilfe des iterierten Integrals

i

f[e-'vn<"+”"f&”“(l—é)“—ldé]dn

ausdriicken lisst.

Nun ist aber nach einer bekannten Formel aus der Theorie
der Integrale von Euler

1
€ (] Eye—i g — _ Tt )@ _ e e —1
f&n (1 Q) dg_B (na+ 1! (,l) -—_F[('IL—}-I)(!-?— 1] - ‘MAI)JZ

und damit

4

o« — 1
ffe 7 gt (] E)a—l g ("Jr“adéd'?_%_fﬁ;f"'_7]77(“+1)a dn.

0

So haben wir

i 4

in —1
(l——l f(, cxnfldc>__f‘__!ai fe——-xx(n—(-l)adl.’
0

(n+1a

il

woraus
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E’l‘; fe—z " de Z> E‘%‘j‘: l/‘ev’”gg(’% nedy,
0 0
d. h.
a4 > 0.

d. Nun konnen wir uns leicht iiberzeugen, dass

co
lim 3 ausa=s.
ls00n=0

Setzt man namlich

Sn=$‘{" En,
dann ist
0 [e.¢] (o]
2 anlsnzszarpl_’_ Zenanl:
n—0 n=0 n==>0
[0 o]
=s(1—e N+ 3 enam,
n=~0
woraus
(o)
im ¥ aus.=s,
lsoco, T,
denn es ist
[e%)

lim Y e,au =0,
l-’mn:O

wie wir gleich zeigen werden.
In der Tat gibt es wegen der Konvergenz der Reihe

Uy + U+ U+ .. - Un .
fiir jede positive Zahl ¢ eine natiirliche Zahl N, so dass

'8n1<§ fiir n > N.

Da anderseits
lim Aup == 0,

I+ 00

so erhalten wir



12 Gunnar Kangro A XXXVII. +

co ‘ N | ‘ e} ‘
2 En Ay , = _‘. En Anl + B _Z‘ Eyp Oyt <
H | i .
n=0 \ n=0 i n=N-+1

(o)
<5+5 Xam<e,
n=N-t1
wenn man nur ! geniigend gross wihlt.

Damit ist der Permanenzsatz bewiesen, und wir konnen uns
von jetzt ab mit der Frage beschiftigen, ob und in welchem Masse
man die arithmetischen Rechenoperationen, die bei den konver-
genten Reihen gelten, auf die divergenten Reihen, die mit Hilfe
des B,-Verfahrens summierbar sind, anwenden kann.

KAPITEL II

Addition der divergenten Reihen und ihre Multiplikation
mit einer Konstante. — Hinzufiigen und Weglassen der
Glieder. — Totale und absolute Summabilitit.

1. Addition und Multiplikation mit einer
Konstante.

a. Satzl. Sind die beiden Reihen
Ug+ Uy + U+ oo U

und

vo+ v v+ F 1.,
B-summierbar beziehungsweise zu den Sum-
men # und v, so ist die Reihe

(uo + ’U())J[—(u] + 'Ul)—|—(u2 - ’U:_J-—J«— P '-;-— ('Ilaz +‘7}n)+ e

B,.summierbar zur Summe u--v.
Da die Potenzreihen

~

o
Uy=3" "¢
=0 """

und

< v
V() = 3 g
=, I

bestandig konvergieren und ausserdem



A XXXVIL + Verallgemeinerte Theorie. .. 13

oc

fe--?U(x“)dx:u,

0

O

fe—” Vz®)dx =
0

ist, so konvergiert auch die Potenzreihe

oC (ee]
'Mn-*—?}n . n Un 1
Wit)y= 3 X = _S; - +” ‘E' U(t)—l—V(t)

bestindig, und es gilt
[ee] oo O
fe"”W(oc“) dxr = fe—’” U(x®) der + fe—“V(x“) de=wu-+v.
0 0

0
Satz 2. Ist die Reihe
g+ uy o+

B,-summierbar zur Summe %, so ist die Reihe

cug+ cu; + cug + ...+ cun ...

B,~summierbar zur Summe cu.

Da die Potenzreihe
[ee]
Ue)y= Y l“ "
n—=0

bestindig konvergiert und ausserdem

(o o]
fe“’”U(x“)dx:u
ist, so konvergiert auch die Potenzreihe
Cun " Ooun n
T(t)=2]n—at =62'7u;t =¢ U(t)
n=0"— n=0 "

bestdndig, und es gilt

(s o]

Lol
fe—" T(x*)de —=c¢c j e U(z ©dx = cu.
0 0
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b. Ziehen wir aus dem Satze 1. einige Folgerungen, die bei
den konvergenten Reihen selbstverstandlich sind, aber einer
niheren Erlauterung bediirfen, wenn man es mit divergenten
Reihen zu tun hat.

Folgerung 1. Ist die Reihe

U+ U+ U+ U+
B,-summierbar zur Summe u, dannistdie Reihe
Uyt Uy + oo A Une1 = (Un - €) - tnir

B,-summierbar zur Summe u-c.
Wegen des Satzes 1. diirfen wir die Reihen

U+ U+ oo Un—y FUn A+ Ungg el
0404... 404+ ct04...

gliedweise addieren, da die untere Reihe als konvergente Reihe
B, -summierbar ist, und die so erhaltene Reihe

Up+ U+ oo Ung F (UnF€) FUnyy ...

ist B,-summierbar zur Summe u - c.

und

Folgerung 2. Ist die Reihe
U+ Uy + U+ oo U
B, summierbar zur Summe u, dann ist die

nach dem Vertauschenzweier Glieder u, und u.,.
entstandene Reihe

g+ g oo Unet T Um - U F - - Ut U Y

B,summierbar zu derselben Summe u
Addieren wir zum Glied u, der gegebenen Reihe

o=ty oo A U U U A Ut T U U

die Grosse ¢; =%, — U», dann bekommen wir die Reihe

wo + Uy o b U1 - U U A Umer U A Upam
die wegen der Folgerung 1. B, -summierbar ist und die Summe
u 4 ¢; besitzt.

Addieren wir nun zu dem auf der (m - 1)-ten Stelle der
letzten Reihe sich befindenden Glied u, die Grosse ¢o = un — U.,,
so erhalten wir die Reihe

Ug Uy oo Uncr - Um - Unr T Umet - U U
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die sich von der gegebenen Reihe durch die Reihenfolge der Glie-
der «, und 4, unferscheidet und nach der Folgerung 1. B, -sum-
mierbar ist und % + ¢; + ¢y ==u als Summe hat.

Folgerung 3. Ist die Reihe
Ug+ Uy F U+ oo UL

B,-summierbar zur Summe %, dann ist jede
Reihe, die man aus derselben durch die Ver-
inderung der Reihenfolge endlich vieler
Glieder erhidlt, B,-summierbar zu derselben
Summe w.

In der Tat kann man jede Reihe, die sich von der Reihe

U+ UL+ U+ UL

durch die Reihenfolge endlich vieler Glieder unterscheidet, da-
durch erhalten, dass man in der gegebenen Reihe endlich viele
Gliederpaare vertauscht; aber jedes solche Vertauschen der Glie-
derpaare verdandert wegen Folgerung 2. weder die Summierbar-
keit, noch die Summe der Reihe.

Betrachten wir jetzt, ob und wie das Hinzufiigen oder Weg-
lassen endlich vieler Glieder die Summierbarkeit und die Summe
einer divergenten Reihe beeinflussen wird.

2. Hinzufiigen und Weglassen der Glie-
der. — Beweisen wir zunichst einen Hilfssatz, den wir im fol-
genden mehrmals benutzen werden.

Da wir zur Formulierung dieses Hilfssatzes den verallgemei-
nerten Begriff der Integration, der von B. Riemann?!) her-
riihrt, notig haben, so rufen wir uns jenen Begriff kurz ins Ge-
déchtnis,.

Riemann nennt das Integral g-ter Ordnung
der Funktion F(a) den Ausdruck

IPF (x) x';@éﬁf—f f (1 — )7 F (ay) dy,

wo § eine beliebige positive Zahl bedeutet.

) Bernhard Riemann, Versuch einer allgemeinen Auffassung
der Integration und Differentiation. Gesammelte mathematische Werke,
1892, S. 353—366.
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Insbesondere wenn F{(z) = x*, mit n > —1, dann erhalten
wir leicht
o8

P2 =n .
n+ 8

Folglich hat man fiir das verallgemeinerte Integral s-ter Ord-
nung der Funktion

[e e}
F(x) = Jax"
n—u
den Ausdruck
8

jee]

a. Hilfssatz. Konvergiert das uneigentliche

Integral
oo
fe—” F(z)dz,

{ R
wo F(z) eine in jedem endlichen Intervall
O0=2=A integrierbare Funktion bedeutet, zum
Werte S, dann konvergiert auch das Inte-
gral
oo

fe”x IﬁF (’L‘) dx

0
zu demselben Werte S.

Bezeichnen wir

!
S = fe—’” I‘gF(m)dx,
0

so haben wir zu beweisen, dass der Grenzwert

lim &
1o
existiert, wobei

00
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Nun ist aber
i

1
- - 0

0

i 11 f f e=xB(1—y)¥ 1 F(zy) dz dy,
i (1

wo dag letzte Doppelintegral iliber das Rechteck
0=z=l 0=y=1

der xy-Ebene zu erstrecken ist (Fig. 2.).

Y P

SRR

Fig. 2.

Machen wir im Doppelintegral die Substitution

z=§+41)| r=§4n)
{ oder v
w=n | Y=t |

wobei die Jacobi-Determinante

f

dr  dx
v 1 1
D(x,y) | % I _ I
P lg o | & | fF
Lo oy E+9)?  (5+qp

so erhalten wir

Sl=’ﬂ_i1_ffe-@—in)gﬂ*llf’(n)dgdn.
(N

Dabei ist der neue Integrationsbereich das Dreieck

9
Z
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0=t= O0=9n=I]—

der &n -Ebene (Fig. 2.).
Integrieren wir zuerst nach » und dann nach §,
so finden wir

Sy

l l—‘§

1 —&ep—t [
SZ:Wilf[e g fe ’F(n)dn]d§

0

und damit

] - g ]
si— 8= f[e"%ﬁ'l(fe"’ﬁ‘(n)dn - S)Jdg—

S O
% | eEgp
le—1 s -
[1

Wenn nun ! > « strebt, so ndhert sich das zweite Glied rechts
unbegrenzt der Null. Daher bleibt uns noch zu zeigen, dass auch
das erste Glied rechts der Null zustrebt.

Da

oC

fe_"F(n)dn=S,

O

so gibt es eine positive Konstante M, so dass
|ol—¢

fe_'/F(n)dn—-S ‘ < M.

0 i

Sei anderseits = eine beliebig kleine positive Grosse und

dann konnen wir [ stets so gross wihlen, dass
P&
fe"]F(n)dn—S l < ; .

0

Folglich haben wir
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Ll 1 2 g
S AR = LA

0

) 1 —Eeg—1 & £
+-Zt[)f9t;‘i‘fie gg(g d§<?+2—"8,

wenn man nur ! geniigend gross voraussetzt, und damit ist der
Hilfssatz bewiesen.

Folgerung. Konvergiert das uneigentliche
Integral

‘QD
l/e_xﬁww)dx,
0
wo F(x) eine in jedem endlichen Intervall
0=x=A absolut integrierbare Funktion be-
deutet, absolut, so konvergiert auch das Inte-
gral
Oo .
e I F (z)dx
0
absolut.

In der Tat ist nach dem vorher bewiesenen Satz das Integral
O

fe‘” IR F(x) dx
[}

konvergent, und somit konvergiert auch das Integral
o0

fe—” | If F (x)|dz,

. 0
weil

- 1 "
\IﬂF(x) = iglf(l——y)"”lf“(ry) dy}—é

érﬂé f<1~!/)ﬂ“ | F(-xy)'dy:ﬁg! F(z) |

)
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b. Hinzufiigen der Glieder. — Satz. Ist die
Reihe

Up+ Uy FUp o U

B,-summierbar zur Summe u, so ist die beim
Hinzufiigen eines neuen Gliedes ¢ entstan-
dene Reihe

Ugt-ty o+ oo F Ut U
B,-summierbar zur Summe u-c.
Zum Beweise konnen wir, ohne die Allgemeinheit ein-

zuschranken, voraussetzen, dass das hinzugefiigte Glied sich in
der Reihe auf erster Stelle vor u, befindet, denn die Reihen

wotw .o F e F 4.
C+u0+...“,—un—l_i—un—!‘uﬁ-{—l_i—"'

unterscheiden sich nur durch die Reihenfolge der ersten n -+ 2
Glieder, wodurch weder die Summierbarkeit noch die Summe der
Reihe beeinflusst wird.

Zweitens konnen wir voraussetzen, dass das hinzugefiigte
Glied gleich Null ist, denn wenn wir bewiesen haben, dass die
Reihe

und

O+ wo+w ... tn-t...

die Summe w besitzt, dann ist der Reihe

et uytu +.. ...
die Summe u - ¢ beizulegen.
Nach der Voraussetzung des Satzes ist die Reihe
0 /11
| = VYo
v =
bestandig konvergent und

(g &)
[r:" U(x*)dr = u.
Iy
Bilden wir fiir die Reihe

0 4 g - Uy e Un

die assoziierte Potenzreihe a-ter Ordnung
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o
V(t) _ O+u ,t + ) '1’2, 1 + U ,_L“j_],_*_ — Vu ,,,('jjil,
) e T M2a DT Mt e DT Z T (et Da !
so erhalten wir
(oo (n 4+ 1) Co no
7o & o 5 ey I
Na ) U —-——-"~**'~’_—“I u —*—I [/ s ’
[/ (I ) Z;Ln ‘(%-1\—1)0( 20 n \"na (I )
n— T "= -

wo das Symbol 1% die verallgemeinerte Integration a-ter Ordnung
andeutet. Folglich konvergiert die Reihe V (2 “) fiir jeden endlichen
Wert der Verianderlichen 2, und damit stellt V(¢) eine ganze Funk-
tion dar. Ausserdem ist auf Grund des Hilfssatzes

o 00
fe = V(x*)de = fe’“’”]a U(x%)dx = u.

) o
¢c. Weglassen der Glieder. — Es sei die Reihe
o+ U+ U U

durch das B -Verfahren summierbar zur Summe %, d. h. es sei

e o)
fe = U(x®)Ydy = u.

i

Betrachten wir die Reihe
u1+u2+u3+...+uu’+*...,

die aus der oberen Reihe durch das Weglassen des Gliedes u,
entstanden ist. Wie G. H. Hardy?!) und O. Perron?2) im
Falle « =1 an einem Beispiel gezeigt haben, braucht diese Reihe
nicht mehr B -summierbar zu sein. Wenn aber die Reihe

u1+u2+u3+...+un+--o

1) G. H. Hardy, Researches in the Theory of Divergent Series
and Divergent Integrals. Quarterly Journal of Mathematics, Vol. 35,
1904, S. 30.

2) O. Perron, op. cit. S. 303,
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B -summierbar ist zur Summe v, d. h. wenn

C
fe‘” U (z%)dx = v,

i}

mit
i" —1
Ul(t):“1+“2 Tus + +n T =
‘ 2 1) a
O?w m—1
= Ny
n:l L@Ejlg
dann besteht die Gleichheit
V= U— Up.
In der Tat ist
Oo e (n— 1)@
U@ = Y. =u, + 1 _ Un m— =y 17 U, (2%
n=>0 I Lix, ‘ (n

und also vermoge des Hilfssatzes
o0 [oo] (o]
U= fe Uty da = fe“xd;c—{— fe“xIaUl(:c“)dx =y v,
0 0 0

woraus
V=U— Ug.

3., Totale Summabilitat. — Die Resultate des ge-
genwirtigen Kapitels zusammenfassend konnen wir sagen:

Wenn irgendeine der Reihen

0 40 40 4 gty ...
0 +0 4+~ug+u +uo+...
0 -+ uo+ U+t t+us+ - ..
Ug + Uy 1 Ug + U+ Uy .
Uy - Up + Uz + Ug + U5 .-
Uy + Uz + Ug + Us + U f- . ..
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durch das B,-Verfahren summierbar ist, dann
sind es auch alle oberhalb dieser liegen-
den Reihen, und ihre Summen stehen zu
einander in derselben Beziehung, als ob die
entsprechenden Reihen konvergent seien.

O
Sind ausser der Reihe }'wu. auch alle Reihen

H=0

oo
2“"’ A=1,2,...

’N:;»

B, -summierbar, so sagen wir, die Reihe

uO+u1+u2+..-+un+-..

sei mit Hilfe des B, -Verfahrens total summierbar oder
kiirzer total B,-summierbar.
Folglich miissen bei einer total B  -summierbaren Reihe alle

Integrale
(e e]

fe“““ U,(x*)dx, 2=0,1,2,...
8

konvergieren, wobei

o« n— A
t . .
U,l(t)z :);; un@_ﬁ» Uy () = U(t).

Auf Grund des Permanenzsatzes ist es einleuchtend, dass ins-
besondere jede konvergente Reihe total B -summierbar ist.

Folgerung. Ist die Reihe
U+ U+ Ug+ oo U+ ..

total B-summierbar zur Summe u, 30 ist die
Reihe

Yoty 4o F U1t Ut Un e

c-_—u”—f—z,L,L+1—i——...+un+m—l ’
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total B,-summierbar zu derselben Summe
w, d. h. man kann in einer total B, ,-summier-
baren Reihe endlich viele Glieder durch
ihre Summe ersetzen, ohne die Summierbar-
keit, noeh die Summe der Reihe zu ver-
Andern.

So kann man also in einer total B, -summierbaren Reihe die
Reihenfolge endlich vieler Glieder umtauschen, ein Glied durch
die Summe endlich vieler Glieder und umgekehrt, endlich viele
Glieder durch ihre Summe ersetzen, ohne die Summierbarkeit,
noch die Summe der Reihe zu verdndern. Ausserdem kann man
total B, -summierbare Reihen gliedweise addieren und mit einer
Konstante multiplizieren wie konvergente Reihen.

G. Sannia?l) hat im Falle a=1 bewiesen, dass man total
summierbare Reihen auch untereinander multiplizieren darf wie
absolut konvergente Reihen, aber wie schon G. Doetsch?2) in
seiner Dissertation hervorgehoben hat, steckt im Beweise San -
nias ein Fehler, und der entsprechende Satz ist nicht immer
giiltig.

Deshalb werde ich den Weg verfolgen, den E. Borel3) im

Talle « = 1 eingeschlagen hat und den verallgemeinerten Begriff
der absoluten Summabilitiat einfiihren,

4. Absolute Summabilitat.

a. In den vorhergenannten Beispielen Hardys und Per-
rons ist das Integral

oo
fe"” U@x“)ydx

0

1) Gustavo Sannia, Nuovo metodo di sommazione delle serie.
Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, t. 42, 1917, S. 317—321.

2y Gustav Doetseh, Eine neue Verallgemeinerung der Borel-
schen Summabilitdtstheorie der divergenten Reihen. Inauguraldissertation,
Gottingen, 1920.

3) E. Borel, Lecons sur les séries divergentes.
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bedingt konvergent, so dass das Integral

f e | U | do

divergiert.

25

Zeigen wir, indem wir das Beispiel Ha r d y s ein wenig mo-
difizieren, dass sogar die Voraussetzung der absoluten Konvergenz

des Integrals

0O

/ e U(x%)dx

oC
¥ u, auch die Reihen

n= 10

[ee]
Zun, /vzl,, 2,...

n=2
B, -summierbar seien.
Es sei ndamlich

o] m N
y (D7D

iy =

i2m -+ 1 ’
m=0
so erhalten wir fiir a=1

e S B et
AT & Ty et 2 2m 41 o

n=10 n=0 m=0 e -

(o] _1\m s} n,n e} (1™
= \7 (—1) v (m+1)"x - ¥ (— ZL_L el w —
HO [2m 1 "‘0 n ~  2m4+1
m= R —_—

m—{

T

T c (__. l)m x 2m +1 = z
e T R (62) :82 sin (6’2)
~, 2m41 '

m—=0 -

da die Vertauschung der Reihenfolge des Summierens wegen der
absoluten Konvergenz der betreffenden Doppelreihe erlaubt ist.

nicht ausreicht, um behaupten zu diirfen, dass ausser der Reihe
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Folglich ist die Reihe
Ug -+ Uy Uy A w L

B, -summierbar, wobei das Integral
fe‘“’U(x)d.x:_—_ fe_z sin (e'—’)daz
0 0 )

absolut konvergiert, weil

Nun ist aber

<, @ , U -2 S I Y
U (z) = %1 Un "IZ—Z: U(x) =5 e sin (ez) + 5 €" cos (el),
Us(x) = OYou a7t =U"( )—iei‘j sin (6%) =
2(7)‘_‘ - P ‘n:g— x) = p -+

sl — Lo s ()
g, 21 ___ .= p2 1 2
L€ cosle g€ sin\e?],

woraus wir vermoge der Substitution

0? = y oder . =2logy
finden

o «o G

/‘éz [/YI (l)dx = ; f@4 : sin (Cg) dx ‘|" ; fCOS ((")) dr =

) 0 0
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)

R P kS g
fe—z Ug(x)dx=;1f fe“ sin (?) dx fcos (65) -
)

0 O

oo

OO‘C z o
1 5 s -
v——4~f e? sin (e'—’)dx: 2_[ myd +,, Cosydy fsmydy
0 ’ 1

1

Damit ist also die Reihe
Uy Ug + Uz - o+ Un L

B;-summierbar, wobei das entsprechende Integral

[Se]

fe"” U, (x) dx

0

doch nur bedingt konvergiert, wahrend die Reihe
U Uz + .o U oL

wegen der Divergenz des Integrals
[ee]

e=* U, (%) dr

0
nicht mehr B;-summierbar ist.

Daher werden wir im folgenden nach dem Vorbilde von Bo -
rel die absolute Konvergenz aller Integrale

[ee]
fe“” U, (2%)yde, A=0,1,2, ...

0

voraussetzen, obwohl wir mit etwas engeren Voraussetzungen aus-
kommen konnten, wie G. Sannial) in einer seiner spiteren
Arbeiten im Falle « =1 behauptet hat.

1) G. Sannia, Nuovo metodo di sommazione delle serie che ammette
Valgoritmo delle serie assolutamente convergenti. Atti della Reale Aceca-
demia dei Lincei, vol. 29:1, 1920, S, 141148,
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b. Wir sagen, die Reihe
u0+u]+u2+...+uu"{"..

sei mit Hilfe des B -Verfahrens absolut summierbar
oder kiirzer absolut B, -summierbar, wenn alle Integrale

ee]
f e== Uy(xdr, 2=0,1,2,...

0

absolut konvergieren, wobei

t’N - }
L Uty = U,

(=N«

) (e @]
Upt)y= 3, t,
n=A -

Es ist nicht schwer sich zu iiberzeugen, dass insbesondere
jede absolut konvergente Reihe absolut B, -summierbar ist, denn
vermoge der absoluten Konvergenz der Reihe

Ug Uy + Up o U A

konvergiert auch die Reihe

Loto |+ o [+ fuel+ .o Tul ..

und ist damit total B -summierbar. Folglich sind die Integrale

[oe)
0
mit
2

©, -
Vi) = Xl =5
n=A e

konvergent, und dann konvergieren desto mehr die Integrale

0

f*

0

U, (x) | dz,

weil fiir £ =0
U, @)y =V, ().
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Da einerseits der absolute Betrag einer Summe nicht grosser
sein kann als die Summe der absoluten Betrige der Summanden
und anderseits nach der Folgerung des am Anfang des gegen-
wiartigen Kapitels bewiesenen Hilfssatzes die absolute Konvergenz
des Integrals

O

f(’*’”F(x)dx

dieselbe des Integrals
oo

fe—”IﬂF(x)dx

0

nach sich zieht, so ist es einleuchtend, dass die Sitze, die wir
fur total B,-summierbare Reihen aufgestellt haben, auch fiir abso-
lut B -summierbare Reihen giiltig bleiben.

Es bleibt daher noch die Frage der Multiplikation der diver-
genten Reihen untereinander zu erdrtern, mit der wir uns im
nichsten Kapitel beschiftigen werden.

KAPITEL III.

Multiplikation absolut summierbarer Reihen.

1. Satz. Sind die Reihen
Uo + Uy + Up + o Un
und

Vot v+ Ve +...F Vvt

absolut B, ,-summierbar beziehungsweise zu
den Summen # und », so ist die Cauchy-Pro-
duktreihe

wO+w1+w2+...+Wn+...,
mit

Wo =1y Vy § U Vn—1 ... FUn vy = Y Ui,

m=0

absolut B, -summierbar zur Summe wv.
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Es sei

U ST
ty = N w,—

( ) s, ) 1".0{ ’
=10 =
(e o] tn

V(t) = ¥ Uy — >
— [nea
n=20 —

dann ist

!

(e 9]
u = fe*z U(x%) dx = lim e U(z%) dx,
lsoo

0

i

o0
v = [e‘y V(y*) dy = lim e 'V(y*)dy,
N lscoo
Q 0

wobei die beiden uneigentlichen Integrale absolut konvergieren.
Betrachten wir das Produkt

i 4

uv = lim [fe—“U(x“)dx- fey V(y*) dy] =
l>co
0 0

= Him f [ e~y UV (y*) dx dy,
[N e) .
()]

wo man im Doppelintegral iiber das Quadrat

0

I
X
I
<
ih

i

zu integrieren hat, so finden wir

oo (o]
" :f f et Uz®) V(y“) dz dy ,
} )

CO 00 . . .
wenn man unter dem Symbol f j das uneigentliche Doppelinte-
0

0
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gra] iiber die Viertelebene Oxy versteht. Wegen der absoluten
Konvergenz des uneigentlichen Doppelintegrals konnen wir auch
gchreiben

uy = lim ffe(xﬂ) U (x%)V(y*) dz dy,

>0

()
wo jetzt das Doppelintegral iiber das Dreieck
0=xr=l—y, 0=y=l
der xy-Ebene erstreckt ist (Fig. 1.).
Machen wir im letzten Doppelintegral die Transformation
> =& l oder * é: . 1
r+y=n | y=n1—y/
wobei die Jacobi-Determinante

ox ()IL

) U] §
Dy % !*
Dem o. -
"/ y Q
(,‘5%\ —"7 1—5\

80 bekommen wir

[+ o0

up = lim fft"”nU(S“n“)V[n“(1—5)“]d§dn-

Dabei ist der neue Integrationsbereich das Rechteck
0=ft=1, 0=n=]

der E&n-Ebene (Fig. 1.). Driickt man das neue Doppelintegral mit
Hilfe eines iterierten Integrals aus, so erhilt man
4 1
uy = lim {e’“) fU(§“?7“) Vin*Q —$§)“1d§ } dn ==

>0
0 0

- f (= f U ) VI (1—§)“1d§ | dn.
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Da die Reihen

N ol nd
U(§n) = X = 7
n=0 e

und

nna (1 _ §)¢1({
e

Vin*(1—51 =2 v

absolut konvergieren, so liefert die Multiplikation

S n ma mx n --m)e
OER) VI A—8T= 3 3 twvy -2 0=9 0

n==0m=0 lm‘z ‘(" ‘*Jﬂ)a

Die erhaltene Reihe konvergiert im Intervall 0=§=1
gleichmaissig, denn der absolute Betrag ihres allgemeinen Gliedes
ist fiir 0=£=1 kleiner als

ne

Uy —m  — %7 o
e (1 —m)e

3 un |

m=0

wobel die Reihe

n o

) 2’ |um ' 1Un—m ' [mcx l(n——m)a ’

n_Om 0
als das Produkt der Reihen

[eo] ﬂn(,{ S
h) | tn | = und 2 v, | 1,
= 1 e nmo e
n=>0 — -

konvergent ist. Daher ist die gliedweise Integration gestattet, und
wir bekommen

1

fU(§“?7“) Vin* (1—§*1ds =

o0 n 1
w, v

_ 2 Z.’ - Ym%—m ne fé-ma(l . §) (n—mer (]§

e 0m—p T l(n—-m)z; n

0
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¥

Nun ist aber

/‘ (1 —§)" - Wdg = Blma+1, (n—m)a+1] =

0
I(ma+ 1) Dln—myg 41| _ e (n—ma
[ne + 2) e 4-1
und folglich
1

] ? 7/11(( n” Ovo 7]n(l

1E = o= ¥ g,
S ) ’ila+1 iy UnUp—m ":0 n a1

m=0

[L’(§“’ﬂ“) Vin®(1—§)“]d

O
Somit haben wir zuletzt die Formel

11

n
uv—f(’ ( Y Wy ]naqfi

n =0

“|dy

oder
oo
(1) Uy = fe"’/ I'W (n=)ydy,
0
Wo wir
Wity = 2w, e

gesetzt haben. Ausserdem ist das Integral
(]
[ eI W (9%) dy

absolut konvergent.
2. Zum Beweise des Satzes haben wir zu zeigen, dass die

Integrale
[o@]
f*”Wl( Nz, 2=0,1,2,...,

O
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[v'e) N
nw— A

F(y= ¥ w,
Wi (t) ;Xwn}(n—/)a

absolut konvergieren und dass die Gleichheit

lee]
fe—’” W(x®) dx = uv

besteht.
Da nach der Formel (1)
oo
[e“”IlW(x“) dr = uv,
4
s0 ist wegen des Hilfssatzes (II, 2, a) auch

o0
fe— *W(x*)dr = uv.

[}]

solange das letzte Integral konvergiert. Daher ist es hinreichend,
nur die absolute Konvergenz der Integrale

o
fe*x W, («®ydz, 4=0,1,2,...
5
zu beweisen.

Unterscheiden wir jetzt zwei Fille, je nachdem ob a = 1 oder
« < 1 ist.

a. Im Falle ¢ == 1 folgt aus der Formel (1) die absolute
Konvergenz des Integrals

(%)
f e 5 TCW () dir |
0
wo die Reihe
(“+1)a

C)—— 2 Wy ("+1)(/{

n=2~0
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die assoziierte Reihe o-ter Ordnung der Reihe
0+7I)0+w] +...+W/l+'-..
darstellt. '
Multipliziert man nach der Cauchy-Regel die absolut
B, -summierbaren Reihen
[eal [ee)]
X und 3 Uny

n=1 n=90

so gelangt man zu der Reihe

o0 o0
D et wpva_ i+ Ung1V)= 3 (Way1— UgVut1).
n=>=0 n=>0

Sei W1(t) die assoziierte ganze Funktion «-ter Ordnung der
Reihe

ee]

0+ 2 (w,,‘,|,.1—u(, Un 1),

dann konvergiert das Integral

cO

[e—” W (%) dx

[y

0]

auf Grund des Vorhergehenden absolut.
Nun ist aber

[wa)

L \ £n+1
W) = 3 (o 41 — UgUnsr) o =
n=>0 M‘l)“
co t"+l o tn—lv-l
= W P — U ' v “——=Wt—ll/Vt,
2 e " 2 e O = V'th)
= — w= —

also
W) = W'(t)+ u, V(£),
woraus unmittelbar die absolute Konvergenz des Integrals

~OC

e=® W@ de

folgt.

€2
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Multipliziert man nach der Cauchy-Regel die absolut
B, -summierbaren Reihen

oc (o]
X uy und 3o,
n—2 n=—>0
so konnte man wie vorher zeigen, dass das Integral
o0
[ e W, (x%)dx
it
absolut konvergiert, und multipliziert man allgemein die absolut
B, -summierbaren Reihen

oC oC
2 un, und Zvﬂ,

n—=2»7 +1 n=>0
s0 konnte man daraus die absolute Konvergenz des Integrals

(]

f e W, (%) dx
4}
schliessen.
b. Wenn o < 1, so sei k die kleinste natiirliche Zahl, die der
Ungleichung
ka=1

geniigt. Dann folgt aus der Formel (1) die absolute Konvergenz
des Integrals

/ e T W (%) du,

il
wo die Reihe
o S ROl

ke - ]
W (x%) = ¥ w, \(n+l)¢

=0

die assoziierte Reihe o-ter Ordnung der Reihe

0‘_+‘Q-+.;._—{’—()‘+w0+701+. ..—‘_wn —I’"- ..
k Nullen
darstellt.
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Multipliziert man nach der Cauchy-Regel die absolut
B,-summierbaren Reihen

O vl
2‘ u, und .). Un,
n==k =0

so kOonnte man wie im Vorhergehenden die absolute Konvergenz
des Integrals
L OO

j e % VW (%) d

0

beweisen, und wendet man dieselbe Methode (% —+ Z)-mal an, so
kénnte man auch die absolute Konvergenz des Integrals

(e o]
e W, (%) dx
QO
feststellen.

3. Nachdem wir den Multiplikationssatz der absolut B, -sum-
mierbaren Reihen bewiesen haben, haben wir, von dem B, -Ver-
fahren ausgehend, die arithmetische Theorie der divergenten Rei-
hen begriindet, die man zusammenfassend in folgender Form aus-
sprechen kann:

Es sei
P(u,v,..., w)

ein Polynom beziiglich der Groéssenu, v,..., .
Ersetzt man in diesem Polynom die Grossen
4, v,..., w durch bestimmte absolut B,-sum-
mierbare Reihen

Ug Uy T Ug o F U
Vo1 Vit Vot voot Voo
(2) . e

Wo Wy + we —+ o Wa ...

und rechnet formal als ob die entsprechen-
den Reihen absolut konvergent seien, so er-
halt man als endgiiltiges Resultat eine
absolut B,-summierbare Reihe, deren Sum-
me demWert des Polynoms P(u, v,..., w) gleich
ist, wenn man da die Grossen u, v,..., w di-
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rekt durch die Summen der Reihen (2) er-
setzt.

Im folgenden werden wir untersuchen, wie die verallgemei-
nerte Theorie der absoluten Summabilitdt sich auf divergente
Potenzreihen anwenden ldsst.

KAPITEL 1IV.

Absolute Summabilitit der divergenten Potenzreihen.

1. Betrachten wir eine Potenzreihe
™) Uo Wiz - UpZ® A U2

und bilden die entsprechende assoziierte Reihe o-ter Ordnung

"

, 2 ¢
F(z,t)=u0—f—ulz‘i—{—ugﬁl—+ oot ——4 .. =
L3 2a e

o0 z’ﬂ 1’”

== 2 Un Tna = U(Zt).

n=20 -
Die Reihe (1) ist im Punkte z=2, B, -summierbar, wenn

die Reihe

(@)

B t”
D U
=0

- [1eec
n [He

eine ganze Funktion U(¢) darstellt und das Integral
0o
[c‘ * U (zg2™) dir
:
existiert, wobei die Summabilitit absolut ist, wenn alle Integrale

oo
fe—“Fl(zo,x“)dm, 1=0,1,2,...,

(]

WO
o w—h ) O“j m—hp—b
= * n = ) U s == U* "‘t
FA(Z’t) ).:lunz i —2) e g "/) " in— Ve s 1 (20,
n= - n==~a Tt T TT

absolut konvergieren.



A XXXVIIL ¢ Verallgemeinerte Theorie. .. 39

Um ein praktisch leicht anwendbares Kriterium zu bekom-
men, das iiber die absolute Summabilitat einer Potenzreihe zu ent-
scheiden ermoglicht, beweisen wir den folgenden Satz, den wir
spiter oft benutzen werden.

a. Satz. Sind die Integrale

el ([), o0 A i
je‘”}U(zx‘z)dxzfe—”x"“ UM (z4%)de, A=0,1,2,...
="
. [{
im Punkte 2z, absolut konvergent, so ist die
Potenzreihe (1) im Punkte z, absolut B,-sum-
mierbar,

Beschranken wir uns zunichst auf die Betrachtung des In-
tegrals

(o)

e F\(z,2%) dx

0

und erortern zwei Fille, je nachdem ob « eine ganze Zahl ist oder
nicht.

1° Ist « eine ganze Zahl, so haben wir

lee) (n—-1)a nee

z i~
Fi(z,2% = ¥ u“z”‘,m T — E unz“— = (—; U(2x%).
n=1 ‘——‘——g n=20 da

Differenziert man die Funktion U(zz“) «-mal nach z, so fin-
det man leicht

[d 1 ) 1" o
U =L [ PoartU(ca) + Py 0 U7 () ..+

+ P22 U209 =
[P‘“ dz U(zx )+P zzd AU(zx“)—i— +Paa w A (sza)]

wo P, P, ., P,, bestimmte Konstanten sind.

Damit bekommen wir fiir =1
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o 9 12 |
Fi(z,2%) | =| Pz K U (2 H | Poe® | |§U(zx“) JT-...+

| da
—|-‘ P2 | Ul
und da die Integrale
f l (/(z 2%y | dr, A=0,1, 2,...
K&

1]

existieren, so existiert auch das Integral

o~ .
fe" | B\ (20, %) | dox.

0

20 Ist a keine ganze Zahl, so sei & die kleinste ganze Zahl,
die « liberschreitet, d. h. es sei

k—1<qg<k
Bezeichnet man
k—ua=24,
wo
0< <,
s0 kann man schreiben
oo . e
- 2 nHa ‘o ré]” wna
Fo(z,2% = ¥ uu2" — =" U2 = ==
1 (7,2%) 2’1 "o — 1)« Ak )o " na
n— e n = -

2 "
=1 da* Uza®).
Da nun

2 (l

) ,
&+ U(zx“) [P,dz dii U(zxy + P, s U(ezy 4+ ...+

ék
e o),

so existiert das Integral 1)
k

/
1) Hier wird die Ableitung i-ter Ordnung dk U(zxx® im Punkt

2 = 0 unendlich, denn in der entsprechenden Reihe ist der kleinste Exponent
der Verdnderlichen x negativ, ndmlich gleich « —k:—lg. Da aber A<
so existiert das Integral.
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O
fe’ oG U(zyn™) {dx
i I

0

und wegen der Folgerung des Hilfssatzes (II, 2, a) auch das
Integral

o fo'e) ’//C
fe'-” | F'y (2, %) | do = [e"‘ v Ak Uzouy | dr.
1] (‘;

Es ist nicht schwer zu sehen, dass die Integrale

Nes] (oo

]e—“ | Fy(zy, %) | du, f{)’ | Fy(zg, 2%) | dux, ...
0

i}

ebenfalls existieren. In der Tat ist

Fy(z, %) = a“ Fi(z, «%)

1/;2“
oder

dk
!/1}k Inl (Z’ xa)J

1’1'_’(23 x%) = I'é’

je nachdem ob « eine ganze Zahl ist oder nicht, und da ausser-
dem die Integrale

) | 1/)' . 5

f}wg,ﬂ@m%d% A= 0,12,
az” '

0

im Punkte z, existieren, so existiert infolge des Vorhergehenden
auch das Integral

e~ % | Fo(zg »%) | du,

o

und weil im allgemeinen

o
Fy(z, 2 = " F; (2 2%)

i
oder

5 d
Fi(z, %) = IP’;/%;,—‘, F, (s x%),
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je nachdem ob ¢ eine ganze Zahl ist oder nicht, so konnte man
nach und nach das Vorhandensein aller Integrale

(o)
e=% | Fy(zy, x%) | dx
feststellen.

b. Betrachten wir als Beispiel die divergente Potenzreihe
1—1.322+1-3.5-To—. .. +(—1)"1-3-5-...-(4n—T)e¥ 4 ..

Nimmt man hier a =2, so erhilt man

[](t) = 1 + Z (_ 1)11 1_"3H€) ’ "'4;1f7(4777’ - 1) t?u —

=1

Qo t‘m oo ( 1)“ t 2n '
k13 — -_ - 77’7 _— 7' .
=1+ (D5 = X, (2) = 0S8

n=1 [ -
Da nun fiir jeden reellen Wert von z

*
/

} dz"

so sind die Integrale

()

tll . o
e % —77 D (ZfC“)
oz

0

dx

vorhanden, und folglich ist die gegebene Potenzreihe absolut
Bs-summierbar, wenn z reelle Werte besitzt, wobei ihre Summe

durch das Integral
f e—% cos i;: dx

0

bestimmt wird.

9. Bereich der absoluten Summabilitéat.
Um eine bestimmte Vorstellung aus dem Bereich, wo die Potenz-
reihe

(1) Uy =F U2 - Uoz2 oo W -
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absolut B, -summierbar ist, zu gewinnen, werden wir den folgen-
den Satz beweisen, der eine Verallgemeinerung des aus der Theo-
rie der konvergenten Potenzreihen bekannten Satzes Abels ist.

a. Satz, Ist die Potenzreihe (1) im Punkte
2o absolut B,summierbar, so ist sie in jedem
Punkte der Strecke 0z;, die den Pauanktz, mit
dem Nullpunkte verbindet, ebenfalls absolut
B,-summierbar.

Es sei zo=7r0e""", so sind die Integrale
0 0

(ee]
fe“‘ Uy(roe®x®) dz, i=0,1,2,...
0

mnach der Voraussetzung absolut konvergent. Setzt man hier

rox% = y*,
woraus
_1
dx=r, *ady,

80 bekommt man die absolut konvergenten Integrale
1 co 1
o a .
ro © fe_'o VU, (e¥vy®) dy.
0

Wenn nun z=—=re¥o irgendeinen vom Nullpunkt verschie-
denen Punkt auf der Strecke 0z, bedeutet, so ist 0 < » < 7, und
damit

1

e—" ay<e"<' Y

R~

’

woraus die absolute Konvergenz der Integrale

1 oo 1

a fe_' Uy dy
0

folgt. Macht man hier die Substitution
Y

[/ Txlx’

dann findet man

-t o
[/4

1
R . e .
r fe—" v (e y) dy =fe"" U, (ré? «%) dz

0
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und die gewonnenen Integrale sind absolut konvergent, d. h. die
Reithe (1) ist im Punkte z = reP0  der Strecke 0z, absolut
B,,-summierbar.

b. Betrachten wir irgendeine vom Nullpunkt der z-Ebene
ausgehende Halbgerade I. Auf dieser Halbgeraden liegt zum min-
desten ein Punkt, wo die Reihe (1) absolut B -summierbar ist,
namlich der Punkt z=—0. Anderseits kann es vorkommen, dass
die Reihe (1) auf der ganzen Halbgeraden [ absolut B -summier-
bar ist. '

Schliessen wir die beiden Extremfille, wo die Reihe (1) nur
im Nullpunkt oder auf der ganzen Halbgeraden absolut B -sum-
mierbar ist, aus und teilen alle Punkte der Halbgeraden [ in zwei
Klassen, indem wir jene Punkte, wo die absolute Summabilitit
herrscht, zur ersten Klasse und alle iibrigen Punkte der Halb-
geraden zur zweiten Klasse gehorig zdhlen, Da jeder Punkt der
ersten Klasse nach dem vorhergehenden Satz dem Nullpunkt
niher liegt als irgendein Punkt der zweiten Klasse, so gibt es
einen Schnittpunkt z, beider Klassen von der Beschaffenheit,
dass die Reihe (1) in den Punkten der Strecke 0z, absolut
B -summierbar ist, aber nicht in den librigen Punkten der Halb-
geraden [. Was den Punkt 2z, an sich anbelangt, so kann die Rethe
(1) da absolut B, -summierbar sein oder nicht.

Somit bilden die Punkte der Halbgeraden [, wo die absolute
Summabilitdt herrscht, eine Strecke 0z,, die endlich sein kann
oder nicht oder zum Nullpunkt zusammenschrumpfen mag.

Lisst man die Halbgerade [ eine volle Drehung um den Null-
punkt ausfithren, so erzeugt die Strecke 0z, einen Bereich, den
wir nach G. Sannial), der den Sonderfall a= 1 behandelt
hat, den Stern der absoluten Summabilitit
nennen und durch das Symbol 7, bezeichnen werden.

Der Stern v, ist dadurch charakterisiert, dass die Reihe (1)
in allen inneren Punkten des Sternes absolut B -summierbar ist,
aber nicht mehr in den dusseren Punkten desselben. In den Rand-
punkten oder Ecken z, des Sterncs 7, kann die Reihe (1) absolut
B, -summierbar sein oder nicht.

1) Gustavo Sannia, Le serie di potenze di una variabile som-
mate col metodo di Borel generalizzato. Atti della Reale Acecademia delle
Scienze di Torino, vol. 53, 1918, S. 148--162.
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Aus der Zusammenfassung des vorhergehenden Kapitels
kann man folgern, dass bei der Potenzreihe (1) im Stern 7, alle
arithmetischen Rechenoperationen, die bei den konvergenten
Potenzreihen im Konvergenzkreise gelten, anwendbar sind.

Wie wir in Kapitel VI sehen werden, ldsst sich der Stern v,
bei einer konvergenten Potenzreihe leicht durch die singuldren
Punkte der entsprechenden Funktion bestimmen. Ebenfalls wer-
den wir in Kapitel IX eine Klasse von divergenten Potenzreihen
betrachten, die E. Maillet1) untersucht hat und wo der Stern
v, auch ohne Schwierigkeiten bestimmbar ist.

3. Die Potenzreihe
(1) Ug + UZ + U2 L URh L

definiert im Stern z, der absoluten Summabilitit durch ihre
Summe eine Funktion

(]
¢(2) :]e*“ U(zr")da.

0

Betrachten wir eine vom Nullpunkt der z-Ebene ausgehende
Halbgerade [. Diese Halbgerade scheidet aus dem Stern 7, die
Strecke 0z, aus, die man den Radius des Sternes nennt.

Untersuchen wir das Verhalten der Funktion ¢(z) im Stern
7,, indem wir zeigen, dass die Funktion ¢(z) lings den Radien
des Sternes stetig, integrierbar und unbegrenzt differenzierbar
ist, wobei man unter dem Integralzeichen integrieren und diffe-
renzieren darf.

a. Satz 1. Die Funktion

e
p(z) = fe‘“ U(zx%)dx

]

ist ldngs jedem Radius 0z, des Sternes r, stetig.

1) E. Maillet, op, cit, S. 498—518.
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Zum Beweise geniigt es zu zeigen, dass das Integral

() fe—”U(zx“)dx

0

auf jedem Radius 0z, gleichmissig konvergiert.

Es sei z=re®0 irgendein Punkt auf dem Radius 0z,, dann
kénnen wir stets auf diesem Radius einen andren Punkt
2o =796 finden, so dass 1, > r. Wegen der absoluten Summabi-
litat der Reihe (1) ‘im Punkte z, existiert das Integral

R|m

O _ 1 oo i
e | U(reeoa®) | dz=r, ¢ fe_r“ VLU ) | dy,

0

wo man die neue Integrationsvariable y durch die Substitution
¥o o — ya

eingefiihrt hat, Hieraus folgt auf Grund der Ungleichung

1 1
e—7 ¢ Vg™ " ay

die gleichmissige Konvergenz des Integrals

[} b co 1
[e‘” Urefor®ydy =r f() r Sy T (efPoy®) dy

i) 0

im Intervall 0 < r=7r,, wobel der Punkt r —= 0 wegen des Fakiors
1
r & weggelassen ist.

Somit konvergiert das Integral (2) auf der Strecke 0z,
gleichmassig, vielleicht mit Ausnahme des Punktes z =1{. Folg-
lich verhilt sich die Funktion (z) auf dem Radius 0z, stetig,
wobei die Endpunkte z=—=0 und z =z, vielleicht auszuschliessen
sind,

Doch hat E. Landaul) bewiesen, dass das Integral (2)
auch in der Umgebung des Nulipunktes gleichmassig konvergiert,
womit die Stetigkeit der Funktion ¢(z) im Punkte z2==0 be-

1) Edmund Landau, Auszug aus einem Briefe des Herrn Lan-
dau an den Herausgeber. Acta mathematica 42, 1920, S. 95—98.
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stitigt wird. Wir werden aber im folgenden einen andren Weg
benutzen, um die Stetigkeit der Funktion ¢(z) im Nullpuukt zu
beweisen.

Es rei ndmlich % eine der Ungleichung
k>
—a

geniigende natiirliche Zahl.

Da die Reihe (1) absolut B, -summierbar ist, so ist es auch
die Reihe

e ek Y L e A LT

und ihre Summen stehen miteinander in der Beziehung, als ob
die beiden Reihen konvergent seien, d. h.

oo
g(&) =ug w2 fFugz? Lo Hu, 2 fe‘ka(z, x%)dzx.
i)

Wie vorher, konnen wir uns iiberzeugen, dass hier das

Integral
co oo
fc"Fk(z, x®)de = 2* fe“"Uk(z.l;“)d,zr

Y] (1]

auf der Strecke 0z, gleichmassig konvergiert, wobei nun der Null-
punkt mitzuberechnen ist, woraus die Stetigkeit der Funktion
¢(z) auch im Punkte z =0 folgt.

b. Satz 2. Die Funktion

p(z)= f@"’U(zx“)d;c

0

ist ldngs jedem Radius 0z, des Sternes ¢, in-
tegrierbar, wobei man unter dem Integral-
zeichen integrieren darf, d. h.

[Lp(z)dz: fﬁ"‘”[fU(zx“) dZJd.l‘.
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Da die Funktion ¢(z) sich auf dem Radius 0z, stetig ver-
andert, so ist sie lings diesem Radius auch integrierbar, und es
bleibt nur iibrig, den zweiten Teil des Satzes zu beweisen.

Geniigt die natiirliche Zahl k& der Ungleichung

s0 haben wir nach dem Abschnitt (a)

o)
p(2) = uy+uz Fug? ... 4w, | P fe—”Fk(z,,zr“‘)(l,r,

wobei das Integral

PRV

J r“ F (z,2%)dux

Y

auf der Strecke 0z,, der Punkt z =0 miteinbegriffen, gleichméissig
konvergiert. Daher ergibt sich

, )
fw)dz—uoz#u] AT +u,_l, +

0
—{—fe*”’[fFk(z,.:f“)(lz]dx
1} 1]
Nun ist aber

Nee z e o eo g -
« N . w(u k)
je*" F (z,.0%)d: {dw= ) e Su,z i;@ Sy dz [dr ==
0 0 a n=r

k

o0

o Oo,‘ M -+ 1 w(n - ky «© re M —+1 .ZI}(" — ha
== e T _/S 2(“ "” *_*_"1* "*'* - '*k*' (Z.l' == e"‘”l Zu" ;L ;‘1’ r’ - ’I - d.’l'r’;
. o n— ke . B W nm— kia
)

Nee [©e)
_ PRI S B (174 n+1 1179
el ¥, T Vg, % L Ve —
ﬁ/(’ (" , “_*_1)“1)611 f (2' "H—-[—-l ua)

n=0

52 2 Ek
*(Z‘oz+ul ’2‘+u2§+-"+uk lk)

und folglich
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z o z

o o n41  na i
[w(z)dz=fe"( 2“” :H_l%—)dwzfe—’[[lf(zx“)dz]dx.
o n=0 e -

O 4] 0 0

c. Satz 3. Die Funktion
<0
<p(z)=fe"U(zx“)dx
0
ist ldngs jedem Radius 0z, des Sternes 7, un-
begrenzt differenzierbar, wobei man unter
dem Integralzeichen differenzieren darf, d. h.

R | > .
(p(/)(Z) == fﬁ_x % U(Zac“)dac:: fe—xx;'“ U(A) (Z‘l;a) dx.
dz
0 0

Zum Beweis ist es hinreichend, die gleichmissige Konvergenz

des Integrals
O
dju
fe“” —- U (zz%)dx
dz/.

0
lings dem Radius 0z, zu beweisen.
Da

7 N - e ) -
— U (at) =~ S — = X nn—1)...(n— i+ Vupzn*——

| ’
n—~A ha

so stellt die Funktion

die assoziierte Reihe o-ter Ordnung der Reihe

(e e)
0404...+04+ ¥ a(n—1)...(n—itDyu ™
2 Nullen n=4
dar.
Wie wir im nichsten Kapitel sehen werden, ist die Reihe

e

A‘./ n{n—1).. '(n——;"l"l)un,z"*’"
”:l .
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die aus der Reihe (1) durch Ai-malige gliedweise Differentiation
entstanden ist, im Stern 7, absolut B, -summierbar. Dann ist aber
auch die Reihe

0+0+ +0‘|" 2 nin—1).. (n———l—}fl)unz"*;'

) Nullen n=4~

im Stern v, absolut B ~summierbar und mithin nach dem Ab-
schnitt (a) das Integral

Nee]

j "—f U(m“)dr
> ds*

lings jedem Radius 0z, gleichmissig konvergent, vielleicht mit
Ausnahme der Endpunkte z==0 und z=z2,.

Somit gilt die Formel

+ OO0

q)(l) (2) = / e~ ﬂ U(zx*)dx
J A

az
0

in jedem Punkt des Radius 0z,, die Endpunkte desselben vielleicht
ausgenommen.

Verwendet man die im Abschnitt (b) entwickelte Gedanken-
folge, so konnte man ohne Schwierigkeiten zeigen, dass die obere
Formel auch fiir z— 0 giiltig bleibt.

Daher konnen wir schreiben

Q0 Y o0
M "
gM (0) = fe—‘ 2 e (T8 (0) dur = %w?' fe“‘ 2 do =1 uy,
24 —
0 0

woraus sich ergibt

(A)(O)
u;_: = ,] N

und damit haben wir die Formel

0 0 R (O
9() = 9(0) F 20 g 7D oy L Oy
die die Erweiterung der Reihenentwicklung von
Mac-Laurin darstellt. Dabei sind die Ableitungen der
Funktion ¢(z) lings den Radien des Sternes 7, zu nehmen,
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So bestimmt die Potenzreihe (1) im Stern der absoluten
Summabilitit eine lings den Radien des Sternes stetige, integrier-
bare und unbegrenzt differenzierbare Funktion, wobei man die
Integration und Differentiation unter dem Integralzeichen aus-
fithren kann.

Es bleibt noch zu beweisen, dass wir jede abgeleitete Funktion
sowie die Integralfunktion direkt aus der divergenten Potenz-
reihe (1) erhalten konnen, indem wir die letztere gliedweise
differenzieren, beziehungsweise integrieren.

KAPITEL V.

Differentiation und Integration der divergenten
Potenzreihen.

1. Differentiation, — Es sei die Potenzreihe

(1) T T L T e
im Stern v, absolut B,-summierbar zur Summe

)
p(z) = [e"" U(zx®)dux,
0
wo
o0

. o
Uity = 2 Un =
n=—=~=0 ‘,nia

Differenziert man die Reihe (1) gliedweise nach z, so be-
kommt man die Reihe

2) Uy A 2upz A AT L

Satz. Die Reihe (2) ist im Stern r, absolut
B,-summierbar zur Summe ¢'(z), d. h. bezeich-
net man

(o0]
w(z)= [ e = V(zx%)dx,

0
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n—l

V()= 2 nun

n=1

so besteht die Gleichheit y(2) = ¢'(2).

(n— l)a

a. Zum Beweise der absoluten Summabilitit der Reihe (2)
haben wir die absolute Konvergenz der Integrale

[o.0]
fe—’ s(ex®)dx, 7=0,1,2,...

0
festzustellen, wobei

O

‘ n—>A —1
y AN
Viity= = nu, e
‘n:).+1 [ S Al
Die Funktion
o
y . l+1U
F},+1 (Z; t) = ’M/“Z @)a ;+1(2t)

n:l-H
betrachtend sehen wir, dass

o y d o d . ‘
Vi(et) =z7* = F; , (2,0) =2 (;Z[Z}'“ U, I(Zt)]::‘

= A+ 1)U, (2t) +2*,i, Uj 41 (20),

woraus

Vl(zr“)—(/v—{—l)U;le(zx“)—}—z U1+1(21/ ).
Nun ist aber

d

LU, ey =2t U (22%)

und
TZZ JLI(Z”U)—zaL“—l U I(Z[l!a),
Aus der letzten Gleichheit ergibt sich
! ) 1 d
Uisaay =0 gy Uiy (es®),

Zor
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s0 dass

d oy & d ol
@ Unga (257) = o gy Uiy o (225)-
Damit haben wir die Formel

, . x d
Vi(za®) = (h-+1) Uy, (22%) += - Uy, (z2%),
woraus

4

Vi) | = QD | U e |+ 2| o ) |,

A1

und folglich konnen wir schreiben
i

J~
0

l
V(2% |dr= (A1) fe“‘
i

{
1 —x
—}—;fe x
[t

Da das Integral

U o (22%) de—k

d
Az Lfl_l_l(zxa) dx.

Nee

| .
j e—”l U;~+1(Zx“) ;dx
0

fir jedes z im Stern 7, existiert, so haben wir nur das Vorhan-
densein des Integrals

O '
fe“”‘x
[}

zu zeigen. Zu diesem Zweck beweisen wir zunichst einen Hilfs-
satz.

d
Uy, (%) | de

b. Hilfssatz. Konvergiert das uneigentliche

Integral

0
fe“‘F(za:“)dw

0

im Punkte 2z, absolut, so konvergiert das
Integral

(e o)
/‘e“‘xF(z,n“)dx

0
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in jedem Punkte der Strecke 0z, absolut,
der Punkt 2z, vielleicht ausgenommen.

Es sei z, = ¢, so ist das Integral

jee]
[('—“F(Toe'(p“x“)dx
i

nach der Voraussetzung absolut konvergent.

Setzen wir
roxt = y*,

so finden wir

<) 1 co _ 1
fe”‘ Freta®yde =r, fe—“ a”F(e“”“y”)dy.
0 )
Nun folgt aus 0 < » < #¢ fiir alle hinreichend grossen ¥

1

1
—_r - }(l —_r - 70‘1
ye T<le™™ Y,
und damit konvergiert das Integral
1

o N f (e o] =
[e_sz(rei¢° de=1r ° fye = Fu FePy) dy
v. 0

absolut.

c. Jetzt sind wir imstande die absolute Konvergenz des In-
tegrals

o

d ., ;

wo
(0] A 1y
(n 1y
d . N d SV L A1 ® I
de [”’Av+1(2'7; )= de <~ Un? [(n— 21— 1) -
. 'u:}.—,’»l T
& X n—h--D@—1
. ¥ n—~A—1 f?i,__,v,;_\
- < Ul
~ [ —2—1)a—1"
w=lt1 N

im Stern 7, zu beweisen.
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Es sei k eine der Ungleichung
> 1
—
geniigende natiirliche Zahl. Bezeichnen wir
ko —1 = ,9
und betrachten das im Stern 7, absolut konvergierende Integral

(]
U gy, (22 de =

0
“r <« A (= bk 1)t
r_—fe_z[ Y oowet k- | r . ]d:/;,
o = A k41 “,(l;)' —k;l)g

das wir durch das gleiche und ebenfalls absolut konvergierende
Integral

ee]
e_"IﬂU;__H‘+1 (z2z%)dx =

“° oo 111—-).~1)n:$1
—_ fe~w[ Z unz'n—l—-k—l _.,‘T;v_________, ] dx =
0 n:).-{—k—(-l {(n——l—ﬁl)a—l

OO0 oo

i“k « ﬂ—;.%lnl
=z¢ fc”z[ > w ) ﬁ]daz

0 n=A-tk41 L(@:l‘,_i)a - 1
ersetzen konnen.

Wegen des im Abschnitt (b) bewiesenen Hilfssatzes konver-
giert auch das Integral

o0

,1,, -k & (Z,L_(Z)nw/-.— 1_._l
Z” [(’_x-/’«'l: 2 Un — : *”*ﬁ ]dx:

J(‘IZ—X—?l)a;l

0 nz=At k41
o * N x(n_i._l)a—l y
—k —% n—rh—1
=2z ¢ X 2 UnZ e (lf()
f [ " (n—x—na_lJ
0 H= l—{—k+ 1 - =

im Stern v, absolut, woraus die absolute Konvergenz des Integrals
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—z d
e ,+1(2x Ydx =

Y Tm—/’l._na—-l
—_ )—‘ unz" -t dx
n—24—1le—1

= A1
unmlttelbar folgt

d. Was die Summe (2) der Reihe (2) betrifft, so ist sie
durch das Integral
(ee]
WP(z) = fe_z V(z%)dx

0

gegeben,
Nach dem Abschnitt (a) haben wir aber
i d
V,(2t) =z e P CA))

und dann insbesondere fiir A =10

V(Zt) = {I% Fl(zyt)y

woraus

oo
P(z) = fe_x i F(z,2%)dx.
O
Da F; (z, t) die assoziierte ganze Funktion a-ter Ordnung der
absolut B,-summierbaren Reihe
I T T L S
ist, so diirfen wir nach (IV, 3, ¢) die Reihenfolge des Differen-
zierens und Integrierens vertauschen und erhalten demgemaiss
oo
i - . { /
w(e) =7 | " Fi(z,a)dx= 5 [¢(2) —u] = ¢'(2).
0
2. Setzen wir
¢ (z Y = u e ugt . w L

so konnen wir schreiben

@' (2) = wu, + 2ugz +Bug2 ... - nun” .
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Da die letzte Reihe im Stern v, absolut B -summierbar ist,
so bekommen wir weiter

P"(2) =2-1uy+3-2ugz+4-3u,22 ...+ n(n—1)u.2" " 4. ..
tnd im allgemeinen
e P (2) = A(A —1)... Lu; +(A-41)A. L 2uy i

+(z+2)(A+1)...3ul+gz2+...+n(n—1)...(n—«z+1)unzn-’-+...,
wobeil alle durch die gliedweise Differentiation erhaltenen Reihen
im Stern 7, absolut B, -summierbar sind.

Weil die Funktionen

dl
S Ut), 4=0,1,2,...

dz
die assoziierten ganzen Funktionen der Reihen
OO -
04+0+...4+0+ I n(n—1)...(n—2i+1)uz"""
2 Nullen n=A

darstellen, so konvergieren die Integrale

oC

A
(3) fp d‘; Uzz)de, 7=0,1,2,...
dz

)

im Stern 7, absolut.

Umgekehrt, wenn die Integrale (3) in einem Punkt absolut
konvergieren, so ist die Reihe (1) nach (IV, 1, a) in diesem
Punkt absolut B -summierbar.

Somit ist fiir die absolute Summabilitit der Potenzreihe (1)
in einem Stern notwendig und hinreichend, dass die Integrale (8)
in diesem Stern absolut konvergent sind. Was die Randpunkte
des Sternes anbelangt, so kann die Reihe (1) da absolut
B -summierbar sein, ohne dass die Integrale (3) da absolut
zu konvergieren brauchen.

3. Integration. — Integriert man die Potenzreihe
(1) Uy + w2 d-up2® + .. w2 ..
gliedweise nach z, so bekommt man die Reihe

22 2 !
(4) ltoz—{—u15+u2~3—f—...+unm+....
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Satz. Die Reihe (4) ist im Stern 7, abso-

z

lut B,-summierbar zur Summe j(p(z)dz, d. h.

hezeichnet man

el
2(2) = /e’” W(zx%)dur,
mit
(0w}
u f,“+]

() = M " "
” (f) -’-/0 7L+1 (n—l-l)a b}

=

so besteht die Gleichheit

() =] ¢ (2)dz.
a. Zum Beweise der absoluten Summabilitit der Reihe (4)
geniigt es, wenn wir die absolute Konvergenz der Integrale
,.L”fz d}'
e " Wzr*)dx, +i=0,1,2 ...
d*
8]
im Stern 7, zeigen.
Es sei F't (2, t) die assoziierte ganze Funktion a-ter Orduung
der Reihe '
O+ut+uwz+...+w2t 4 ...,

d. h. es sei
o .
1 —— ) 7 pet] t” .
Flz,t) = 2.1 UnZ _‘,(’,l"",l)“ s

1 =10
so haben wir
W(zt) = j Fi(z, t)dz,
O
woraus

A A—1
CoW(at) = dil—_z Fi(z,1).
v &

dz
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Folglich konvergieren die Integrale

o -
e dt
f e = W(zz%)dx

dz
0

im Stern 7, absolut.
b. Fiir die Summe y(2) der Reihe (4) ergibt sich

o o) Z
7(2) = fe'x W (zx%)da = fe"”[fF‘ (z,x“)dz]dx:

0 o

0
7 o)
:f[fe_zF‘(z,x“)dx]dz:f(p(z)dz,
0 0

[{]
denn nach (IV, 3, b) ist die Vertauschung der Reihenfolge der
Integrationen zulassig.

Somit folgt aus

P (2) =ugt s +uy2® + ... fund"
-die Gleichheit
: Zﬂ+1

fw(z)dz=uoz+u|f;+u2§+... e S

(]

4. Fiir die Reihen, die man aus der Reihe (1) durch glied-
weises Differenzieren oder Integrieren erhilt, dient 7, als der
Stern der absoluten Summahbilitit in dem Sinne, dass alle erwihn-
ten Reihen nur im Innern des Sternes ¢, absolut B -summierbar
sind, wihrend in den &dusseren Punkten desselben keine dieser
Reihen absolut B,-summierbar ist, denn widrigenfalls konnten
wir beziehungsweise durch Integrieren oder Differenzieren zeigen,
dass fiir die Reihe (1) in bestimmten dusseren Punkten des Ster-
nes 7, absolute Summabilitit herrschen miisste, was aber un-
moglich ist.

Also spielt der Stern 7, in bezug auf die absolut B, -summier-
baren divergenten Potenzreihen dieselbe Rolle, wie der Konver-
genzkreis betreffs der konvergenten Potenzreihen.

Somit haben wir die Theorie der konvergenten Potenzreihen

auf die absolut B -summierbaren divergenten Potenzreihen erwei-
tert, oder mit anderen Worten, wir haben, von dem B -Verfah-
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ren ausgehend, eine bestimmte Theorie der divergenten Potenz-
reihen begriindet, die fiir =1 die bekannte Theorie von Bo-
rel1) enthilt.

Da wir nirgend wesentlich die Divergenz der Potenzreihe (1)
vorausgesetzt haben, so ist die verallgemeinernde Theorie Bo -
rels auch auf die konvergenten Potenzreihen anwendbar, welche
Frage wir im nichsten Kapitel behandeln werden.

KAPITEL VI.
Absolute Summabilitat der konvergenten Potenzreihen.

1. Besitzt die Potenzreihe
(1) u(2) =g+ U2+ U222 + ..Uz L

einen endlichen, von Null verschiedenen Konvergenzradius

1
R=limsupw—>
=+ CO ]/}un)

so ist die entsprechende assoziierte Reihe a-ter Ordnung
ad "
Uty = Y un -

n
n =0 q

bestindig konvergent, denn die Anwendung der bekannten For-
mel von Stirling ergibt

L3
lim sup %— = R lim sup V |pa =
n - 00 Fun) 1 - 0O

(24

— Rlim supV (na)" ¢ "V 2ana = R limsup (na)®e%= oo
1 -» OO 7 =» OO
Weil die Reihe (1) im Konvergenzkreis 2| < R absolut kon-
vergiert, so ist sie dort sicher absolut B, -summierbar, wobei ihre
Summe

(ee)]

p(2) = fe”z U(zz%)dx

0

1) E. B orel, Lecons sur les séries divergentes.
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mit dem durch die Reihe (1) dargestellten Funktionszweig u(2)
tibereinstimmt, d. h. es ist
p(2) =u(z), fiir [z] < R.

Sei A der Holomorphiestern des Funktionszweiges «.(z), d. h.
die Menge aller Punkte z, die man durch regulidre analytische Fort-
setzung der Reihe (1) langs den vom Nullpunkt ausgehenden Halb-
geraden [ erreichen kann, und es bedeute 2z, einen Punkt in die-
sem Holomorphiestern, der ausserhalb des Konvergenzkreises
|z] < R liegt, so besitzt u(z) im Punkte z, einen bestimmten Wert
u(2y), obgleich die Reihe (1) in jenem Punkte divergiert.

Satz. Ist die Reihe (1) im Punkte zo=rs e
des Sternes A absolut B,-summierbar, dann
fallt ihre Summe

o
(2) @(2) = f("” U (roe'$oat)dz
0
mit dem entsprechenden Funktionswert u(z,)
zusammen,

Setzt man im Integral (2)
so ergibt sich

o _ et
fe-" U(rye*¥ox®ydr =71, * fe—"ﬂ “v U (e Poy®)dy.
0 (})

Betrachten wir nun das Integral

g ! > i% . .
(3) P(2)= (e~ )afe—( ) YU (o) dy,

. 1
mit z = re'?.

Da der Punkt z =0 im allgemeinen ein Verzweigungspunkt
der Funktion

Q-

[N

ist, so nehmen wir in der z-Ebene einen Schnitt (0, ) ldugs der
Verlingerung der Strecke Oz, vor, indem wir uns auf die Punkte
z=r7e" beschrinken, fiir welche |g—q, < ist.
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Dag Integral (3) konvergiert fiir alle in Betracht kommenden.
z gleichmissig, wenn

) - 1 1
e"pn & 1 - =
V2 Y=g
- b
woraus
) 1 1
&P\ 1\,
[(7 2\
oder
cos 2% ( )—1
~ a_~{1l)e
1 =
r¢ o
und damit

ré = 7',)"‘ cos £"%0,
o
Lasst man das Argument ¢ im Falle a=2 die Werte

T
2

o—@, | =aj
und.im Falle a> 2 die Werte

=G =7
durchlaufen, so stellt die Gleichung

1 L
re=r,% cos ¥ %0

[24
eine geschlossene Kurve C. dar, die stets den Punkt z, — rqe'¥o
und fiir ¢ =2 auch den Nullpurkt durchgeht, wihrend sie fiir

¢ > 2 den Nullpunkt umschliesst (Fig. 3.).

Fig. 3.
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Die Kurve C, begrenzt einen Bereich D, , in dessen Punkten
das Integral (3) gleichmaissig konvergiert, abgesehen von dem im
Falle « > 2 vorhandenen Schnitt OF lings der Verlingerung der
Strecke Oz, (Fig. 3.).

Somit stellt das Integral (8) eine Funktion @ (z) dar, die
im Bereich D_ holomorph ist, mit Ausnahme des Schnittes OP
im Fallea > 2.

Wegen der Gleichheit

o0 1 00

p(z) = fe"‘ U(re¥z®)du = r Q]er “y (YY) dy

0 o

haben wir fiir ¢ =¢,, 0<Ir=1,, d. h. auf der Strecke Oz,

D(2) = @(z).
Nun ist aber im Konvergenzkreise |z2| < E der Reihe (1)
p(z) = u(z2),

und damit gilt auf dem Teil der Strecke Oz,, der sich im Konver-
genzkreise |z| < R befindet, die Gleichheit
D(2) = u(z).

Da die Funktionen & (z) und u#(z) beide analytisch sind und
® (z) ausserdem im Bereich D, , ausgenommen der Schnitt OP
im Falle « > 2, holomorph ist, so verhilt sich auch die Funktion
#(z) nach dem bekannten Satz von Meray-Weierstrass
im Bereich D. holomorph, wobei wir im Falle ¢ > 2 den Schnitt
OP nicht mehr einzufithren brauchen, denn der Nullpunkt ist.
fiir die Funktion #(z) ein reguldrer Punkt.

Also gilt die Gleichheit

D(z) = u(z)
und folglich auch die Gleichheit
p(2) = u(2)
auf der ganzen Strecke Oz,, den Punkt z, mitgezdhlt, denn die

Funktionen ¢(2) und %(z) sind im Punkte z, stetig. Somit haben
wir

p(z,) = u(z,),
und es besteht demnach ein voller Einklang zwischen den Theo-
rien der absoluten Summabilitit und der analytischen Fort-
setzung.
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2. Wenn also die Potenzreihe

(1) w(z) = ug+ w7+ u?® .. w4

im Punkte zo=7e'% absolut B,-summierbar ist, dann verhill
sich die Funktion #(z) im Bereich D., der von der Kurve C,,

i 1 T o
¢ — ¢ |¢"‘(Po|§aﬁ_; flir a =2
»

=1y cos u P — @y | =m fira>2
begrenzt wird, holomorph. Damit ist fiir die absolute Summabili-
tat der Potenzreihe (1) im Punkte z, notwendig, dass die Funk-
tion u(z) im Bereich D, holomorph sei.

Wir behaupten, dass fiir die absolute Summabilitit der Po-
tenzreihe (1) im Punkte z; hinreichend ist, wenn die Funktion
u(z) sich im Bereich D, und auf der Randkurve C. holomorph
verhilt.

a. Nehmen wir an, dass die Funktion u(z) im Bereich D,
und auf der Randkurve C, desselben holomorph sei und zeigen
zunichst, dass dann das Integral

O

[c 2 (zqx%)dx

o/

Q0
absolut konvergiert.

In der Tat konnen wir infolge der gemachten Voraussetzung
-eine die Randkurve C, umschliessende rektifizierbare Kurve C
finden, so dass die Funktion «(z) auf C noch holomorph bleibt.

Weil die Kurve C den Nullpunkt umkreist, so haben wir nach
der Integralformel von Cauchy

1 u()dl
Un=75 v W, n=0,1,2....
o °

Daher lasst sich die assoziierte ganze Funktion

q-ter Ordnung der Reihe (1) auf die Form

(&) " oo .
n PR
— Vg by Qs
[](t) - ‘: Uy o = oni f ]n(x e
n= 0 g n=290 "o g

(ee]

1 [y Ve 1 [0 () e
#2"'1 (éo ;’W)dg‘%f 3 F’”‘(:)“‘S

() 0
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bringen, wo

o0 o
Z

ol = = e

die bekannte ganze Funktion von Mittag-Leff-
ler 1) bedeutet, die nach den Untersuchungen Mittag-Leff-
lers der Ungleichung

(B (2) < K 1" |+ K,

oder

I PN G
| B (re?) | < Ke + K,

geniigt, wenn |¢|= 7 ist und K, K, bestimmte Konstanten sind.
Bezeichnen wir nun die Linge der Kurve C mit L und das

.Maximum des Moduls der Funktion i@ auf C mit M, so finden

s
o\ |
Zgx |
N ( E )I !
Mazx (C)

woraus, indem man ¢ = oc'?, mit {6 —q¢,l=mn, setzt, folgt

wir

% P 1 u(k 5 2%
| Ulzz®)y | = 5 ’ : -k : d\

(&

LM
=2

i | ; | ol
e’ U(zy2%) i = [é: e_lJ K, [ Oy o — 0)] | <

) Maz (C)

(4)

t —_
< {Is L] +K_}ﬂ}

Mar (C)

Unterscheiden wir im folgenden zwei Fille, je nachdem ob
a>1 odera <1 ist.

1) Gustaf Mittag-Leffler, Sur la représentation analytique
d’une branche uniforme d’une fonction monogéne, Note V. Acta mathe-
matica 29, 1905, S, 101—182. — Derselbe, Sur la représentation arithmétique
des fonctions analytiques générales d’une variable complexe, Atti del IV
Congresso Internazionale dei Matematici, vol. I, 1909, S, 67—85.

b
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10 Weil im Fallea >1 die Ungleichung

1 1

o o ;=
r% = r,"cos =%

[24

nur fiir die Punkte z=—re'? des Bereiches 1), und der Rand-
kurve C, gilt, so besteht fiir die Punkte {= 0¢'® der Kurve C
die Ungleichung

L

1
Lo o
0% >7,%cos guffo,

woraus folgt
1
1— (@)acos—@:ﬂ> 0,
0 [

und damit ist auch
1

m:[l—(ﬁ’)‘;costw“] > 0.
¥ Min (C)

o

Daher haben wir nach (4)

—a T | LM —m —x
e U (zget) | < g (Ko™ 4 Kpe ),

was unmittelbar das Vorhandensein des Integrals

fe_ﬂl U (zyz%) “ dr

(]

nach sich zieht.

20 Im Falle ¢ < 1 teilen wir die Kurve C in zwei Teile C,
und C,, indem wir die Punkte der Kurve C, fiir die . 6 — ¢, ' = ag
ist, zur Teilkurve C, und die Punkte der Kurve C, fiir die
a ggg 0 — @,| =a ist, zur Teilkurve C, berechnen (Fig. 4.).

Da die Kurve
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Zweige besitzt (Fig. 4.), so gilt die Ungleichung

1 1
0% = 1@ cos O %0
= «

wohl auf der Teilkurve C;, aber nicht mehr auf der Teilkurve C..

Nun hat aber G. Mittag-Leffler in den vorhergenann-

ten Arbeiten gezeigt, dass im Sektor (ng |¢ | = insbesondere
die Ungleichung

| E,(2) [ <K
besteht, wo K eine bestimmte Konstante ist.

Somit ergibt sich nach (4)

2.0 2 it
(7 it 22(5)

/\],2M - “E ( = ):uax(0>+K]

und folglich ist das Integral

/
—z L
T U (202 B T .
€ ’ (‘Ox ) ‘ = € [ Uax (Cy) ] <

[oze]

e T
/e
J°

U (2,2%) | dic

o5
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vorhanden, denn das Integral

o |
Sl i e ) i dx
.[( ‘ « ( g ‘ Mazx (€))

0

hat infolge des Vorhergehenden einen Sinn.

b. Es ist noch zu zeigen, dass auch die Integrale

(o]
fe“”/U (2o2%) |dz, A=1, 2,...
4]

existieren.
Nun ist aber

[ee]

. [ee]
— i 1 P -k u(g)de,
U t - /‘ ¢ Y‘ 'S—“—:
A ( ) ‘-j} l(n— ])a 2,” ,—-/} ‘”l _ ;) ;n+1

no-

o .
) 2
1 w(g 0 " . 1 u(S) Y ;e
= om f 7_{%)‘1( ..)- Y ds = L, f J :,] Efl =] s
;. _;_; ((IL—*]J_C( ’ & 'g \ e

(&)

Es bezeichne L wieder die Linge der Kurve C und M das

2o ‘C{
B[]

woraus wie in Abschnitt (a) die Existenz des Integrals

o0 ;
fe" U; (zgz®) | dx

(]

Maximum des Moduls , so haben wir

LM
e " U; (70La) \ = —n—e_“

Maw ()

folgt.
3. Somit sind wir zum folgenden Resultat gelangt:

Satz. Damit die konvergente Potenzreihe
1) u(z) =wuptuz+ w2+, w4 ..

im Punkte zy=7e% absolut B, -summierbar
ist, ist es notwendig, dass die durch diese
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Reihe dargestellte Funktion #(2) sich Im
Bereich D., der von der Kurve C,

t L lg—g,l=al fira=2
Ny A Sak LR 2
0 « g —gy | = flir a >2

begrenzt wird, holomorph verhielt, und hin-
reichend, dass die Funktion #(z) sich im Be-
reich D, und auf der Randkurve C. holo-
morph verhdlt.

Vermoge dieses Satzes konnen wir leicht den Stern r, der
absoluten Summabilitit der Reihe (1) bestimmen.

Sei A der Holomorphiestern der Funktion %(z) und ¢, die auf
einer vom Nullpunkt der z-Ebene ausgehenden Halbgeraden [ sich
befindende Ecke des Sternes A, d. h. der erste singuldre Punkt
der Funktion u(z) auf der Halbgeraden [/, den man durch ana-
Iytische Fortsetzung lings dieser Halbgeraden nicht erreichen
kann.

Betrachten wir auf der Halbgeraden ! einen Punkt z. Liegt
z dem Nullpunkt geniigend nahe, dann gehért die entsprechende
Flache D, ganz, die Randkurve C. mitgezdhlt, dem Holomorphie-
stern A an. Liegt aber z vom Nullpunkt hinreichend weit, zum
Beispiel |2 > |&|, so gehort die Fliache D, nicht mehr ganz dem
Stern A an.

Teilen wir nun alle Punkte der Halbgeraden ! in zwei Klas-
sen, indem wir jene Punkte z, fiir die die Fliche D, ganz dem
Stern A angehort, zur ersten Klasse und alle iibrigen Punkte
der Halbgeraden ! zur zweiten Klasse zdhlen. Da jeder Punkt der
ersten Klasse dem Nullpunkt niher liegt als irgendein Punkt der
zweiten Klasse, so gibt es einen Schnittpunkt z, beider Klassen
derart, dass die jedem Punkt z der Strecke Oz, entsprechende
Flache D, ganz dem Stern A angehort, wihrend die jedem aus-
serhalb der Strecke Oz liegenden Punkt 2 entsprechende Fliche
D, nicht mehr ganz dem Stern A angehort, sondern Hussere
Punkte des Sternes A enthiilt. Dabei muss die dem Schnittpunkt
z, entsprechende Fliche D,, auf ihrer Randkurve C, mindestens
eine Ecke { des Sternes A enthalten, denn D., kann nicht ganz
dem Stern A angehoren, noch Adussere Punkte des Sternes 4 ent-
halten.
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Nach dem vorherigen Satz ist die Reihe (1) auf der Strecke
Oz,absolut B ,-summierbar, aber nicht mehr in den iibrigen Punk-
ten der Halbgeraden I. Was den Punkt 2, an sich betrifft, so
kann die Reihe (1) dort absolut B -summierbar sein oder nicht.

Lisst man die Halbgerade [ eine volle Drehung um den Null--
punkt ausfithren, so erzeugt die Strecke Oz, einen Bereich 7, in
dessen inneren Punkten die Reihe (1) absolut B -summierbar ist,
wihrend in den dusseren Punkten desselben keine absolute Summa-
bilitdt herrscht. Somit ist der Bereich 7, der Stern der absoluten
Summabilitdt der Reihe (1).

Es bleibt noch die Randkurve des Sternes r,, d. h. den geo-
metrischen Ort seiner Randpunkte ¢, = 7% zu bestimmen.

Wie wir gesehen haben, muss die dem Randpunkt 2, ent-
sprechende Kurve C

1 1 %q)—q)l}éa; fir a=2

0 (ZV
r% =% cos ——> .
! “ lg—o, =x  fir a>2

mindestens eine Ecke &= 0e'® des Holomorphiesternes A enthal-
ten. Damit muss die Gleichheit
1 .
w %} _L“

L
— g &
% =nr% cos -

bestehen, woraus

fir a = 2,

g,—O|=mn fir a > 2.

Die letzte Gleichung stellt eine im Fallea = 2 offene und im
Fallea >2 geschlossene KurveI’;dar, die stets den Punkt &= oc'®
durchgeht (Fig. 5.).

Besitzt der Holomorphiestern A der Funktion #(z) eine ein-
zige Ecke {, so besteht der Stern 7, aus denjenigen Punkten der
z-Ebene, die sich in bezug auf die Kurve I'; auf derselben Seite
befinden, wo der Nullpunkt liegt, und damit bildet hier die Kurve

I'. selbst die Randkurve des Sternes 7.
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Besitzt der Stern A eine endliche Zahl von Ecken

‘;.1’ é-_)’ < vy gz,
so entsprechen diesen n Kurven
al Al
I’;l, I's‘-z’ e Igm

wobei der Stern v, aus denjenigen Punkten der z-Ebene besteht,
die sich in bezug auf jede Kurve I',, auf derselben Seite wie der
Nullpunkt befinden, und somit bildet sich die Randkurve des Ster-
nes v, im allgemeinen aus Kurvenstiicken der I';.

Fig. 5.

Besitzt der Stern A unendlich viele Ecken, die eine abzéhl-
bare oder nicht abzihlbare Menge {§} bilden, so entspricht die-
ser Punktmenge die Kurvenmenge { I’C}, wobei der Stern 7, aus
denjenigen Punkten der z-Ebene besteht, die sich beziiglich jeder
Kurve I, auf derselben Seite befinden, wo der Nullpunkt liegt.
Damit kann hier die Randkurve des Sternes 7, zum Teil aus
Kurvenstiicken der I';, zum Teil aus der Einhiillenden der Kurven-
menge {I’C} bestehen.

Im Sonderfall ¢==1 ergibt sich fiir I’.C die Gleichung

A

'™ cos (g, — @)’
die eine Gerade 4 darstellt, die im Punkt { senkrecht zur Strecke
0f steht (Fig. 5.). Der betreffende Stern 7 = 7, dessen Rand-
kurve aus lauter geradlinigen Stiicken der At’ oder nur aus der
Einhiillenden der Geradenmenge {Ag}, oder zum Teil aus gerad-
linigen Stiicken der 4, und zum Teil aus der Einhiillenden der
Geradenmenge {4,} besteht, ist das bekannte Summabili-
tatspolygon von Borell).

1) E. Bor el, Lecons sur les séries divergentes,
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Aus der vorhergehenden Konstruktion des Sternes v, kon-
nen wir folgern, dass der Sternt, der absoluten Summabilitit bei
den konvergenten Potenzreihen mit dem von G. Mittag-Leff-

lert) gefundenen Stern B(a)der einfachen Konvergenz des Inte-

grals
(o]
fe—”” U(zs") d

(1]

iibereinstimmt.
Wie Mittag-Leffler gezeigt hat und wie wir uns

leicht iiberzeugen konnen, ndhert sich der Stern T, = B(“)
unbegrenzt dem Holomorphiestern 4, wenn a der Null zustrebt.
Damit ist eine konvergente Potenzreihe in jedem Punkt des Holo-
morphiesternes des von ihr dargestellten Funktionszweiges u(z)
absolut B -summierbar, wenn man nur ¢ passend klein annimmt.

KAPITEL VIIL
Erweiterung des Begriffs der absoluten Summabilitat.

1. Bei der Definition der absoluten Summabilitit der Reihe
(1) o+ g+ ue? w2

haben wir vorausgesetzt, dass die entsprechende assoziierte Reihe
a-ter Ordnung

tn
" ne

(2) Uty= 3 u

bestindig konvergent sei und somit eine ganze Funktion U(¢)
darstelle.

Wie wir im folgenden sehen werden, ist die bestindige Kon-
vergenz der Reihe (2) zum Aufbau der Theorie der absoluten
Summabilitdt nicht wesentlich, sondern wir haben diese beschrin-
kende Voraussetzung nur der Einfachheit halber gemacht.

a. Nehmen wir an, dass die Reihe (2) einen endlichen, von
Null verschiedenen Konvergenzradius K besitzt, und dass der

1) G. Mittag-Leffler, op. cit.
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Holomorphiestern A des betreffenden Funktionszweiges U () zum
mindesten einen unendlichen Radius ! hat, d. h. dass U(¢) mindes-
tens langs einer vom Nullpunkt der ¢-Ebene ausgehenden Halb-
geraden [ analytisch beliebig weit fortsetzbar ist. Dann besitzen
auch die Reihen

U,() = Xu, "

n==a

denselben Konvergenzradius R und die Holomorphiesterne der
U;(t) denselben unendlichen Radius /, denn es ist

Uae) =t +uwL... +u, oAt-Def DOy (9,

und wie P, Dienes!) gezeigt hat, veranlasst noch vernichtet
die verallgemeinerte Integration von Riem a nn keine singulire
Stelle der entsprechenden Funktion. Folglich treten bei den
Funktionen U, (¢) dieselben singuliren Punkte auf wie bei der
Funktion U(t), und somit haben die Funktionen

U,(t), »=0,1,2, ...

den gemeinsamen Konvergenzkreis und den gemeinsamen Holo-
morphiestern A.

Den Begriff der absoluten Summabilitit erweiternd, sagen
wir, dass die Reihe

(1) ‘u0+u12+u222+ . . .+u1/2"+ e
im Punkte 2z, der Halbgeraden ! absolut B -summierbar sei, wenn
die Integrale
~CO
] e U, (2,2%)de, 1=0,1,2,...
0
absolut konvergieren,

Wir konnen uns leicht iiberzeugen, dass die vorherbegriindete
Theorie der divergenten Potenzreihen auch fiir solche absolut
B, -summierbaren Potenzreihen giiltig bleibt, wo die assoziierte

) Paul Dienes, Lecons sur les singularités des fonections ana-
lytiques. Paris, 1913.
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Reihe a-ter Ordnung einen cndlichen, von Null verschiedenen
Konvergenzradius besitzt, denn die Reihen

oo
Uy, () = Y u,

n==~=

e

— —, 2=0,1,2, ...

I —2) «

sind in jedem Punkt der Halbgeraden ! absolut B, -summierbar,
wenn man nur « geniigend klein wihlt, und diirfen somit auf
dieser Halbgeraden wie konvergente Potenzreihen im XKonver-
genzkreis behandelt werden oder, mit anderen Worten, wir diir-
fen jene Reihen auf der Halbgeraden I so behandeln, als ob sie
bestandig konvergent seien.

b. Als Beispiel betrachten wir die divergente Potenzreihe
14jaz+4-2a ... jnaz"+..., .

wo g eine reelle positive Grisse bedeutet.
Nimmt man hier ¢ = a, so lautet die assoziierte Reihe

o
Uty = yt'= |,
n—=20
wobei alle Radien des Holomorphiesternes A der Funktion U(¢)
unendlich sind, ausser der positiven reellen Achse, auf der sich
der einzige vorhandene singuldre Punkt ¢ =1 befindet.

Bilden wir das Integral

oe]

o0 —z
(p(z) = f(’-_"r' [/7 (Z.T”) d.’.' _— flf, ';; d‘l'

4] )

und zeigen wir, dass es in der ganzen z-Ebene, die positive reelle
Achse ausgenommen, absolut konvergiert.

Es sei ¢<a eine beliebig kleine positive Grosse und T, der
Sektor der z-Ebene, der von den vom Nullpunkt ausgehenden
Halbgeraden | ¢! == & begrenzt wird und die negative reelle Achse
enthilt (Fig. 6.).

Liegt z im Sektor T',, so liegt der Punkt zx® ebenfalls in die-
sem Sektor, und damit haben wir

1z 2 sin e,
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denn |1-—zx“| stellt den Abstand des Punktes zz“ vom Punkt
1 dar. Also ergibt sich

1

fT— 2z

1

=
— sing’

und folglich konvergiert das Integral

im Sektor T  absolut und gleichmissig und stellt daher in jenem
Sektor eine holomorphe Funktion ¢ (z) dar.

Fig. 6.

Da wir ¢ beliebig klein voraussetzen konnen, so konvergiert
das letzte Integral in der ganzen z-Ebene, mit Ausnahme der posi-
tiven reellen Achse, absolut und gleichmissig gegen die holo-
morphe Funktion ¢ (2).

Weil nun
J Lo y
d/. A 1 40
Gty = S e
dzt det \ 1 — za% (1 — z2@)h +1

so sind auch die Integrale

C d).

-z & ay do. s
fe leU(Zx)d.l/, A=1,2, ...
0

im obengenannten Bereich absolut konvergent, wodurch die abso-
lute Summabilitat der Potenzreihe

()
y [na z*
P R S

nw=>0
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bestdtigt wird. Dabei besteht der Stern ¢ der absoluten Summa-
bilitat aus der ganzen z-Ebene, mit Ausnahme der positiven reel-
len Achse.

2. In derselben Weise konnen wir die Theorie der diver-
genten Potenzreihen auf die Reihen

(1) Up + U2 F U222 - . U L

erweitern, fiir die der Konvergenzradius der entsprechenden
assoziierten Reihe a-ter Ordnung

o =

(2) 2 e
n—2, o -
gleich Null ist, wenn nur der Stern der absoluten Summabilitat
der Reihe (2) einen unendlichen Radius ! besitzt und falls die
Integrale
e el

fe‘x (I)l (z,2%) dz, 4=10,1,2,...

(]
absolut konvergieren, wobei <I>; (t) die Summe der divergenten
Reihe ’

o t"")‘

S
2’ "in—Aea
n= l -

und z, einen Punkt auf dem Radius ! bedeutet.
a. Ist zum Beispiel die divergente Potenzreihe
1+4jabe+2a20 224+ ... 4 |napb "4 .. .,

mit ¢ >0 und b >0 gegeben, so erhalten wir fiir « =10 die
assoziierte Reihe

die nach dem Vorhergehenden divergiert, doch im Stern t zur
Summe

absolut B, -summierbar ist.



A XXXVIL ¢ Verallgemeinerte Theorie. .. 7

Da fiir jedes ¢t im Sektor T,

1
T sing

-

1 -t

ist, so ergibt sich
2, 1
@(t)ismf" Ao = e

und folglich konvergiert das Integral

e @]
¢ (2) = f@""l’(zz/") dy

0

im Sektor T, absolut und gleichméssig und stellt daher eine in
jenem Sektor holomorphe Funktion ¢ (z) dar.

Weil wir ¢ beliebig klein wahlen konnen, so konvergiert das
letzte Integral im ganzen Stern ¢ absolut und gleichmissig gegen
die holomorphe Funktion ¢(z), die sich in der Form

PN e ~ Gy
(p(z)zfe Jl — dedz/—f f dx dy
1-- 22y 1— za® y
O 0

darstellen lasst, denn das betreffende Doppelintegral ist absolut
konvergent.

b. Im allgemeinen koénnen wir uns nach und nach iiber-
zeugen, dass jede Potenzreihe von der Form
oo
_ n
ray. . fna, 27
n =0 B

wo ay >0, a,>0,...a,6 >0, im Stern v im erweiterten Sinne
absolut summierbar ist und daselbst eine holomorphe Funktion
@ (2) darstellt, die durch das absolut konvergente m-fache Integral

‘, (i ta, .t ay)
P (2) = 1;”190 —om Jcrld.l;z...dxm
m

gegeben ist.
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3. In Kapitel VI haben wir gesehen, dass eine konvergente
Potenzreihe nicht nur fiir ein bestimmtes a absolut summierbar
ist, sondern fiir jedes a > 0, wobei sich nur der Sternv,der abso-
luten Summabilitat verandern wird.

a. Was eine divergente Potenzreihe anbelangt, so kann sie
ebenfalls fiilr mehrere Werte von a absolut summierbar sein, wie
aus der Betrachtung der Reihe

3) 1—z41-325—1-3.5"+F...+(-1)"1-3.5-...
o (Cn—1) "L

erscheinen wird.
10 Fir a=1 ergibt sich

<O
Ut () =14 3 (iR o Uy
n=1 -
o Loz e w1 !
=14 3 ()P EEETTR ot (142 Pt

[n
n=1 -

und somit haben wir

o,
(4
= 5 = ,;d'
9 (2) fy/1+2zw +

4]

wobei das erhaltene Integral in der ganzen z-Ebene, mit Aus-
nahme der negativen reellen Achse, absolut und gleichmissig
konvergiert.

Da ausserdem

2 _ }
! (1)@=

— 1
UM (ez) = e a.ainy
7. dz* V1 + 2z ]/(1 i 2z:c)2}'+ 1

dz
so ist es ersichtlich, dass die Reihe (3) absolut B,-summierbar ist,
wobei der Stern v, aus der ganzen z-Ebene, ausser der negativen
reellen Achse, besteht.
20 Fiur a=2 bekommt man
> 1-3-5 20— 1
Py=1+ 3 ("R B D

n=1

[eo] ¢
_ (=" R e i A L
=14 3 54%. . amt =2 ”m‘*(‘z) = 7,
n=1 w—0 -
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und damit ist

o

ra @)= [T an

0]

wobei das erhaltene Integral nur dann absolut und gleichmissig
konvergiert, wenn der reelle Teil von z nicht negativ ist.
Da ausserdem
A v zx? 24
C ety =Y ot = (—1)T e,
y) ds* 2}.

so ist die Reihe (3) offenbar absolut B.-summierbar und der
Stern 1, besteht aus der z-Halbebene, die von der imaginiren
Achse begrenzt wird und die positive reelle Achse enthilt.

b. Ist die divergente Reihe

(1) Ug + U2+ U022 + ... Fuz ...

fiir zwei verschiedene Werte a; und «, absolut summierbar be-
zliglich der Summen ¢, (z) und @,(2), wobei die entsprechenden
Sterne vy und 7, einen gemeinsamen Teil v besitzen, so sind wir
nicht ohne weiteres berechtigt zu behaupten, dass die Funktionen
g 1(2) urnd ¢4(2) im Bereich r iibereinstimmen miissen.

In der Tat, wenn die Reihe (1) durch das B“r und das B -
Verfahren absolut summierbar ist, so haben wir

Q0
¢ (2) = fe_" Ut (zx™) d,

O

mit
oo t"
Lfl(t)zn_z)un@
und
o
Pa(z) = f,e—" U?(2y**)dy,
)
mit
(o @] t”
U?(t):ﬂéou,. ey
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Setzen wir der Einfachheit halber voraus, dass die Konver-
genzradien der beiden assoziierten Reihen U1(¢) und U2(¢) von
Null verschieden sind, so sind diese Reihen fiir jedes a absolut
summierbar, und wir konnen, indem wir der Reihe Ul(t) das
Baz-Verfahren und der Reihe U2(¢) das B(:l -Verfahren anwen-
den, schreiben

Q0 o]

72 (s
ULt = fe"(__, Un vy ) dy,
o [nal has '

(1]

21 ual
[2(t) = [e—*(z U d.r.
o 1;1() et

]

Hieraus ergibt sich

e} 0
¢ ()= f{)“z[fe'yF(wal y“) dl/]dl,
i Kil
[ee] o0 )
§a(z) = fg—ylfe—’.lf(z,valyuz) dx]dy,
7] [
wo wir
y tﬂ’
F(t) == Oun ‘na ne,

gesetzt haben.
Somit besteht die Gleichheit

®1(2) = @y(2)
dann und nur dann, falls im iterierten In-

tegral
o0 N >0
fe—wl f«-—yF(zr“‘!/“z)dy]d:f;
o o

die Vertauschung der Reihenfolge der In-
tegrationen erlaubt ist.
Fiir die Reihe
cOo

4 2 (—1D"1.8.5....-2n—1) 2",

n=1
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die wir im Abschnitt (a) betrachtet haben, erhidlt man

o

n1-3-5 (Zn——l)
F(y=1+ 3 (—1) e 14
n=1 =
[e.e] (ee]
S G Vi A o T GV, € 7420 i
+ fl f,” 2-477-76- cooe2n g’:) 2”(]]_1,)-' = f‘_‘o n(rn)_ —‘_)O(VZt)’

wo Y,(x) die bekannte Funktion

! cos (ay} d/

(4) Yo(z) =§ Vi

von Bessel bedeutet.
’ Somit haben wir das iterierte Integral

oo

f('_m[fe_y Yo (yV 2z2) dy]dx
{}

[0
zu erortern.
Da nach (4) fiir jedes reelle # die Ungleichung

1

Iy
Y, =Y =1
Yo(x) < f Vi

Q0

gilt, so hat das Integral

<0 O
[~f
1) 0

fiir jedes reelle nichtnegative z bestimmt einen Sinn, woraus die
Zuldssigkeit der Vertauschung der Reihenfolge der Integrationen

folgt.
Folglich haben wir

4dy]dw

Y, (yV 2zx)

@1(2)=@3(2)

ooe_x 1) it
———dx= | e °T 3 da,
V142

[t} ]

und diese Gleichheit besteht fiir jedes 2, dessen reeller Teil nicht
negativ ist, denn die Funktionen ¢,(z) und ¢, (2) sind analytisch.
6

oder
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Die Giiltigkeit der Gleichheit

(0w e cO 2.'1:2
— drx=—= |e T g dx
V142

0

0

konnen wir iibrigens auch direkt erweisen, indem wir zum Bei-
spie] im zweiten Integral die Substitution

x?
5=y

ausfiihren.

KAPITEL VIIL

Integration von Differentialgleichungen durch
divergente Potenzreihen.

Nachdem wir den Begriff der absoluten Summabilitit erwei-
tert haben, wollen wir im vorliegenden Kapitel bei der Anwen-
dung der absolut B, -summierbaren Potenzreihen in der Theorie
der Differentialgleichungen verweilen.

1. Betrachten wir eine algebraische Differentialgleichung
n-ter Ordnung

du  d%u d"u
\ (1) F(Z, u, JZ-’ ‘dég, e ey @) =0,
. d d? d”
wo F' ein Polynom von u, v’f, Jf, e, ¢ u bedeutet, dessen
dz?  dz? dz"®

Koeffizienten fiir z==0 holomorphe Funktionen von z sind, und
suchen wir eine Losung v = ¢ (z) dieser Differentialgleichung, die
den Anfangsbedingungen

¢ (0) = Uy
(2 ) (pl ( 0) = u”O
Eym ‘ l)i O) .____ ;’l’()(n._ 1.)
geniigt.

Denkt man in der Differentialgleichung (1) die Glieder nach

den fallenden Potenzen der héheren Ableitung % geordnet, so
r
besitzt die Differentialgleichung (1) die Gestalt
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.
_ — —1
o o
AO(Z, ’N/,%: vy (Tz;fi (—{Z" —JF_AI Z, u, dz’ ."’F <(/2n +

a7 d™u 7 d*
+"’+Am_1(z,u7Z—g’-nr“nAl)A—_—’_Am((yuy %,---, n—1 = (.

dz d"

Ersetzen wir hier die Grossen

d“ dn- -1“
2y Uy oy ey T
dz dz

beziehungsweise durch die Werte

li -1
0, ug, wWo, ..., w1,

m

s0 bekommen wir flir die Ableitung Z—Z eine algebraische

Gleichung m-ten Grades

(3) (rln )m+ J ((]’Z:) 1 \ . + am_l

dz" + Um = 0.
Hat die Gleichung (3) eine einfache Wurzel ,, dann gibt
es nach dem Existenzsatz von Cauchy ein holo-
morphes Integral u = ¢ (z) der Differentialgleichung (1), das den
Anfangsbedingungen (2) geniigt und fiir das ausserdem

P (0) = u™
gilt.
Die Reihenentwicklung von Mac-Laurin dieses Integrals
w=@(z) lautet

(n)
9(2) =g() + 4%+

b
. 4

(ﬂ+ )(0)
n 41
(11+1)Z + ...,

+. 2
wobei die Grossen
#(0), ¢'(0), ..., p(0)
bekannt und die tbrigen Grossen
geTr(0), grED(0), . ..

unbekannt sind.
*§
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Ersetzen wir zur Berechnung der letzteren in der Differen-
tialgleichung (1) die Grossen

du d"u
u, Eé’ .. .,E”

beziehungsweise durch
P(2), ¥ (2), ..., 9"(2)
und differenzieren die erhaltene Identitat
F(z 9(2), 9'(2), ..., "(2)) =0

wiederholt nach z, so finden wir die Gleichungen

oF oF oF .
%t e+ +m¢(“”(2) =0,
O°F °F F

@ 1 TP VT T wm e E) =0,
*F ’F oF .
I +30250u90 (2) + ... +0u(") gt t3(2) =0,

Hieraus kénnen wir, indem wir z = 0 setzen, der Reihe nach
die Grossen

¢" ), ¢" ), ...
berechnen, denn es ist

0™ =0,

weil ™ nach der Voraussetzung eine einfache Wurzel der
Gleichung (3) bedeutet.

Besitzt somit die ‘Gleichung (3) eine einfache Wurzel, so
existiert ein holomorphes Integral der Differentialgleichung (1),
das die Anfangsbedingungen (2) befriedigt und durch die kon-
vergente Potenzreihe

’ (n)
¢() =g+ 20t Oy

LN 4

O
e u,  setzt,

oder, wenn man To%.

-n

(5) p2) =ugfuz+ ... Fun"4 ...
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bestimmt wird. Die Koeffizienten wug, %4, ..., %s, ... der Reihe (5)
kénnen wir der Reihe nach aus den Gleichungen (4) oder auch
direkt aus der Differentialgleichung (1) mittels der Methode der
unbestimmten Koeffizienten erhalten.

2. Wenn die Gleichung (3) keine einfache Wurzel besitzt,
oder wenn diese Gleichung sich auf eine Identitidt reduziert, d. h.
falls die Koeffizienten a, der Gleichung (8) alle Nullen sind, so
ist im allgemeinen kein holomorphes Integral der Differentialglei-
chung (1) vorhanden, jedoch konnen die Gleichungen (4) die
formale Berechnung der unbekannten Ableitungen von ¢ (z) im
Punkt z =0 ermdglichen. Im letztgenannten Fall bekommen wir
eine Reihe

(")(0)

g(0) 7D Oy

oder
() wot+u g+ U4,

die im allgemeinen divergieren wird und somit die Differential-
gleichung (1) nur formal befriedigt.

Satzz. Wenn die divergente Potenzreihe
(5) o1z o2 . Fun .,

die eine algebraische Differentialgleichung

) du  du d"u
(1) F(d! u, tE’ d_gz’ sy (/5")

formal befriedigt, absolut B, -summierbar
ist, so stellt ihre Summe

(e o]
p(z) = fe_x U (2x%) dx
0
eine Loésung der Differentialgleichung (1)
dar.
In der Tat ist es so, dass falls die Potenzreihe (5) absolut
B ,-summierbar ist, es auch die Rejhen sind

[ Uy + 2uqz

6) I1. 2u9+2 3u3?+

\- -
Il 2.. nun—}—Z 3 NGB ) TR S
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die man aus der Reihe (5) durch n-malige gliedweise Differen-
tiation erhalt.
Da nun F ein Polynom beziiglich der Grossen

2
du du d™u

u, dz’ -([2’2, N de"

bedeutet, wobel die Koeffizienten des Polynoms in der Umgebung
des Punktes z==0 holomorph, d. h. in konvergente Potenzreihen
entwickelbar sind, so kann man nach (III, 8) im F' die Grdssen

2
du du d"u

) Dy s
dz” de”

’ dz"

durch die entsprechenden Reihen (5) und (6) ersetzen und formal
wie mit konvergenten Potenzreihen rechnen. Als endgiiltiges
Resultat dieses Rechnens bekommt man eine absolut B, -summier-

bare Reihe
(7, U+ U+ U 4.+ U ...,
wobei
Uy=U=U=...=U.,=...=90

sein muss, denn die Reihe (5) befriedigt naqh der Voraussetzung
formal die Differentialgleichung (1).
Setzt man anderseits im Polynom F

u= fe_m U(zx®)dzx
0

o
LT (S
= fe 20U (2x%)dx

4]

. oo
u_ f e 7T T (%) da,
U

dz"
so erhilt man eine Funktion @(z), die der Summe der Reihe (7)
gleich sein muss. Weil aber die Koeffizienten der Reihe (7) alle
Nullen sind, so gilt dasselbe auch fiir ihre Summe, d. h. es ist
identisch
@ (2) =0,
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und die Funktion % ==¢(2) stellt damit eine wirkliche Losung der
Differentialgleichung (1) dar.

Wenn somit die Gleichungen (4) die Berechnung der Koeffi-
zienten der Reihe (5) ermoglichen, dann stellt die erhaltene Reihe
(5) eine Losung der Differentialgieichung (1) dar, die den An-
fangsbedingungen (2) geniigt, wenn nur die Reihe (5) absolut
Bg-summierbar ist.

8. Betrachten wir zum Beispiel die Differentialgleichung
erster Ordnung

ER du Loy —22=0
dz ! ’

F (2, 14, %’:-)
ist, und suchen wir eine Losung u -~ (z) dieser Differentialglei-
chung, die die Anfangsbedingung

g(0) =0
erfillt.
a. Differenzieren wir die Gleichheit

23¢'(2) + plz) —22 =0
wiederholt nach 2z, so bekommen wir

2" (2)+ 389 (2)+ ¥ (2)— 2z =0
Zg" () + 3-22%9" (2)+ 3-2 29" (2)r o (2)—2 =0
B (z)+ 3-322¢" (2)+ 3-2.32¢" (2)+ 2-3¢" (2)-+ ¢ (2)=0
B (2)4 3-429W(2)+ 3-3-429" (2)+ 2-3-4¢" (2)-+ g (£)=0
BeO)(2)-F 35299 (2)-- 3.4-5200(2)+ 3-4.50" (2)-- g (z) =0
Bp(2)+ 362290 (2)+ 3-5-62¢% (2)+ 4-5-6¢Y(2)+- ¢ (2)=0

Setzen wir hier z = 0, dann finden wir der Reihe nach

" (0) =0

¢'(0) =2

P (0) = — 2:3¢" (0) =0

PH(0) = —2.3-4¢" (0) = —22.3.4

PP(0) = —3-4-5¢" (0) = 0
FO(0) = -—4-5-6pH (1) = 22.3.42.5.6
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und im allgemeinen

e =1 (0) = 0,
e (0) = (—1)"122.3.42.5.62. . . .. (2n — 2)2 (2n—1) 2%,
woraus
u21141 =0’
(=1 le23.42.5.62. ... (20— 22 20— 1)2n
Mou = 1.2.3.4.5.6....-(2n—2)(2n—1)2n
= (—)""12.4.6-. .. (2n—2) = (—1)* 12— Tjp—1,

und somit ist die gewonnene Potenzreihe

oo e
(8) E uznz2n I 2 (_1)11-12n_1m771 Zz”
n=—1 n=1

divergent.
b. Zeigen wir, dass die Reihe (8) in der ganzen z-Ebene,

mit Ausnahme der imaginédren Achse, fiir « = - absolut summier-

bar ist und folglich daselbst eine Lisung der Differentialgleichung

23 du +u——z2—0

darstellt.

In der Wirklichkeit ergibt sich fiir a = %

[ee] o oo

U(t) = 2‘ ?/02ntlT= ( )n—l

—1
2n t2n J—

=1 n=1

—l ¥ B g 12

n.—l

und damit
1 (o]
P ()=, feﬁx log (1 2:2%) da.
0

Hier besteht der Holomorphiestern A der Funktion
U(t)y = ylog (142 1¢?)
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aus der ganzen t-Ebene, ausser den Teilen der imagindren Achse,
die von den Punkten t = = V/Lé ins Unendliche gehen.

Sei s<;5 eine beliebig kleine positive Grosse und 7, der
Doppelsektor, der von den vom Nullpunkt ausgehenden Halb-

geraden | = ;je begrenzt wird und die reelle Achse ent-
halt (Fig. 7.).

Zum Beweise der absoluten Summabilitit der Reihe (8) im
vorhergenannten Bereich ist es hinreichend, wenn wir die abso-
lute Konvergenz der Integrale

oo

fe'"" U, (25 )de, 7=1,2, ...,
. 0
mit
L: tzmﬁl)
ar(ty = 2 eon Ty

n=

im Doppelsektor T, erweisen.
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Nun ist aber im T,

1422 =212 :2!V,Bv— o ,,+z, gz(sin £)
und daher
! 0 \ . o0 |
! ‘_) i \? 2(n— ) {1‘124/ | 24 ‘3 {[,‘ 9 x" k
U‘}v (2 ) T n‘?-(n o = | Z I 2 Uy, ®” |f 1 =
| ‘ {w:l ’"Ir—f - 1 dx” v =1 12
| “ i !
! [ ‘ ‘ ] ;.
(e ) : l’
2= 5‘/; 7 (%) ]:i z— 2 ’ ‘ log (1422%22) | =
dx” ' ! %

‘woraus unmittelbar die Existenz der Integrale

e 1
e U, (atyde, A=1, 2,
]
folgt.
c¢. Man kann sich auch leicht direkt iiberzeugen, dass die
Funktion

@ (2) :;fff“”log (1 +2%)dx

der Differentialgleichung
28 (:f +u—zr=0
genligt.
In der Wirklichkeit, da

OO

. ade
(I"(f)ZZZje 1_;_221

0

und
[« Re e}

@(z) = ; flog (1+222)d (—e—7) =geu/ ¢ " 1+'2'2%,
] 0

v
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s0 ergibt sich

o0 0

i | e _mdr N I L T I
fe l+252m+zjc 1foty 5=

[ 0

2q'(z) +p(z) — 2 =2

N

. ) o)
0 wfif, o e e e
= / 1+ 22%r (22°2 +1)dor —2° =2 fc dr —2z 0

0 0

KAPITEL IX.

Die Reihen von Maillet und von Le Roy.

1. Die Reihen von Maillet. — E. Maillet?!) hat
die Potenzreihen
(1) wy-tuz+w2®+. . F w4
betrachtet, wo die entsprechende assoziierte Reihe a-ter Ordnung

oo t]l
U (I‘) = 2‘ U Ta

n =10

eine ganze Funktion U(¢) darstellt, deren Grenzexponent ¢, der
Nullstellenfolge kleiner als die Ordnung ¢ der ganzen Funktion
ist.
Nach einem bekannten Satz von Weierstrass lasst jede
derartige ganze Funktion U(t) sich durch das Produkt
) p (t)

ausdriicken, wo Q(t) ein Polynom e-ten Grades

Q) =ait’+at® 4. Fa,_i+a,

und P(t) das kanonische, Produkt von Weier-
strass

P@y=t I (1—F)e” ¥, wl

n=1

o

1) Maillet, op. cit, S. 498—518.
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bedeutet. Dabei sind
C1, €2y -« ., Cuy

die Nullstellen von U(t).

In seiner erstgenannten Arbeit hat Maillet gezeigt, dass
jede Potenzreihe, fiir deren assozierte Reihe a-ter Ordnung die
Ungleichung o, < o gilt, und die er kurz als eine Reihe (q,
o, a,) bezeichnet, im Sinne von Borell) summierbar ist, d. h.
befriedigt eine Reihe (a, o, ¢.) formal eine bestimmte algebraische
Differentialgleichung, so stellt die Summe dieser Reihe eine effek-
tive Losung der Differentialgleichung dar. Doch sind diein M ail-
let s Arbeit vorkommenden Beweise nicht mit geniigender Strenge
durchgefiihrt, weil Maillet das Weglassen von Gliedern einer
divergenten Reihe ohne weiteres fiir erlaubt hilt 2).

Im folgenden werden wir zeigen, dass die Reihen (a p, «,
von Maillet absolut B, summierbar sind, wodurch die Tat-
sache, dass jene Reihen im Sinne B o r e ls summierbar sind, von
neuem hewiesen wird.

a. Betrachten wir zunichst das Integral

D
f e U (22%) de

0

oder das Integral

1
o t

2) U (er) da®,
()

das sich aus dem ersteren ergibt, indem man 2% durch x ersetzt,
und stellen wir uns die Aufgabe, den Bereich der absoluten Kon-
vergenz dieses Integrals zu bestimmen.

Zu diesem Zweck haben wir zwei folgende bekannte Sitze
Borels?) aus der Theorie der ganzen Funktionen nétig.

Satz 1. Die Ordnung des kanonischen Pro-
duktes P(t) ist dem Grenzexponent o, sei-
ner Nullstellenfolge gleich.

1) Borel, Mémoire sur les séries divergentes, S. 79—131.
2) Maillet, op. cit., S. 516.
) Borel, Lecons sur les fonctions entiéres.



A XXXVIL ¢ Verallgemeinerte Theorie. .. 93

Hieraus bekommt man fiir geniigend grosse Werte von ||
die Ungleichung L
. ‘f‘0l+e
Pty <

Satz 2. Zieht man um jede Nullstelle ¢,
des kanonischen Produktes P(f) einen Kreis
C, mit dem Radius

h

so besteht fir geniigend grosse Werte von
|t], mit Ausnahme der Kreise C, die Un-
gleichung
' Sy tE
Pty >e "
Es sei z=7re'?, mit » =0, dann haben wir fiir ein hin-
reichend grosses x nach dem ersten Satz Borels
‘ (T,_E)01+*
P (zx)| <e
und nach dem zweiten Satz Borels

— (rx) ¢1+¢

P (zx)| > e ,

ausgenommen eine Folge von Intervallen, deren Summe wegen der
Konvergenz der Reihe

8

o2 1
R o B

7 P — lc |h
1 n=—1 "

i N

n

stets endlich ist. Ausserdem konnen wir iIn beiden Fiallen ¢ so
kiein wiahlen, dass
o te<e
wird.
Bezeichnet man
Qy == 1oe", a =re®, ..., a,=r
s0 ergibt sich

LG RIQED]__ Rlag o) + oy ()0 71 o ap)

t
i
| =
i

o )% cos (g + op) + 7 (1) Teos (g + (e — D) ... F-1g cos g,
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Unterscheiden wir nun drei Fille, je nachdem ob
* o1
i
ist.
10 Zeigen wir, dass im Fall ¢ >£ das Integral

1
[ee] £

fw-@"‘ | U(zr) | dz®

0
konvergiert, wenn cos(p, +o¢) < 0 und divergiert, wenn
cos (@, -+ og) > 0 ist.
Tatséchlich verhilt es sich so, dass, wenn cos (g, + o) <0
und 7 20, fiir ein geniigend grosses x die Ungleichung gilt
L i
‘f"wa\ Uzr) | << p— % A (r)¥ cos (p, + 0g) 47 (re)® T L eos[y (o 1hg] +

4 ... A1y co8 Po + ()1 +e

und damit das Integral (3) einen Sinn hat.

Ist aber cos(¢,+o@) > 0 und » = 0, dann besteht fiir ein
genligend grosses z, mit Ausnahme einer Folge von Intervallen,
deren Summe endlich ist, die Ungleichung

1 1
e-—.c” | Uzx) > (%_&‘l¥ -+ 1‘01)‘.2?)0 cos ((po + o) + ri(r2)® 1 cos [¢, + (o — 1))

+ ... 4 rycos q;o—(rx)@1+€

>1,
woraus die Divergenz des Integrals (3) folgt.
Somit besteht der Bereich 7, der absoluten Konvergenz des

Integrals (2) im Fa11e<g>% aus denjenigen Punkten z-—ve'?,
fiir die

cos (g, 1 0p) <0
ist. Jene Punkte bilden o kongruente Sektoren mit den Zentral-

winkeln 7 , die von den Geraden
cos(gy+ o) =0
begrenzt werden (Fig. 8.).
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Dabei konvergiert das Integral (2) in jeder endlichen Fliche
des Bereiches 7, gleichméssig und stellt daher eine Funktion ¢ (2)

dar, die sich in jedem Sektor von r, holomorph verhilt.
1

20 Wir behaupten, dass fiir ¢ = das Integral (3) kon-

[24
vergiert, wenn ryr®cos (¢, + op) < 1 und divergiert, wenn

7or€ cos (¢, + o) > 1 ist.

Fig. 8.

Es verhilt sich so, dass wenn ryr¢ cos (g, -+ op) < 1 ist, wir
fiir hinreichend grosses . haben
1

_,1>;  , | _1.0[1_. 4 -7 (r o—1 [p; 4 (0— D]
e U (22)] < e 77 cos (g + 0g)] + 7y (re)” T Teos[p; 4 (0—1)g

» oy 01 €
+...—{—)9cos<p0+(1m) L

< e—m,
wo m eine gewisse, von x unabhingige, positive Grosse bedeu-
tet, und damit ist das Integral (8) vorhanden.

Ist dagegen »r¢ cos (¢,+ 09) >>1, so haben wir fiir hin-
reichend grosses x, ausser einer Folge von Intervallen mit end-
licher Summe,

1

\()_

e ¢ { U (2'-1:)\ > e-_w(’ (e roro cos (¢) + o9)] 4 1 (rx) teos [e1 + (0— D]
4. Y cosgp — (,«,«13)01 + €

- 1’
wodurch die Divergenz des Integrals (3) bestitigt wird.
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Folglich besteht der Bereich 7, der absoluten Konvergenz des
Integrals (2) im Falle o= , aus denjenigen Punkten z —=re?,
fiir die

71 €08 (@ 1 0) <1

ist, d. h. aus jenen Punkten, die betreffs der Kurve

roré cos (9o +09) =1

Fig. 9.

auf derselben Seite wie der Nullpunkt liegen. Diese Kurve ist
aus g hyperbelartigen Zweigen zusammengesetzt, die die Geraden

cos (ot o) =0

als Asymptoten besitzen (Fig. 9.).

Ubrigens konvergiert das Integral (2) in jeder endlichen
Fliche des Bereiches v, gleichmissig und stellt daher in 7, eine
holomorphe Funktion ¢(z) dar.

Da hier der Punkt 2=0 ein innerer Punkt des Bereiches
7, ist, so verhilt sich ¢(z) auch im Punkt z==0 holomorph, und
1

folglich ist die Potenzreihe (1) im Fall o = - konvergent, wobei

a

1
ihr Konvergenzradius gleich ro™ ¢ ist 1).

1) Es ist ersichtlich, dass hier der Bereich 7, als Sonderfall von
den in Kapitel VI betrachteten Sternen dient.
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30 Zeigen wir zuletzt, dass im Fall o < ; das Integral (3)

fiir jedes z==re"¥ konvergiert.

Tatsichlich gilt hier fiir geniigend grosses « die Ungleichung

1 1

e—mEJ U(2x) | < e~w5+ 7-0(1-,p)@cos(<po+ op) + 1, (ra¥® ~*cos l¢,+ (0—"1)([‘] +

+ ... Fryc0s Fo+ (re)¥1 +e

1

74
<e—~mw s

wo m eine bestimmte positive Konstante ist, und folglich hat das
Integral (3) stets einen Sinn, unabhingig von z.

Somit besteht der Bereich 7, der absoluten Konvergenz des
Integrals (2) im Fall o <El aus der ganzen z-Ebene,

Ausserdem konvergiert das Integral (2) in jeder endlichen
Fliache der z-Ebene gleichmissig und stellt daher eine ganze
Funktion ¢ (z) dar, woraus folgt, dass die Potenzreihe (1) fiir

0 < 5 bestindig konvergiert 1),

b. Aus der Theorie der absoluten Summabilitit der konver-
genten Potenzreihen folgt, dass der Bereich 7, der absoluten
Konvergenz des Integrals

(2) f'e—xa U(zx)daca

3]

fiir Qéi mit dem Stern der absoluten Summabilitit der Reihe

1) wotwuzetu,224+ ... Fu2+...
iibereinstimmt. Es bleibt uns daher iibrig noch zu beweisen, dass

der Bereich 7, auch im Fall o > %, wo die Potenzreihe (1) diver-

1) Maillet hat die Potenzreihe (1) fiir oz; als divergent

¢

und fiir 0 <;, als konvergent angesehen (Maillet, op. cit.,, S. 501—505).
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giert, den Stern der absoluten Summabilitit der Reihe (1) dar-
stellt. Dazu gentigt es, die absolute Konvergenz der Integrale

o 017 pl L
(4) fe—" 1'7 Urydz®, 41=1,2, ...
dz

0

im Bereich 7, zu erweisen.

Nun ist aber

5 Uy =% P(aa) | = we® P[P (22) @ (22) +

+ P () | =2 Py ),

wo die ganze Funktion P,(t) die Ordnung p, besitzt, denn die
Ordnung einer ganzen Funktion bleibt beim Differenzieren un-
verandert.

In derselben Weise finden wir
@ . 2, @) ,
Tz Ulzz) =a%e""" P, (2x)

und im allgemeinen

A
d o
LU ew) =2* e p, (),

dz
wo P, (t) eine ganze Funktion der Ordnung ¢, bedeutet.

Hieraus folgt ohne Schwierigkeiten nach dem Abschnitt (a)
die absolute Konvergenz der Integrale (4) im Bereich tq.

¢. Betrachten wir zum Beispiel die Potenzreihe

ma

le . [2e , |
(5) 1+T2+’1’§Z +-..+T2'—Z"T...,

NS

mit a > 0.

Offenbar ist diese Reihe fiir ¢ > 1 divergent, fiir « = 1 kon-
vergent mit dem Konvergenzradius R — 1 und fiir ¢ < 1 bestin-
dig konvergent.
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Nehmen wir a= «a und bilden die entsprechende assoziierte
Reihe, so erhalten wir die ganze Funktion
(oo t”
U(t) = 2?2-...-1@ =,
n=90
die von der Ordnung ¢—=1 ist und den Grenzexponent ¢, =0
besitzt. Somit ist o, < ¢, und die Reihe (5) stellt eine Reihe
(a, 1, 1) von Maillet dar, die die Summe

o o
(]I'(Z) — fex+zx dx

0

hat, und fiir die der Bereich r, aus der Halbebene, die von der
imaginédren Achse begrenzt wird und die die negative reelle Achse
enthilt; oder aus der Halbebene, die von der Geraden R(z) ==1
begrenzt wird und die den Nullpunkt enthilt; oder aus der
ganzen Ebene besteht, je nachdem ob a > 1, oder ¢« = 1, oder
a < 1 ist.

2. Die Reihen von Le Roy. Le Roy?!), der sich
als erster mit dem Integral

<O
fe —=2U(zs%)dx

U

beschiftigte, hat drei Jahre vor Maillet divergente Potenz-
reihen

(1) w2t u? 4. w4
betrachtet, fiir die die assoziierte Reihe a-ter Ordnung

"
Uty = X un

n=20

[11

e

einen endlichen, von Null verschiedenen Konvergenzradius bemtzt
und wo die Integrale

(o 0]
[,) — U(z7“)dx, A==0,1, 2,
. dz*

[{]

1) Le Roy, op. cit.,, S. 405—430.
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in einem gewissen, durch zwei vom Nullpunkt ausgehende Halb-
gerade begrenzten Sektor absolut und gleichméssig konvergieren.

Le Roy hat behauptet, dass diese eben definierten Reihen,
die er reguldr summierbar nennt, im Sinne Borels
summierbar sind, d. h. wenn eine derartige Reihe eine bestimmte
algebraische Differentialgleichung formal befriedigt, so stellt
ihre Summe eine wirkliche Losung der Differentialgleichung dar.

Es gibt jedoch in der Arbeit Le Roys keine Beweise fiir
die genannte Behauptung, ausser dem Satz der Differentiation
der divergenten Potenzreihen, dessen Beweis aber nicht mit ge-
niigender Strenge entwickelt worden ist, weil Le Roy ebenso
wie Maillet das Weglassen von Gliedern einer divergenten
Reihe ohne jede Begriindung fiir zuldssig halt ).

Da die absolute Konvergenz der Integrale

cOo N

_z d

fe r—;U(zx“)d:r,, A=0,1,2, ...
dz"

die absolute Summabilitat der Reihe (1) nach sich zieht, so ge-
horen auch die Reihen von Le R oy als eine Sonderklasse zu
den absolut summierbaren Reihen, wodurch die Behauptung Le
Roys vollstindig erwiesen wird.

Da der Verfasser wihrend des Druckes von den Bolschewisten
verschleppt worden ist, so hat Prof. Dr. Hermann Jaakson giitigst
die Korrektur #ibernommen.

Die Redaktion.

1) Le Roy, op. cit.,, S. 419—420.
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