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I. Einleitung. 

Bei der Untersuchung der statistischen Kollektive mittels 
eines veränderlichen Merkmals benutzt man die diesem Merk-
male zugehörige Häufigkeitsverteilung. Da die Häufigkeitsver-
teilung deutlich die Eigenschaften des Kollektivs zum Vorschein 
bringt, ist das Problem, die analytische Darstellung der Häufig-
keitsverteilung zu finden, immer interessant gewesen. Eine 
solche Verteilungsfunktion ermöglicht, erstens, die typischen 
Eigenschaften des Kollektivs zusammenzufassen und, zweitens, 
die mit den Häufigkeitsverteilungen verknüpften Probleme in 
in allgemeiner Form zu lösen. 

Unter den gebräuchlichen Systemen sind das Pearson'sche 
und das Charlier'&che die bekanntesten; von diesen besteht das 
erstere aus 7, das letztere aus 2 Kurventypen. Die Wahl des pas-
senden Kurventypus ist beim Charlier'schen System frei, und es 
kann bei seiner Anwendung praktisch ausprobiert werden, welcher 
Typus der passendste ist. Beim Pearson'schen System kann man 
den Kurventypus nicht freiwillig wählen, da dieser durch eine 
von der Häufigkeitsverteilung abhängige Charakteristik be-
stimmt wird. Zum Berechnen dieser Charakteristik sowie der 
Konstanten der Gleichung wendet man bei beiden Systemen statt 
der gewöhnlichen Methode der kleinsten Quadrate die bekannte 
Methode der Momente an. Da beide Systeme bei ihrer praktischen 
Anwendung viel Rechenarbeit' erfordern und die entsprechenden 
Gleichungen keine direkt klare Vorstellung vom Charakter der 
Häufigkeitsverteilung bieten, wird in der vorliegenden Arbeit ein 
neues System vorgeschlagen, in dem die Gleichung der Häufig-
keitskurve so gewählt wird, dass die Koeffizienten der Gleichung 
gleichzeitig auch die Charakteristiken der Häufigkeitsverteilung 
darstellen. Damit ist auch fü r die Charakteristiken ein neues 
System gefunden, weil das bisherige, auf den Momenten beruh-
ende System bei Verteilungen, die von der Normalvertieilung stark 
abweichen, ganz unbrauchbare Resultate ISeferte. Beim vorge-
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schlagenen System ist das Bestlimmen der Koeffizienten und auch 
das Berechnen der f ü r die graphische Darstellung der Kurve nöti-
gen Koordinaten sehr einfach und selbst dem Nichtmatheimatiker 
verständlich. Für den letztgenannten sind am Schluss der Arbeit 
entsprechend ausgearbeitete Standardmethoden angeführt, die 
bei nur kleinem Zeitaufwand das Durchführen der nötigen Be-
rechnungen ermöglichen. 

Bevor wir unser System näher betrachten, wollen wir einige 
Mängel der bisher bekannten Systeme erörtern. 

II. Die Nachteile der nach den Momenten 
berechneten Charakteristiken. 

Der bekanntesten zum Charakterisieren der Häufigkeits-
verteilung benutzten Methode liegen das arithmetischie Mittel und 
die in bezug auf dieses berechneten Momente höherer Ordnung 
zugrunde. Dieselben Momente bilden auch die Grundlage des 
Pearson'schen und des Charlier'schen Systems. Gewöhnlich wer-
den nur die vier ersten Momente benutzt, denn die Momente noch 
höherer Ordnung sind, wie Pearson gezeigt hat, mit sehr grossen 
Fehlern behaftet. Das Gesagte ist hauptsächlich dadurch bedingt, 
dass bei gegebenem Kollektivumfang s der Variationsfaktor der 
Häufigkeit, wenn die Häufigkeit abnimmt, unbegrenzt wächst. 

Es sei beim Kollektivumfang s die relative Häufigkeit einer 
Klasse v> Dann ist die absollute Häufigkeit m 

(1) m = sp. 

Bei der Bernoulli'schen Reihe ist das Streuungsmass der 
Häufigkeit dieser Klasse 

(2) 0B = Vsp (1—p). 

Danach ist der Variationsfaktor 

Aus der Formel (3) ist ersichtlich, dass kleinere Häufig-
keiten relativ ungenauer sind und, wenn sie sich an den Enden 
der Kurve der Häufigkeitsverteilung befinden und damit grosse 

(3) 
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Abszissen werte besitzen (vom arithmetischen Mittel gemessen), 
bei höheren Momenten zu einem grossen Gesamtfehler führen. 

Bei den Lexis'schen Reihen, die am häufigsten vorkommen, 
wird das Ergebnis noch schlechter. Beim Lexis'schen Faktor L 
ist 

(4) F - ^ . . - i / g q - p > . 
m \ sp 

Dieses zeigt, das® die Streuung leicht grösser werden kann 
als die Häufigkeitszahl, denn die Bedingung 

(5) L2 ( 1 — p ) ^ > s p 

kann leicht befriedigt werden. 
Noch wichtiger als der Fehler der Momente (bei der Ber-

noulli'schen Reihe kann man diesen Fehler durch Vergrössern des 
Kollektivumfanges vermindern) ist die Beziehung zwischen den 
Momenten und der Häufigkeitsverteilung. Beim Bestimmen der 
Grösse der Momente beeinflusst das typische Gebiet der Häufig-
keitsverteilung (die grossen Häufigkeiten) diese viel weniger als 
die äusseren Teile der Kurve der Häufigkeitsverteilung, wo die 
Häufigkeiten klein sind und relativ grössere Fehler aufweisen. 

Unter diesem wesentlichen Mangel leiden alle Momente und 
damit auch die nach ihnen berechneten Charakteristiken (auch 
das arithmetische Mittel), und zwar desto mehr, je höher die Ord-
nung der Momente ist. Ferner ist bekannt, dass die Abweichun-
gen der Momente in korrelativer Beziehung stehen, und zwar 
einige (z. B. die des zweiten und vierten Moments) besonders 
stark. Mit dem Wachsen des einen Moments wächst auch das 
andere, und infolgedessen haben wir es nicht nur mit grossen 
Fehlern hinsichtlich der Momente, sondern auch mit ihrer Zu-
sammenwirkung zu tun. 

Die nach den Momenten berechneten Charakteristiken sind 
nur dann befriedigend, wenn die Häufigkeitsverteilung sich in der 
Nähe der Normal Verteilung hält. In vielen Fällen sind die Cha-
rakteristiken überhaupt nicht charakteristisch und ist ein Auf-
zeichnen der Verteilung mit Hilfe derselben ganz unmöglich. 

Im folgenden wollen wir die wesentlichen Nachteile der 
wichtigsten Charakteristiken näher betrachten. 
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a. Das arithmetische Mittel. 

Das arithmetische Mittel ist die am meisten gebräuchliche 
Charakteristik. Beim Bezeichnen des Charakters eines Kollektivs 
durch eine Zahl wird das arithmetische Mittel gebraucht. Wenn 
die Häufigkeitsverteilung der Normalkurve folgt, fällt das arith-
metische Mittel mit der Mode zusammen, und damit ist dieses auch 
die typische Grösse im Kollektiv. Wie aber bekannt ist, kommen 
die Häufigkeitsverteilungen in verschiedenartiger Form vor und 
gibt es auch solche, bei denen die Häufigkeit des arithmetischen 
Mittels im Vergleich ^u der Häufigkeit anderer Arguments werte 
sehr klein ist. Es ist z. B. das arithmetische Mittel der Flächen-
grässe der Seen (1612 Seen) Estlands ohne den Võrtsjärv 
14 ha1), mit dem Võrtsjärv zusammen aber 32 ha. Das 
Hinzunehmen nur eines einzigen Elementes ins Kollektiv f ü h r t 
wegen dessen grossem Argumentwert das arithmetische Mittel 
weit über die häufig vorkommenden Argumentwerte hinaus. 
Was müsste man hierbei fü r typisch halten: 32 oder 14? Ergän-
zend sei noch gesagt, dass die Zahl der Seen mit einer Flächen-
grösse von unter 14 ha 86% und von unter 32 ha sogar 92% der 
Gesamtzahl beträgt. Da bezüglich der kleineren Seen nicht genü-
gend statistisches Material vorliegt, kann die Lage der Mode 
nicht genau bestimmt werden. Wenn wir jedoch die Mode gleich 
1 ha annehmen, so erhalten wir eine Häufigkeit, die mehr als 30 
mal grösser ist, als die fü r das erste und 120 mal grösser, als die 
fü r das zweite arithmetische Mittel. Es scheint demnach, dass das 
Charakterisieren eines solchen Kollektivs durch das arithmeti-
sche Mittel nicht richtig ist, denn in den beiden Häufigkeitsver-
teilungen kommen ja fast gar keine Unterschiede vor. Beim 
Charakterisieren des Kollektivs sind alle Elemente gleichwertig, 
und infolgedessen bietet das arithmetische Mittel nicht immer 
das Wesentliche und Typische. 

b. Das Streaiingsmass. 

Weiter ist auf Grund desselben Systems die folgende Cha-
rakteristik — das Streuungsmass — bestimmt, welches mit Hilfe 
des zweiten Moments berechnet wird und manchmal auch mittlere 

l ) H. Riikoja and A. Kärsna, On the Distribution of Lakes in Esto-
nia. Loodusuurijate Seltsi aruanded XLII 3—4, 1935. Tartu. 
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oder quadratische Abweichung genannt wird. Das Streuungsimass 
wird in statistischen Arbeiten sehr oft benutzt, weil ihm nur ein 
kleiner Fehler anhaftet. Wenn f rüher z. B. in biologischen 
Forschungen zum Charakterisieren der Streuung die Extrem-
werte mancher Individuen benutzt wurden, wurde doch bald 
klar, dass die Extremwerte sich bei Veränderung de® Kollektiv-
umfangs stark veränderten, das Streuungsmass aber schon bei 
einer kleinen Zahl von Individuen mehr oder minder die wirk-
liche Grösse besass. 

Das Gesagte gilt jedoch nur solange die Häufigkeitsverteilung 
in der Nähe der Normalverteilung bleibt, in einem gewissen Gra-
de auch noch dann, wenn die Verteilung symmetrisch ist. Im 
allgemeinen Fall kann aber die Zahl der Elemente in den Grenzen 
zwischen x = — a bis x = o sehr schwanken. Das kann durch 
folgendes Beispiel erläutert werden. 

1. Betrachten wir zuerst die konstante Häufigkeitsvertei-
lung (Fig. 1) . 

(6) 

im Intervall 

y 

b x b. 

a< 

O 6 

(7) 

Fig. 1. 

Das Streuungsmass (<r) können wir leicht bestimmen: 

b 
f i 
-b 
fax2dx 7„ 

—& b 

woraus 

(8) 

Jadx 
—b 

O = 

3 ' 

Vs 

so dass die relative Häufigkeit der Klasse von x — — a bis x = o 
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(9) 

O 
J adx 

—a 

S adx V* 
57-7% 

beträgt (sie ist nicht von a und b abhängig). 

2. Zweitens betrachten wir solch eine Häufigkeitsvertei-
lung, bei der sich die Werte in der Mitte stark anhäufen (Fig. 2). 

Xl 

Bezeichnen wir 

(10) 

Fig. 2. 

f yx2 dx T 
>2 —a  

° N' 
fydx 

Es sei die Gleichung der Häufigkeitskurve 

(11) y = H, 

wenn — b -<C x < b ist, und 

(12) y = K 

wenn b <; a oder — a^x^. — b ist. 

Dementsprechend finden wir 

(13) N= 2 / R d x - j - 2 f h d x = 2Hb-\-2h(a—b) 
o b 

und 
6 a o TTfi3 o/, 

(14) L = 2 / H x 2 dx 4 " 2 Jhxi dx = — h — (a 3 — bs). 3 3 
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Bezeichnen wir 

(15) H = mh 
und 

(16) a = nb 

und setzen diese Werte in die Formeln (13). und (14) ein, so er-
halten wir 

(17) L=^ ^ (m -]- n3—1) 
3 

und 
(18) N = 2hb (m-\-n— 1). 

Setzen wir dieses in die Formel (10) ein, so bekommen wir 

2 b2{m-\-n3—1) 
(19) 

3 (m -J- n — 1) 

Bemerkung: m und n sind positive Zahlen, und zwar grösser 
als Eins. 

Betrachten wir nur die m- und n- Werte, bei welchen o = b 
ist, so muss wegen Gleichung (19) auch die Gleichung 

(20) m -f- r>?— l = §{m-\-n— 1) 

befriedigt werden, oder 

ns — 3n + 2 
(21) m — 

Aus letzterem ersehen wir, dass beim Anwachsen von n 
auch m, und zwar in einem viel stärkeren Masse, zunimmt. Die 
folgende Tabelle zeigt die Beziehungen zwischen m und n. 

Tab. 1. 

n 2 3 4 5 6 7 8 
m 2 10 27 56 100 162 245 

Weiter wollen wir die Häufigkeit der Klasse von x = — a 
bis x = o bestimmen; wir bezeichnen diese mit M und erhalten 

O 6 
(22) M= f Hdx = 2/ mhdx = 2 mhb. 

—a 0 
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Die relative Häufigkeit derselben Klasse ist 

(23) s-r= M = 2 m h h = m 

N 2hb{m-\-n — 1) (m-j-n— 1) ' 

wobei diie Formel (18) benutzt worden ist. 
Da wir den Fall, wo o = b ist, betrachten, können wir aus 

der Formel (21) den Ausdruck für m in Gleichung (23) ein-
setzen und erhalten dann 

(24) 8 = ^ = ^ + 1 . 
n3 — n 

Die folgende Talbelle enthält fü r einige w-Werte die Sf-Werte 
in Prozenten. 

Tab. 2. 

n 2 3 4 5 6 7 8 10 20 

S(%) 66-7 83*3 90-0 93*3 95*3 96*4 97*4 98*2 996 

Aus der Tabelle ist zu ersehen, dass die relative Häufigkeit 
der genannten Klasse beim, Wachsen von n schnell! zu-
nimmt. Aus der Formel (24) wird auch ohne weiteres klar, dass 

lim S = 1. 
n -*• oo 

Zusammenfassend können wir sagen, dass in den gegebenen 
Fällen die relative Häufigkeit der Klasse von x = — o bis x = a 
in den Grenzen von 58%—100% schwankt. Die Lage wird 
schlimmer, wenn wir zu schiefen Häufigkeitskurven übergehen. 
Bei einer sehr schiefen Kurve kann die 0-Weite über die Kurve 
hinausreichen. Als Beispiel kann die obenerwähnte Häufigkeits-
verteilung der Flächengrösisen der Seen Estlands genannt werden, 
wo die Berechnung das folgende Resultat ergab: ohne den Võrts-
järv ist a =67 ha und mit dem Võrtsjärv ist o = 700 ha. Im 
ersteren Falle liegen in den Grenzen + 0 96*6 % aller Elemente 
und im lezteren Falle 99 8%. Kann man hier von einem Cha-
rakterisieren der Streuung sprechen? Ausserdem erreicht im 
ersten Falle die Häufigkeitsverteilung einerseits des arithmetischen 
Mittels nur bis 0*21a und1 im zweiten Falle nur bis 0*04 a. Wären 
fü r das genannte Kollektiv nur das arithmetische Mittel (m) und 
das Streuungsmass (o) gegeben {m — 14 ha, <7 = 67 ha oder 
m = 32 ha, a = 700 ha), so könnte man sich auf Grund dieser 
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Charakteristiiken kein richtiges Bild von den Verhältnissen 
schaffen. 

Im Pearson'schen und im Charlier'schen System benutzt man 
f ü r ein genaueres Charakterisieren der Häufigkeitsverteilung noch 
die Momente höheren Grades und die aus ihnen abgeleiteten Cha-
rakteristiken. So benutzt man das mit Hilfe der Momente dritten 
Grades berechnete Mass der Schiefheit und das mit Hilfe der 
Momente vierten Grades berechnete Mass des Exzesses. 

Der Mangel aller genannten Charakteristiken besteht darin, 
dass zwar einer gegebenen Häufigkeitsverteilung nur ein Komplex 
von Charakteristiken entspricht, einem gegebenen Komplex von 
Charakteristiken jedoch nicht nur eine Verteilung. Bei zweck-
mässiger Wahl können die Häufigkeitszahlen einer Verteilung so 
verändert werden, dass alle Momente unverändert bleiben. Fig. 3 
stellt zwei Häufigkeitsverteilungen dar, bei denen die Zahl der 
Elemente und die Grössen aller vier Momente gleich gross sind, 
aber als kongruent können wir sie dennoch nicht betrachten. 

Die Berechnung ergab fü r die erste Verteilung (die !/-Achse 
ist durch das arithmetische Mittel gezogen) 

QIi bedeutet das Moment i-ten Grades) und fü r die zweite Ver-
teilung 

Aus der mathematischen Statistik wissen wir, dass die mittle-
ren Fehler der Momente (Ofxi) 

sind (wo o das Streuungsmass und s die Zahl der Elemente 

c. Die höheren Charakteristiken 

[ I 2 = 4-64, 

fi3 = 4*47 und 
= 6 0 - 1 

^ 2 = 4*68, 

^ 3 = 4-86 u n d 
^ 4 = 61-1. 

u n d 
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> i Ijio 

t»o 
S*3860 

HO 

-S 

tao 
6201 

S90, 590 
S30, 

280 
23 0 

160 

•s-

'—i 

Fig. 3. 

angibt), und nehmen wir an, dass die Differenzen zwischen den 
Momenten der beiden Verteilungen gleich dem mittleren Fehler 
seien, so können wir die Zahl der Elemente s bestimmen, bei denen 
solche mittlere Fehler vorkommen können. Nach den Momenten 
zweiter Ordnung bekommen wir s = 108 000, nach den Momenten 
dritter Ordnung s = 16 000 und nach den Momenten vierter Ord-
nung s = 181 000. Die grösste Differenz besteht zwischen den 
Momenten zweiter Ordnung, beim gegebenen Kollektivumfang 
s = 3860 kann iman aber alle Momente im Fehlergebiet als gleich 
gross betrachten. 
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Einer besseren Übersicht wegen sind (in derselben Figur) 
die beiden Häufigkeitsverteilungen in ein und demselben Koordi-
natensystem dargestellt. Für die eine Vertei1I1Ung ist der Bernoul-
lische Streuungsstreifen hinzugezeichnet (schwarzer Streifen). 
Dieses bringt zum Vorschein, dass die beiden Verteilungen nie aus 
einem und demselben Kollektiv stammen können. Wenn z. B. die 
vorliegenden Häufigkeitsverteilungen sich auf die Temperaturen 
eines Beobachtungsortes in zwei aufeinander folgenden Zeitinter-
vallen beziehen, dann hätten wir es mit einer sehr sicheren Klima-
änderung zu tun, obwohl keine Charakteristik darauf deutlich 
hinweist. 

IH. Die Nachteile des Pearson'schen Systems. 

a. Allgemeine Bemerkungen. 

Es muas zugegeben werden, dass die Basiis des Pearson'schen 
Systems, der Begriff des 'erweiterten E1 ementarfehlers, in vielen 
Fällen sehr annehmbar ist. Bei einer sehr grossen Menge von 
empirischen Kollektiven kann man aber eine endliche Zahl kon-
kreter Gründe heraussuchen, bei denen eine Zunahme oder ein 
Weglassen eines derselben die Form der Häufigkeitsverteilung 
ansehnlich verändert. Ebenso sind bei empirischen Kollektiven die 
Merkmale oft miteinander korrelativ verbunden, so dass die dem 
einen Merlkmale zugehörige Häufigkeitsverteilung auch die ande-
ren in einem gewissen Masse beeinflusst. 

Bei der Häufigkeitsverteilung der Luft temperatur sind 
beispielsweise die Gaskonstante der Luft , die innere Reibung, 
die spezifische Wärme, die Wärme- und Temperaturleitung, die 
Schmelz- und Verdampfungswärme des Wassers und noch einige 
andere Momente massgebend. Könnten wir diese Konstanten ver-
ändern, so würde sich auch die Häufigkeitsverteilung verändern. 
So liegt z.B. in Tartu (Estland) bei der Häufigkeitsverteilung der 
Temperaturen im Januar die grösste Häufigkeit bei I0 und 2° C, 
was hauptsächlich durch die Schmelzwärme des Wassers verur-
sacht wird. Wenn die Temperaturen über Null steigen, so beginnt 
der ,Schnee zu schmelzen und bedarf wegen seiner grossen Schmelz-
wärme zur Veränderung seines Aggregatzustandes der aus den 
Luftmassen hinzukommenden Wärme. Wäre die Schmelzwärme 
ganz gering, so würden die Temperaturen nicht bei I0 bis 2° stehen 
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bleiben, sondern sie würden viel höher steigen und die Häufigkeits-
verteilung hätte eine viel symmetrischere Form angenommen. 

Dieses; bedeutet, dass die Häufigkeitsverteilung in diesem 
Falle von einer Reihe spezieller Gründe bestimmt wird, die wir 
als zeitweise konstant annehmen können. Da diese speziellen 
Gründe aber nicht in der ganzen Variationsbreite zu wirken 
brauchen, ist die im allgemeinen Fall mittels des Elementarfeh-
lers abgeleitete Häufigkeitskurve nicht annehmbar. Z. B. werden 
in Estland f ü r den Polizeidienst Männer mit einer Körperlänge 
von mindestens 172 cm gewählt, und dadurch ist die Häufigkeits-
verteilung der Körperlänge der Polizisten ganz abweichend von 
der des ganzen Volkes, obwohl jeder Polizist auch zum Volk 
gehört. 

Die Störungsstreuung der Lexis'schen Reihe wird ja durch 
solche konkrete Gründe verursacht. Wenn das Prinzip des 
Elementarfehlers allgemeingültig wäre, so wäre eine Ent-
stehung der Lexis'schen Reihe unmöglich, denn die Wahrschein-
lichkeit des Auftretens eines Merkimals wäre die ganze Zeit kon-
stant. In einem solchen Falle fehlt jede Evolution, die nur auf 
Grund der Lexis'schen Reihe möglich ist. 

Der Glaube an das Prinzip des Elementarfehlers ist sogar so 
gross gewesen, dass die Gauss'sche Normalkuirve als Anzeiger der 
Typen biologischer Elemente betrachtet wurde. Einen Anstoss 
hierzu gab der Umstand, dass bei einigen Typen die Häufigkeiten 
mancher Merkmale mehr oder weniger der Normalkurve folgten. 
Daraus folgerte man, dass es so mit jedem Merkmale eines jeden 
Typus sein müsse, und in dem Falle, wo die Verteilung von der 
Normalkurve abwich, wurde gedacht, dass dort eine Vermischung 
von Typen stattgefunden habe. Dieses glaubte auch Pearson; er 
hat sogar eine Arbeit über das Einteilen der Häufigkeitskurven in 
Normalkurven veröffentlicht. 

Da der allgemeine Charakter der Häufigkeitsverteilung nicht 
nur durch Elemeintarfehler, sondern auch durch andere konkrete 
Gründe verursacht wird, muss das Bestimmen des Typus auf Grund 
von biologischen Merkmalen stattfinden. Die Häufigkeitsverteilung 
kann mehr oder weniger normal sein, sie kann es aber auch nicht 
sein. 

Hierher gehört noch die Frage, welches Merkmal der Normal-
kurve folgt, ob es die Körperlänge, das Gewicht usw. tun. Die 
Häufigkeitsverteilung der Körperlänge der Mensdien i s t 
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annähernd normal, die des Körpergewichts aber ist eine Verteilung 
mit positiver Schiefe (das. Moment dritter Ordnung ist positiv). 
Es wäre ja ein Paradoxon zu behaupten, dass dieselben Menschen 
ihrer Körperlänge nach nur zu einer Rasse, ihrem Körpergewicht 
nach aber zu vielen Rassen gehörten, denn die Häufigkeitsver-
teilung des Gewichts kann in mehrere Normaltypen zerfallen. 

Warum die Häufigkeitsverteitagen der Länge und dies 
Gewichts verschieden sind, wird im folgenden in grossen Zügen 
erklärt. 

Durchschnittlich verändert sich das Körpergewicht propor-
tional der dritten Potenz der Körperlänge. Damit entspricht 
jeder Länge L normal ein Gewicht M so, dass 

(25) M = JcLs 

ist, wo h eine Konstante ist. Die Zunahme der Länge dL r u f t die 
Zunahme des Gewichts dM hervor, so dass 

(26) dM = SkL2 dL 

ist. Aus letzterem ersehen wir, dass dM von L abhängig, und 
bei grösserem L grösser als bei kleinerem L ist. Wenn die Häufig-
keitsverteilung von L symmetrisch ist, wirkt sie auf diejenige von 
M so ein, dass bei letzterer der rechtsliegende Zweig länger wird 
als der linksiiegende. 

Da der Variationsfaktor der Länge klein ist (ca 3%), ist 
auch die Asymmetrie der Häufigkeitsverteilung des Gewichts 
gering und nicht direkt sichtbar. Es fällt aber die Tatsache auf, 
dass der Variationsfaktor des Gewichts auffallend grösser ist 
als derjenige der Länge. Teilen wir die Glieder der Gleichung (26) 
durch diejenigen von (25), so erhalten wir 

dM dL 

Aus letzterem wird ersichtlich, dass die relativen Abwei-
chungen des Gewichts dreimal grösser sind als die der Länge. 
Nehmen wir als Abweichungen solche von den Mittelwerten 
L0 und M,,, so gilt in erster Annäherung dieselbe Beziehung 
und muss der Variationsfaktor des Gewichts, (F j f) dreimal 
grösser als derjenige der Länge ( VL) genommen werden. Nach 
1700 Messungen in Estland (die Daten des Anthropologen 
J. Aul) betrug 

7 * = 9 * 0 8 % + 0 - 1 7 % und 

VL = 3'27 % + 0 0 6 % . 
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Damit ist 
VM - ^ = 2-96 + 0-03 

(bei der Berechnung des Fehlers muss man wissen, dass der 
Korrelationsfaktor zwischen der Länge und dem Gewicht 
r = 0 65 ist), was eine gute Übereinstimmung ergibt. 

Nach gegebener Häufigkeitsverteilung der Länge L kann 
auch theoretisch die Häufigkeitsverteilung des Gewichts M 
konstruiert werden. 

Wir bezeichnen die zusammengehörigen Ordinaten der 
beiden Kurven der L und M bzw. durch HL und Hm. Wir 
wissen, dass die Häufigkeiten der beiden Verteilungen fü r jede 
dL- und dM-Klasse gleich gross sind. Darum können wir schrei-
ben 
(28) Hl'dL = HM ' dM , 

Setzen wir an Stelle von dM den entsprechenden Ausdruck 
aus (26), so bekommen wir 

was uns ermöglicht, fü r jedes k nach der Häufigkeitsverteilung 
der Länge die Häufigkeitsverteilung des Gewichts zu konstruieren, 
wobei k die Einheit, mit der M gemessen wird, bestimmt. In Fig. 4 

woraus 

(29) 

(30) 

Fig. 4. 
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sind nach den Messungen von J. Aul die Häufigkeitsverteilungen 
der Länge und des Gewichts der erwachsenen Männer in West-
estland angeführt, woraus ersichtlich ist, in welchem Masse sich 
diese voneinander unterscheiden (in der Figur fallen die Null-
punkte der Skalen der Länge und des Gewichts zusammen). In der 
nächsten Figur (Fig. 5) ist die nach der Häufigkeitsverteilung 
der Länge konstruierte Häufigkeitsverteilung des Gewichts 
(punktierte Linie), die eine sehr gute Übereinstimmung mit der 

wirklichen Verteilung gibt, dargestellt. Die nebeneinander 
gezeichneten Skalen ermöglichen die normale Beziehung zwischen 

/•""v 

cm /80 165 /70 

80 8S 90 SS 

Fig. 5. 

Länge und Gewicht zu bestimmen. Wird M in kg und L in cm 
gemessen, so ist 

Jc = 1*37. IO-5  

und die entsprechende Beziehung ist 

Mkg =1-37. IO-5L3
cm, 

oder 

Mkg = 13*7 L\. 
l 

Das Gesagte zeigt, dass die Normalkurve nicht zum Charakte-
risieren der Rasse dienen kann, denn die Merkmale einer Rasse 
stehen miteinander in korrelativer Beziehung, und diese ist nicht 
immer linear. Warum soll der Einfluss der Elementarfehler sich 
nur in der Körperlänge zeigen, nicht aber beim Körpergewicht? 
Der Organismus wächst ja in drei Richtungen, und das Wachs-
tum jeder Zelle vergrössert die Masse. 

2 
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b. Über die technischen Nachteile des Systems. 

Die aus den in bezug auf das arithmetische Mittel berechneten 
Momenten zweiter, dritter und vierter Ordnung* ([i.2, /j,h und [Jl1) 
gebildeten Charakteristiken 

und 

ß = (das Mass der Schiefheit) 

ß2 = (das Mass des Exzesses) 

bestimmen im Pearson'schen System eine Charakteristik Je, welche 
ihrerseits den Typus der Häufigkeitskurve bestimmt. Dabei ist 

ßi iß2 ~f~ 3)2  

4(4^-3^) (2ß2- 3A — 6) ' 
Im Falle 

1. k < 0, ist die Gleichung der Häufigkeitskurve 

jr Wi Z1 x\ 
«i/ \ «2/ 

(OC?' \ 'W 1 —^2") (Typus II) 

I 1 - - T l (Typus I). 

2. Wenn k = 0 ist, ist 

Aus diesem folgt der Spezialfall f ü r ß = 3: 

X2 

y = y0e
 2<j2 (Typus VII, Normalkurve). 

3. Im Falle 0 < k < 1, ist 

(r,\— nn —varetan— _TT. 1 + ^ | e « (Typus IV). 

4. Wenn Je = 1 ist, ist 
_y_ 

iy = y0x-Pe X (Typus V). 

5. Im Falle l < £ < c ° ist 

y = yQ(x — a) q2x qi (Typus VI), 
und wenn 

6. Je = OO ist (praktisch, wenn Je genügend gross ist), ist 

y = i/o<> ^ ( l + f ) r " (Typus III). 
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Hier sind x und y die Koordinaten der Kurvenpunkte, e die 
Basis der natürlichen Logarithmen, und alle übrigen Buchstaben 
sind Konstanten, die mit Hilfe der Momente berechnet werden 
können. 

Als Nachteile des Systems technischer Art können genannt 
werden : 

1. Die äusserliche Verschiedenheit der Kurventypen. Sind 
zwei Häufigkeitsverteilungen durch verschiedene Gleichungen 
gegeben, so fehlt die Möglichkeit des Vergleichens der Vertei-
lungen. Die Gestalt der Gleichung und die Koeffizienten können 
keine Vorstellung vom Charakter der Häufigkeitsverteilung geben. 

2. Die Koeffizienten der Gleichung sind fü r die Häufigkeits-
verteilung nicht charakteristisch. Die wichtigsten Eigenschaften 
der Häufigkeitsverteilung, wie die Variationsbreite, die Schiefheit 
und der Exzess, sind nach den Koeffizienten sehr schwer, bei eini-
gen Typen fast unmöglich zu erkennen. 

3. Die zum Feststellen des Typus und zum Bestimmen der 
Koeffizienten erforderliche Rechenarbeit ist zeitraubend und mit 
schwierigen mathematischen Operationen verbunden (da® Be-
rechnen der T7-Funktion). Für Nichtmathematiker ist sie fast 
undurchführbar. 

4. Die Gleichung gibt keine Aufklärung über den Charakter 
der entsprechenden Kurve, und die zur graphischen Darstellung 
nötige Vorarbeit ist ebenfalls kompliziert und zeitraubend. 

Zusammenfassend kann gesagt werden, dass die Anwendung 
des Pearson'schen Systems eine gewisse mathematische Vorbil-
dung voraussetzt. Für Nichtmathematiker ist die Anwendung 
der Gleichungen fast unmöglich, und dadurch ist es zu erklären, 
dass über das Pearson'sche System in der Literatur genug ge-
schrieben, praktisch aber dieses System in der Naturwissenschaft 
und Wirtschaftskunde wenig angewandt worden ist. Die aller-
weiteste Anwendung könnten diie statistischen Methoden jedoch 
gerade in der Biologie und der Sozialmassenkunde finden. 

c. Über die inhaltlichen Nachteile des Systems. 

1. Das Prinzip des Elementarfehlers, welches infolge des 
Aufbaues der Kurventypen auf deduktivem Wege die inhaltliche 
Grundlage bilden soll, scheint bei einer grossen Menge von empi-
rischen Kollektiven nicht annehmbar zu sein, und dadurch wird 

2* 
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•der ganze Aufbau in den meisten Fällen zu einer Interpolations-
lösung. Das System unterscheidet sich nicht vom Approxima-
tionssystem. 

2. Inhaltlich wird der detaillierte Aufbau des Systems fast 
überflüssig, wenn die Bernoulli'sche Reihe durch eine Lexis'sche 
ersetzt werden kann, und die klimatologische, biologische und 
Sozialstatistik zeigen, dass die tatsächlich vorkommenden statisti-
schen Reihen meist Lexis'sche Reihen sind. 

Schon bei der Bernoulli'schen Reihe werden bei einem end-
lichen Kollektivumfang die Fehler der Momente höherer Ordnung 
sehr gross, aber dort tröstet uns die Tatsache, dass bei einem un-
endlich grossen Kollektivumfang sich die Verteilung einem be-
stimmten Grenzwert nähert. Bei der Lexis'schen Reihe sind die 
Fehler der Momente höherer Ordnung so gross, dass schon bei 
Veränderung der Häufigkeit mancher Klasse in ihrem Fehler-
gebiet der empirischen Kurve mehrere Typen im Pearson'schen 
System entsprechen können. Diese Erscheinung ist dadurch be-
dingt, dass die den Typus bestimmende Charakteristik l- nicht 
von konstanter „Empfindlichkeit" ist, sondern in einigen Gebieten 
der ßo-Ebene ihre Veränderung eine sehr grosse Geschwindig-
keit aufweist. Infolgedessen kann wegen der kleinen Verände-
rungen von ß1 und ß2 einerlei welcher von allen Kurventypen der 
Gleichung entsprechen, und damit ist auch die folgende Frage be-
rechtigt: ist eine so grosse Menge von Kurventypen überhaupt 
nötig, oder könnte man im Falle der Lexis'schen Reihe durch 
einen einzigen Kurventypus dieselben Verteilungsformen gewin-
nen? Im folgenden Beispiel wird gezeigt, in welcher Weise 
kleine Verländerungen der Häufigkeiten ein Wechseln der Kurven-
typen hervorrufen können. 

Nach der in Fig. 6 gegebenen Häufigkeitsverteilung erhalten 
wir 

/J1 = 0*01971 und 
ß2 = 3-0247 ; 

danach ist 
k — — 1 5 3 (Typus I). 

Addiert man zu der mittleren Ordinate (y = 40) die Häufig-
keit 0 5 hinzu, (dann ist y = 40 5) so erhält man 

ß± = 0-01976 und 
ß2 = 3-0332, 
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woraus 
Je = 2*10 (Typus VI). 

IO 

Fig. 6. 

Addieren wir zu derselben Ordinate nochmals die Häufigkeit 
0 5 hinzu (dann ist y = 41), so bekommen wir 

Beim Übergang von Typus I zu Typus VI überschreiten wir 
J c = oo (Typus III) , und zwischen dem Typus VI und Typus IV 
ist Jc = 1 (Typus V). Damit entstehen beim Übergang der Hiäu-
figkeitsveränderung von 40 zu 41 fünf Kurventypen. 

Setzen wir voraus, dass diese Abweichung gleich der mittleren 
Abweichung der Bernoulli'schen Reihe ist, so können wir den 
entsprechenden Kollektivumfang bestimmen, denn der Variations-

faktor ist i^ . Benutzenwir die Formel des Variationsfaktors y 

(wo s den Kollektivumfang und p die relative Häufigkeit der zu be-
trachtenden Klasse bedeuten), so erhalten wir s = 5560, denn 
aus der Figur ist 'ersichtlich, dass p = 0 *223 ist. 

Dieses bedeutet: bei s ~ 5560 kann diese Abweichung als eine 
zufällige betrachtet werden, und zwar desto sicherer, je kleiner 
s ist. Bei der Lexis'schen Reihe kann s noch L% mal grösser sein 
(L ist der Lexis'sche Faktor). 

Da praktisch sehr grosse L-Werte vorkommen, wird dadurch 
das Bedürfnis nach dem Pearson'schen System fraglich, denn wir 

ß1 = 0*01982 und 
ß2 =3-0416, 

woraus 
Je = 0-631 (Typus IV). 
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können beii einem Kollektiv fü r seine Partialkollektive verschie-
dene Kurventypen erhalten. Das Gesagte bedeutet gewiss nicht, 
dass dieses System unbrauchbar ist, — es ist aber nicht zweck-
mässig. Darum scheint 'es* zweckmässiger, wenn das System der 
Häufigkeitskurven induktiv geschaffen wird, indem eine Glei-
chung von einer passenden Form gewählt wird, deren Koeffizienten 
die typische Eigenschaften der Häufigkeitsverteilung zum Aus-
druck bringen. Dieselben Koeffizienten können dann auch als 
Charakteristiken der Häufigkeitsverteilung verwendet werden. 
Da keine inhaltliche Begründung angegeben werden kann, weshalb 
gerade die genannte Gleichung gewählt worden ist, so gilt ein 
solches System als ein Abkommen, wie das in der Wissenschaft 
bei einer grossen Menge von Normen der fall ist. 

IV. Die symmetrische Häufigkeitsverteilung. 

a. Die symmetrische Häufigkeitskurve. 

Wie oben erwähnt wurde, ist es fast unmöglich, auf dedukti-
vem Wege eine analytische Darstellung fü r die Häufigkeitsver-
teilungen zu finden, und zwar weil solche allgemeine Gründe, 
welche die Häufigkeitsverteilungen bestimmen, nicht bekannt sind 
und man es in einem jeden Falle mit speziellen Gründen zu tun 
hat. Darum führ t die induktive Methode bei der Aufgabe, fü r 
die gegebene Häufigkeitsverteilung eine passende Annäherungs-
gleichung zu finden, schneller zum Ziel. Eine passende Wahl 
der Gleichungsform kann zu gutem Erfolge führen, was z. B. 
die Häufigkeitskurve der Flächengrösse der estnischen Seen, bei 
der eine Potenzfunktion als Näherung angenommen wurde, ge-
zeigt hat, während das1 Pearson'sche System eine ganz unpassende 
Näherung ergab. 

Auf Grund des Gesagten erscheint uns, dass das Finden der 
Häufigkeitskurve in jedem Fall als Spezialproblem bestehen blei-
ben muss. Weil aber eine grosse Menge von Häufigkeitsvertei-
lungen 'eine Reihe gemeinsamer Züge besitzt, so ist es darum 
möglich, im Gebiete solcher Verteilungen ein System der Hiätufig-
keitskurven zu schaffen, was auch in der vorliegenden Arbeit 
durchgeführt worden ist. 
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Die typischen Formen der einmodigen Häufigkeitsverteilun-
gen in Betracht ziehend, ist zur Grundlage des Systems die Sinus-
kurve im Umfange einer Welle gewählt worden. 

Nehmen wir die Ordinatenachse durch den Gipfel der Welle, 
so ist die Gleichung 

( 3 1 ) ij = I - ^ C O S C C , 

und genügt in unserem Falle das Intervall — n < x <; Jt. 
Bei einer passenden Transformation der Abszissenskala kön-

nen wir die Form der Kurve nach Bedarf verändern. Diese 
Funktion, welche den nötigen Anforderungen zu genügen hat, ist 
nach einer empirischen Ermittelung gewählt worden. 

n 

(32) X1 = c V x , 

wo c und n Konstanten sind. Setzen wir daraus den Wert von x 
in die Gleichung (31) ein, so bekommen wir 

(33) ? / = l + cos • 

Zum Bestimmen der Konstante c sei der Berührungspunkt 
der «-Achse mit der Kurve gegeben. Die Abszisse dieses Punktes 
sei A und der entsprechende x-Wert n. Auf Grund dieser Bedin-
gungen ändert sich die Gleichung (32) zu 

U 
(34) A = ClZrJt, 

woraus 

(35) <, = _ £ _ . 

\ 

Setzen wir den letzteren Ausdruck f ü r c in die Gleichung (33) 
ein, so bekommen wir 

(36) y = 1 -j- cos st (5)' 
Nehmen wir A als eine neue Einheit und bezeichnen 

xI Y 
A ~ ' 

so erhalten wir 

(37) y = I-Sr cos JlXn. 
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In, welchem Masse der Wert von n die Gestalt der Kurve ver-
ändert, zeigt die folgende Figur (Fig. 7). 

4 * 

Da bei der Anwendung der genannten Kurve der Bedarf nach 
der Normalkurve fortfällt , muss nun festgestellt werden, bei wel-
chem n die Kurve sich der Normalkurve am besten nähert. Da 
der Endpunkt der gegebenen Kurve bei X = I liegt, die Normal-
kurve aber bisi in die Unendlichkeit läuft, kommt bei einer 
Näherung nur jener Teil der Normalkurve in Frage, der praktisch 
noch brauchbar ist. Dieser Teil ist bekanntlich durch die Breite 
± 3 o gegeben und erfasst 99'7% aller Elemente. Da die Normal-
kurve bei x = o ihren Wendepunkt hat, können wir auch diese 
Bedingung in Betracht ziehen. Beiim Bestimmen der Näherung 
sind drei Bedingungen beachtet worden: 

1. es sollte bei gesuchtem n das Streuungsmass o = sein; 

2. bei gesuchtem n sollte die Abszisse des Wendepunktes 

x=- sein; 
3. bei gesuchtem n sollte die Abszisse des Wendepunktes 

gleich dem Streuungsmass sein. 
Die Resultate sind folgendermassen errechnet: 
1. Das Streuungsmass ist durch die folgende Formel be-

stimmbar : 

x 
O 

Fig. 7. 

b. Der Vergleich mit der Normalkurve. 

I Jf yx*dx 
\ fydx 
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S e t z e n w i r i n d i e s e r F o r m e l s t a t t y d e n A u s d r u c k a u s ( 3 7 ) 

e i n , s o i s t 

( 3 8 ) o = 

i 
y* (1 —(— cos Jixn) Xi dx 
o 1 

1 3 
/(1 -j- cos stxn) dx 

( s t a t t X i s t x g e s c h r i e b e n ) . D i e L ö s u n g e r g i b t , d a s s 

n = 0 * 7 4 6 

i s t . 

2 . Z u m B e s t i m m e n d e s W e n d e p u n k t e s k a n n d i e z w e i t e A b -

l e i t u n g g l e i c h N u l l g e s e t z t w e r d e n . N a c h z w e i m a l i g e m D i f f e -

r e n z i e r e n e r h ä l t m a n 

( 3 9 ) Stnxn-2 [cos stxn • Stnxn -J- (n — 1) s i n stxn] = 0, 

o d e r 

(40) tan stxn — n n x = 0 . 
1 — n 

S e t z e n w i r h i e r x — ^ e i n , s o i s t 

n = 0 * 7 6 8 . 

3 . Z u r B e s t i m m u n g d e s n - W e r t e s , b e i d e m d i e A b s z i s s e d e s 

W e n d e p u n k t e s g l e i c h d e m S t r e u u n g s m a s s o i s t , m ü s s e n w i r s t a t t 

x i n d i e G l e i c h u n g ( 4 0 ) d e n A u s d r u c k f ü r o a u s ( 3 8 ) e i n s e t z e n . 

D i e B e r e c h n u n g e n w u r d e n p r a k t i s c h s o d u r c h g e f ü h r t , d a s s m i t 

H i l f e d e r F o r m e l ( 3 8 ) f ü r j e d e n n - W e r t d e r W e r t v o n a b e s t i m m t 

u n d l e t z t e r e r i n d i e G l e i c h u n g " ( 4 0 ) e i n g e s e t z t w u r d e , b i s d i e 

G l e i c h u n g e r f ü l l t w u r d e . D i e B e r e c h n u n g e r g a b 

n = 0 * 7 7 1 . 

U m d i e G ü t e d e r d r e i e r h a l t e n e n n- W e r t e z u s c h ä t z e n , w o l l e n 

w i r f ü r e i n i g e P u n k t e d i e O r d i n a t e n y m i t d e n j e n i g e n d e r N o r m a l -

k u r v e v e r g l e i c h e n . E s s e i e n d i e x = 0 , x = a u n d x — 2a e n t -

s p r e c h e n d e n P u n k t e g e w ä h l t . G l e i c h z e i t i g b e r e c h n e n w i r d i e F l ä c h e 

x 

( 4 1 ) N(x) = / ( 1 - ( - c o s stxn) dx 
O 

u n d d i e F l ä c h e 

i • 
(42) N ==/ (1 -J- cos stxn) dx. 
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B e z e i c h n e n w i r d a s V e r h ä l t n i s 

-'X- = QW, 

s o k ö n n e n w i r e s m i t d e m s e l b e n V e r h ä l t n i s b e i d e r N o r m a l k u r v e 

v e r g l e i c h e n . B e i m V e r g l e i c h e n d e r O r d i n a t e n m u s s m a n w i s s e n , 

d a s s be i d e r N o r m a l k u r v e o u n d e b e n f a l l s d i e u n t e r d e r K u r v e 

l i e g e n d e F l ä c h e d e n W e r t 1 h a b e n . D a r u m m u s s ,man, u m e i n e n 

V e r g l e i c h a n s t e l l e n z u k ö n n e n , d i e b e i d e n A c h s e n e n t s p r e c h e n d 

t r a n s f o r m i e r e n u n d d a r a u f , w a s l e i c h t z u e r s e h e n i s t , d i e a u s 

G l e i c h u n g ( 3 7 ) b e r e c h n e t e n ij(x)-Werte m i t d e m F a k t o r m u l -

t i p l i z i e r e n . D i e e r h a l t e n e n O r d i n a t e n w e r t e b e z e i c h n e n w i r miit 

Y(x). D i e E r g e b n i s s e s i n d i n d e r f o l g e n d e n T a b e l l e ( T a b . 3 ) 

g e g e b e n . 

T a b . 3. 

n 0-746 0-768 0-771 Normalk 

a 0-3333 0-3359 0-3362 

y(o) 1-186 1-210 1-213 
y (2a) 0-318 0-323 0-324 
N{a) 0-551 0-561 0-562 
N (2a) 0-790 0-807 0-810 

N 1-652 1-686 1-690 

Y(O) 0-403 0-399 0-398 0399 
Y(o) 0-239 0-241 0-241 0-242 
Y(2o) 0-064 0-064 0064 0-054 

Q(o) 0-336 0-333 0-333 0341 

Q (2a) 0-479 0-479 0-479 0-477 

A u s d e r T a b e l l e i s t e r s i c h t l i c h , d a s s d i e E r g e b n i s s e , m i t d e r 

N o r m a l k u r v e v e r g l i c h e n , g a n z g e r i n g e U n t e r s c h i e d e a u f w e i s e n 

u n d d i e K u r v e a l s f ü r e i n e N ä h e r u n g z u r N o r m a l k u r v e g e n ü g e n d 

a n g e n o m m e n w e r d e n k a n n i n d e m F a l l e , w e n n n z w i s c h e n 0 * 7 5 

u n d O 7 7 l i e g t . 

c. Über das Bestimmen des n-Wertes bei gegebener Verteilung. 

D a s B e s t i m m e n d e r G l e i c h u n g f ü r e i n e e m p i r i s c h e H ä u f i g -

k e i t s v e r t e i l u n g i s t d a n n e i n f a c h , w e n n d i e F o r m d e r V e r t e i l u n g 

d e r G l e i c h u n g e n t s p r i c h t . B e s t i m m e n w i r a u s G l e i c h u n g ( 3 6 ) n, 
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s o e r h a l t e n w i r 

( n ^ l o g Ji — l o g a r c c o s (y — 1) 

l o g ^ . — l o g » ' 

w o s t a t t x u n d y d i e K o o r d i n a t e n e i n e s j e d e n P u n k t e s e i n g e s e t z t 

w e r d e n k ö n n e n . F a l l s a b e r d i e g e g e b e n e V e r t e i l u n g d e r 

G l e i c h u n g n i c h t e n t s p r i c h t , s o m u s s d i e G l e i c h u n g a l s e i n e N ä h e -

r u n g a u f g e f a s s t w e r d e n u n d d a s B e s t i m m e n d e r b e s t e n N ä h e r u n g 

i s t e i n P r o b l e m f ü r s i c h . G e w ö h n l i c h w i r d zu d i e s e m Z w e c k e d i e 

M e t h o d e d e r k l e i n s t e n Q u a d r a t e a n g e w a n d t , b e i H ä u f i g k e i t s v e r -

t e i l u n g e n a b e r w i r d d i e M e t h o d e d e r M o m e n t e b e v o r z u g t . Z w e c k s 

E r z i i e l u n g d e r b e s t e n A n n ä h e r u n g i s t i n d e r v o r l i e g e n d e n A r b e i t 

v o n e i n e r e i n f a c h e n M e t h o d e G e b r a u c h g e m a c h t w o r d e n , d i e a l l e r -

d i n g s n i c h t g a n z m e c h a n i s c h a n w e n d b a r i s t , da s i e e i n e g e w i s s e 

F r e i h e i t i n d e r W a h l z u l ä s s t . W e n n m a n a b e r d a s V o r h a n d e n s e i i n 

d e s S t r e u u n g s s t r e i f e n s be i d e n L e x i s ' s c h e n R e i h e n u n d d i e 

s c h l e c h t e A n n ä h e r u n g s m ö g l i c h k e i t b e i v i e l e n H ä u f i g k e i t s v e r t e i -

l u n g e n m i t i r g e n d w e l c h e n G l e i c h u n g s f o r m e n i n B e t r a c h t z i e h t , 

s o k a n n d i e g e n a n n t e M e t h o d e i n d e n D i e n s t d e r g e s t e l l t e n A u f -

g a b e g e n o m m e n w e r d e n . A u f d i e n ä h e r e B e t r a c h t u n g d e r M e t h o d e 

w e r d e n w i r s p ä t e r z u r ü c k k o m m e n , d o r t , w o d i e A n n ä h e r u n g s -

a u f g a b e g l e i c h z e i t i g a u c h f ü r d i e s c h i e f e n H ä u f i g k e i t s k u r v e n 

g e l ö s t w i r d . V o r h e r w o l l e n w i r a b e r d a s P r o b l e m d e r S c h i e f h e i t 

u n d d i e d e r g e n a n n t e n H ä u f i g k e i t s v e r t e i l u n g e n t s p r e c h e n d e G l e i -

c h u n g s f o r m b e t r a c h t e n . 

V. Die schiefe Häufigkeitsverteilung. 

D i e s c h i e f e H ä u f i g k e i t s k u r v e k ö n n e n w i r a u s d e r s y m m e t r i -

s c h e n e r h a l t e n , i n d e m w i r b e i d e r l e t z t e r e n d i e A b s z i s s e n s k a l a m i t 

Hi l f i e e i n e r e n t s p r e c h e n d e n F u n k t i o n t r a n s f o r m i e r e n . D a b e i i s t 

d i e B e d i n g u n g a u f g e s t e l l t w o r d e n , d a s s d a s T r a n s f o r m a t i o n s -

m a s s s i c h i n d e r g a n z e n V a r i a t i o n s b r e i t e n u r i n e i n e r R i c h t u n g 

(ändere. D i e s e s i n B e t r a c h t z i e h e n d , i s t n a c h d e r P r ü f u n g v e r -

s c h i e d e n e r G l e i c h u n g s f o r m e n v i e l e r H ä u f i g k e i t s v e r t e i l u n g e n z u r 

T r a n s f o r m a t i o n e i n e E x p o n i e n t i a l f u n k t i o n g e w ä h l t w o r d e n . D i e -

s e s b e d e u t e t , d a s s e i n e s c h i e f e H ä u f i g k e i t s v e r t e i l u n g d u r c h e i n e 

z w e c k m ä s s i g e W a h l d e r l o g a r i t h m i s c h e n S k a l a z u e i n e r s y m m e t -

r i s c h e n w i r d . 
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Z u r a n a l o g e n T r a n s f o r m a t i o n g e l a n g e n w i r , w e n n w i r d a s 

B e s t i m m e n d e s o f t g e b r a u c h t e n g e o m e t r i s c h e n M i t t e l s b e t r a c h t e n . 

W e n n w i r e s m i t e i n e r p o s i t i v e n S c h i e f e z u t u n h a b e i n , d a n n w e i c h t 

d a s a r i t h m e t i s c h e M i t t e l v o n d e r M o d e a b , u n d z w a r i s t e s g r ö s s e r 

a l s d i e l e t z t e r e . B e i B e n u t z u n g e i n e s g e o m e t r i s c h e n M i t t e l s , 

w e l c h e s k l e i n e r a l s d a s a r i t h m e t i s c h e i s t , w i l l m a n d i e M o d e e r -

r e i c h e n o d e r m i n d e s t e n s s i c h i h r n ä h e r n . 

Wetnn d i e K l a s s e n d e s M e r k m a l s xx, Xo, . . . Xk d i e H ä u f i g -

k e i t e n b z w . W1, m2, . . . mk h a b e n , d a n n w i r d d a s g e o m e t r i s c h e M i t -

t e l O d u r c h f o l g e n d e F o r m e l a u s g e d r ü c k t : 

n 

(44) O = V x1
mI - x2

m
2 .. . xk

mk , 

w o wi1 - f - m2 - j - ... mu — n i s t . 

N a c h d e m L o g a r i t h m i e r e n b e k o m m e n w i r 

(45) l o g ^ m i l 0 g r g ' + M g l o g g g + ••• f l o g s t . 

E r s e t z e n w i r d i e x - A c h s e d u r c h d i e F u n k t i o n s i s k a l a 

(46) ^ = l o g x, 
s o i s t 

(47) q = w l + m<2 ' *' m k ^ • 
g n 

D a s b e d e u t e t , d a s s d i e B e r e c h n u n g i m n e u e n K o o r d i n a t e n s y -

s t e m z u m a r i t h m e t i s c h e n M i t t e l f ü h r t . D a m i t d a s e r h a l t e n e M i t -

t e l d i e M o d e s e i (G = M0), m u s s d i e H ä u f i g k e i t s k u r v e i m n e u e n 

K o o r d i n a t e n s y s t e m s y m m e t r i s c h s e i n . N e h m e n w i r d e n A n f a n g 

d e s K o o r d i n a t e n s y s t e m s i n d e r M o d e u n d b e z e i c h n e n 

(48) £ — g = X, 

s o k ö n n e n w i r n a c h ( 4 5 ) u n d ( 4 6 ) s c h r e i b e n : 

(49) z = iogic — log O = Iog ~ • 

N e h m e n w i r b e i g l e i c h e n O r d i n a t e n di ie A b s z i s s e n w e r t e X1  

u n d X 2 , d e n e n a u f d e r g e g e b e n e n K u r v e i r g e n d w e l c h e X1 u n d X2  

e n t s p r e c h e n , s o k ö n n e n w i r i n f o l g e d e r S y m m e t r i e s c h r e i b e n : 

( 5 0 ) X1 = —X2, 

o d e r 
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(51 ) " 8 ¾ = - 1 " ¾ ' 
o d e r 

(52 ) xI x2 = Moi. 

D a d i e s e B e z i e h u n g n u r d a n n g i l t , w e n n d i e H ä u f i g k e i t s v e r -

t e i l u n g d e r L o g a r i t h m e n d e s M e r k m a l s s y m m e t r i s c h i s t , s o w i r d 

i n d e r v o r l i e g e n d e n Arbesit d e r g e n a n n t e G e d a n k e n g a n g s o e r -

w e i t e r t , d a s s d e r A u s g a n g s p u n k t , v o n w e l c h e m a u s d i e L ä n g e n x 

g e m e s s e n w e r d e n , n i c h t i m K o o r d i n a t e n a n f a n g s p u n k t g e l a s s e n 

w i r d , s o n d e r n i h m z w e c k s E r r e i c h u n g s y m m e t r i s c h e r V e r t e i l u n g 

e i n e e n t s p r e c h e n d e L a g e a u s s e r h a l b d e r V a r i a t i o n s b r e i t e ( d a m i t 

d i e B e z i e h u n g X1X2 Mo2 g e l t e ) z u g e w i e s e n w i r d . W e n n d i e s e r 

P u n k t ( n e n n e n w i r i h n d e n P o l u n d b e z e i c h n e n w i r i h n m i t P ) a u f 

d e r l i n k e n S e i t e d e r V e r t e i l u n g l i e g t , s o n e n n e n w i r d i e S c h i e f e 

p o s i t i v , u n d w e n n d e r P o l a u f d e r r e c h t e n S e i t e d e r V e r t e i l u n g 

l i e g t , i s t d i e S c h i e f e n e g a t i v . J e g r ö s s e r d i e S c h i e f e i s t , d e s t o 

n ä h e r z u r K u r v e l i e g t P u n d u m g e k e h r t . 

N e h m e n w i r d e n K o o r d i n a t e n a n f a n g s p u n k t i n d e r M o d e 

( F i g . 8 ) u n d b e z e i c h n e n w i r d i e A b s z i s s e v o n P m i t p ( b e i p o s i t i -

v e r S c h i e f e i s t p < 0 u n d b e i n e g a t i v e r S c h i e f e p > 0 ) , s o k ö n n e n 

w i r n a c h ( 4 9 ) s c h r e i b e n : 

a * 

f 

Fig. 8. 

(53) TT 1 V ~ j T x 1 P X 
X = c log —-----— = c l o g  

w o c e i n e K o n s t a n t e i s t . 
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D a n e g a t i v e Z a h l e n k e i n e n L o g a r i t h m u s h a b e n , m u s s das. 

V e r h ä l t n i s 

— p-\-x 
— v 

i m m e r p o s i t i v s e i n . D i e s e s t r i f f t t a t s ä c h l i c h zu , d e n n d i e G r ö s s e 

— p-\-x b e z e i c h n e t d i e E n t f e r n u n g d e s P u n k t e s x v o n P u n d — p 

d i e j e n i g e d e s K o o r d i n a t e n a n f a n g s p u n k t e s O v o n P. D a d i e b e i d e n 

P u n k t e x u n d O z u e i n e r S e i t e v o n P l i e g e n , h a b e n s i e a u c h d i e -

s e l b e n V o r z e i c h e n . 
Z u m B e s t i m m e n d e r K o n s t a n t e c s e t z e n w i r X = I, d a n n i s t 

x = B ( d e r r e c h t s e i t i g e E n d p u n k t d e r K u r v e ) . S e t z e n w i r d i e s e 

W e r t e i n d i e G l e i c h u n g ( 5 3 ) e i n , s o b e k o m m e n w i r 

c = 
, p — B 1og — 

D a m i t i s t 

l o g 
(54) X i P-S l o g 

S e t z e n w i r d i e s e s i n G l e i c h u n g ( 3 7 ) e i n , s o e r h a l t e n w i r d i e 

g e s u c h t e F o r m d e r G l e i c h u n g : 

1 p — sc 
r l o g — — -

(55) y=l-\- cos st  
L l o g 

P 

S t a t t d e r G r ö s s e B k a n n d i e K o o r d i n a t e d e s l i n k s l i e g e n d e n 

E n d p u n k t e s d e r K u r v e , d i e w i r m i t C b e z e i c h n e n , e i n g e f ü h r t 

w e r d e n . 

E s i s t b e k a n n t , d a s s X = — 1 i s t , w e n n x== C i s t . N a c h ( 5 3 ) 

b e k o m m e n w i r , d a s s 

< 8 6 ) 

i s t , u n d d i e G l e i c h u n g ( 5 5 ) e r h ä l t d a n n d i e F o r m 

1 p — X 

[lOg "1 n 
b ' 

l o s f t ^ j 
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A u s d e n G l e i c h u n g e n ( 5 4 ) u n d ( 5 6 ) f o l g t , d a s s 

p — B p (58) 

i s t , w o r a u s 

(59) 

o d e r 

(60) 

o d e r 

(61) 

P 

G-. 

p — C 

Bp 
B p 

B 
Cp 

C — p 

P 

0 

JlC 
B+C 

f o l g t . ( H i e r b e i m u s s i m A u g e b e h a l t e n w e r d e n , d a s s i m m e r B 

u n d C < 0 s i n d . ) 

B e i n e g a t i v e r S c h i e f e ( F i g . 9 ) m ü s s e n d i e D i s t a n z e n v o n P 

n a c h l i n k s g e m e s s e n w e r d e n . O b w o h l b e i d e D i s t a n z e n ( v o n P b i s 

z u r M o d e u n d b i s z u m P u n k t e x ) n e g a t i v s i n d , i s t i h r V e r h ä l t n i s 

p o s i t i v u n d e r l a u b t d i e s e s d i e A n w e n d u n g d e r F o r m e l ( 4 9 ) . 

Fig. 9. 

S e t z e n w i r d i e e n t s p r e c h e n d e n G r ö s s e n e i n , s o e r h a l t e n w i r 

g e n a u d ie G l e i c h u n g ( 5 3 ) : 

•p -\-x 
(62) X= c l o g 

P 

D a m i t b l e i b t d i e F o r m d e r G l e i c h u n g d i e s e l b e , u n d d i e G l e i -

c h u n g k a n n f ü r b e i d e A r t e n d e r S c h i e f e g e b r a u c h t w e r d e n . D e r 

U n t e r s c h i e d b e s t e h t n u r d a r i n , d a s s i m e r s t e n F a l l e p < C O u n d i m 

z w e i t e n p ^ > 0 i s t . 
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D i e G r o s s e 

(63) = ^ 
P 

k a n n a l s M a s s d e r S c h i e f h e i t g e w ä h l t w e r d e n , d e n n b e i p o s i t i v e r 

S c h i e f e , w o p<C Oj i s t , w ä c h s t m i t d e r Z u n a h m e v o n B a u c h ß u n d 

u m g e k e h r t . B e i n e g a t i v e r S c h i e f e , w o p > 0 i s t , i s t d i e E r s c h e i n u n g 

u m g e k e h r t . 

N a c h F o r m e l ( 5 8 ) i s t e b e n s o 

< 6 4 > ' 

A u s ( 6 3 ) e r h a l t e n w i r 

(65) B = p( l—ß) 
u n d a u s ( 6 4 ) 

(66) 

N a c h D i v i s i o n d e r G l e i c h u n g e n ( 6 5 ) u n d ( 6 6 ) e r h ä l t m a n 

(07) 4 = - 1 1 

D a B^>0 u n d C<CO i s t , s o i s t d a s V e r h ä l t n i s d e r a b s o l u t e n 

G r ö s s e n d e r L ä n g e n d e r Z w e i g e d e r H ä u f i g k e i t s v e r t e i l u n g ß ( d e r 

r e c h t s l i e g e n d e d i v i d i e r t d u r c h d e n l i n k s l i e g e n d e n ) . 

I n f o l g e v o n c o s a = c o s ( — a ) s i n d i n d e r F o r m e l ( 5 5 ) d a s 

Z e i c h e n d e s B r u c h e s i n d e n K l a m m e r n u n d d e r C h a r a k t e r v o n n 

( e i n e g e r a d e o d e r u n g e r a d e Z a h l ) n i c h t w e s e n t l i c h . D a r u m k a n n 

i n d e r F o r m e l ( 5 5 ) i m N e n n e r d e s B r u c h e s s t a t t — — a u c h ^ 
p p—B 

s t e h e n , o d e r n a c h ( 5 8 ) d i e a l l g e m e i n e G l e i c h u n g i n f o l g e n d e r F o r m 

g e s c h r i e b e n w e r d e n : 

y = 1 + c o s JV r
l o g , 

L l o g — 

P. 

p 

X 

I 
D i e s e s b e d e u t e t , d a s s e s e i n e r l e i i s t , i n b e z u g a u f w e l c h e n E n d -

p u n k t d i e G l e i c h u n g ( 5 8 ) g i l t . O b w i r e s m i t p o s i t i v e r o d e r n e -

g a t i v e r S c h i e f e z u t u n h a b e n , k a n n a n d e m Z ä h l e r d e s B r u c h e s , 

d e r f o l g e n d e r m a s s e n g e s c h r i e b e n w e r d e n k a n n : 

(68) l o g ^ ^ = l o g | l - - | - j , 

e r k a n n t w e r d e n . D a be i p o s i t i v e r S c h i e f e p < 0 i s t , s o i s t i m Z ä h l e r 

d e r K o e f f i z i e n t v o r x p o s i t i v . B e i n e g a t i v e r S c h i e f e , w o p > i s t , 

i s t d e r s e l b e K o e f f i z i e n t n e g a t i v . 



A XXXV. i Über das System der einmodigen Häufigkeitskurven 33 

VI. Die Beziehung zwischen der symmetrischen 
und der schiefen Häufigkeitskurve. 

A u s d e r F o r m e l ( 6 3 ) i s t e r s i c h t l i c h , d a s s m i t d e m W a c h s e n 

ron p d i e S c h i e f e a b n i m m t , u n d p r a k t i s c h k a n n d i e K u r v e , w e n n p 

g e n ü g e n d g r o s s i s t , a l s s y m m e t r i s c h a n g e s e h e n w e r d e n . D i e 

G l e i c h u n g d e r s y m m e t r i s c h e n K u r v e ( 3 7 ) k a n n n i c h t a l s e i n e A u s -

n a h m e b e t r a c h t e t w e r d e n , d e n n be i g e n ü g e n d g r o s s e m p i s t d e r 

U n t e r s c h i e d z w i s c h e n d e n b e i d e n K u r v e n w i r k l i c h g e r i n g u n d 

n ä h e r t s i c h b e i m W a c h s e n v o n p d e r N u l l . U m d i e s e s z u e r k l ä r e n , 

s c h r e i b e n w i r d e n B r u c h a u s d r u c k a u s F o r m e l ( 5 5 ) i n F o r m e i n e r 

R e i h e , w o b e i w i r d i e b e k a n n t e R e i h e n e n t w i c k l u n g d u r c h f ü h r e n . 

A u f d i e s e A r t e r h a l t e n w i r 

l o g ? - * x A- — 4 - — 4 -g P — 2p + Sp2 + • • • 
V 0 y - ' n B R2 R 3 

l o g - - 5 

D a r a u s i s t e r s i c h t l i c h , d a s s b e i p oo d e r G r e n z w e r t d e s 

00 
B r u c h e s ^ i s t ; d i e G l e i c h u n g ( 5 5 ) b e k o m m t d a n n d i e F o r m 

JD 

(70) y = 1 -(- COS Jt 

w a s d i e u n s b e k a n n t e G l e i c h u n g ( 3 6 ) d a r s t e l l t . 

I n d e m F a l l e , w e n n ß ~ 1 i s t , k a n n m a n e b e n f a l l s z u r R e i h e n -

e n t w i c k l u n g g r e i f e n , u n d d u r c h F o r t f a l l e n d e r L o g a r i t h m e n w i r d 

d i e w e i t e r e R e c h e n a r b e i t e r l e i c h t e r t . I n d e r n e u e n F o r m i s t d i e 

G l e i c h u n g d i e f o l g e n d e : 

(71) y = 1 -f- cos Jt 

)n 
* 2p * Sp2 ^ ' * • ( 

75 j B2 I W _T j ' 
^ + 2^ + 3^ + ---1 

VII. Das Bestimmen der Charakteristiken. 
I m a l l g e m e i n e n F a l l ( w e n n d e r K o o r d i n a t e n a n f a n g s p u n k t 

n i c h t i n d e r M o d e l i e g t ) h a t d i e G l e i c h u n g ( 5 5 ) d i e F o r m 

(72) y + COS « [ Ä + M J j . 
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D i e G l e i c h u n g e n t h ä l t f ü n f K o n s t a n t e n , d e r e n B e d e u t u n g e n 

i m f o l g e n d e n e r k l ä r t w e r d e n . 

1. ß i s t d a s f r ü h e r e r w ä h n t e M a s s d e r S c h i e f e . 

2. n i s t d a s e b e n f a l l s f r ü h e r e r w ä h n t e M a s s d e r G r ö s s e d e r 

H ä u f u n g . 

3. A i s t d i e H ä l f t e d e r L ä n g e d e r O r d i n a t e d e r M o d e , d e n n 

d e r m a x i m a l e W e r t v o n y i s t ymax = 2 A. 
W e i t e r h a t d e r A u s d r u c k i m Z ä h l e r a-\-bx e i n i g e w i c h t i g e 

B e d e u t u n g e n : 

4. D i e W u r z e l d e r G l e i c h u n g a -)- bx = 1 b e s t i m m t d i e M o d e 

Mo, w o 

( 7 3 ) Mo = ~ a 

i s t . 

5. D i e W u r z e l d e r G l e i c h u n g a j^bx = ß b e s t i m m t d e n r e c h t -

s e i t i g e n E n d p u n k t d e r K u r v e , d e n W e r t v o n ß , w o 

( 7 4 ) B = 

i s t . 

6 . D i e W u r z e l d e r G l e i c h u n g a 4 - bx = \ b e s t i m m t d e n 
ß. 

I i n k s e i t i g e n E n d p u n k t d e r K u r v e , d e n W e r t v o n G, w o 

i s t . 

7 . D e r A b s t a n d d e r b e i d e n E n d p u n k t e B u n d C, d i e V a r i a -

t i o n s b r e i t e v, i s t n a c h ( 7 4 ) u n d ( 7 5 ) 

ß — a 1 — aß ß2 — 1 
(76) V~~b bß ~b(T' 

B e i s p i e l e : 

1. E s s e i d i e G l e i c h u n g g e g e b e n 

. T l o g ( - 0 - 3 7 + 0*25 x) f 
2/ = 4 { 1 + o o s » [ j [• 

N a c h d e r G l e i c h u n g ( 7 3 ) e r h a l t e n w i r 

__ 1 + 0-37 _ . Q  M o - - ¾ - = 5 ' 4 8 -
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N a c h ( 7 4 ) e r h ä l t m a n 

N a c h ( 7 5 ) i s t 

N a c h ( 7 6 ) i s t 

f i 1 4 ~ 0 - 3 7 . 4 - 0 0 Q 

~ 0 - 2 5 . 4 - 0 0 

4 - 0 0 2 — 1 
15-00. 

0-25.4-00 

D a s s e l b e e r g i b t a u c h e i n e f o l g e n d e N a c h p r ü f u n g , d e n n 

V = B-C= 1 7 - 4 8 — 2-48 = 1 5 0 0 

u n d 

. B — Mo 1 7 - 4 8 — 5-48 , n n 

P=AU=C=T-W=¥W = i ' 0 0 -

F e r n e r i s t 

v = = — = = — 4-00 p b 0-25 ' 

w o r a u s 
P = M O ' + ^ 5 - 4 8 — 4-00 = 1-48. 

D a m i t s i n d a l l e w i c h t i g e n z u m Z e i c h n e n d e r K u r v e n o t w e n d i -

g e n P u n k t e g e f u n d e n . 

E b e n s o e i n f a c h i s t d i e L ö s u n g d e r u m g e k e h r t e n A u f g a b e . 

2 . E s s e i e n d i e b e i d e n E n d p u n k t e d e r K u r v e u n d d i e L a g e d e r 

M o d e g e g e b e n . M a n m u s s d i e G l e i c h u n g a u f s c h r e i b e n . 

E s s e i 

Mo = 2 , B = 16 u n d C = — 5 . 

Z u m B e s t i m m e n d e r G r ö s s e n a, b u n d ß h a b e n w i r v i e r G l e i -

c h u n g e n , v o n d e n e n w i r i r g e n d w e l c h e d r e i b e n u t z e n k ö n n e n . D e r 

e i n f a c h s t e W e g i m g e g e b e n e n F a l l e i s t a b e r f o l g e n d e r : 

ß i s t s c h o n d u r c h d r e i g e g e b e n e P u n k t e b e s t i m m t , d e n n 

B-Mo 1 6 - 2 0  

P Mo-C 2 —f- 5 

E b e n s o i s t a u c h v b e s t i m m t , d e n n 

V = B — C = 16-{- 5 = 2 1 . 

3* 
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A u s d e r G l e i c h u n g ( 7 6 ) e r h a l t e n w i r , d a s s 

b 
ßv 

i s t . S e t z e n w i r h i e r d i e g e g e b e n e n Z a h l e n e i n , s o i s t 

b 
2 2 — 1 1 
2.21 — 14' 

D a m i t i s t 

p = — 1 4 
u n d 

P—Mo -\- p = 2 — 14 = — 12. 

A u s d e r G l e i c h u n g ( 7 3 ) e r h ä l t m a n 

a — 1 — bMo = ^. 

N e h m e n w i r z. B . a n , d a s s A = 4 u n d n — 0 8 0 i s t , d a n n g i l t 

d i e G l e i c h u n g 

B e m e r k u n g : E s i s t z u e m p f e h l e n , d i e V a r i a t i o n s b r e i t e v i m m e r 

p o s i t i v z u n e h m e n , d . h . v — B — C. D a n n s i e h t m a n a u s d e r 

G l e i c h u n g ( 7 6 ) , d a s s b e i n e g a t i v e r S c h i e f e , w o b < 0 i s t , d e r N e n -

n e r n e g a t i v i s t u n d d e s h a l b a u c h d e r Z ä h l e r n e g a t i v s e i n m u s s . 

W e n n w i r d i e S c h i e f e ß a l s V e r h ä l t n i s d e r L ä n g e d e s r e c h t s e i t i -

g e n Z w e i g e s z u d e r j e n i g e n d e s l i n k s e i t i g e n a n n e h m e n , d a n n i s t e s 

t a t s ä c h l i c h so , d e n n d a n n i s t ß < 1. O h n e d i e s e F o r d e r u n g ( d a s s 

v > 0 i s t ) k ö n n e n w i r i m m e r , w e n n ß < 1 i s t , s t a t t ß a u c h 

s c h r e i b e n , d e n n i n d e r G l e i c h u n g v e r ä n d e r t s i c h n i c h t s , d a d e r 

a b s o l u t e W e r t v o n IogiQ d e r s e l b e b l e i b t . 

VIII. Über die Wahl der Methode zum Bestimmen 

Z u m . A u f s c h r e i b e n d e r G l e i c h u n g b r a u c h e n w i r f ü n f K o n -

s t a n t e n . D a d i e Z a h l d e r H ä u f i g k e i t s z a h l e n g e w ö h n l i c h g r ö s s e r i s t , 

i s t d a s P r o b l e m n i c h t e i n d e u t i g l ö s b a r . E s g i b t u n e n d l i c h v i e l e 

L ö s u n g e n . U n t e r d i e s e n m u s s ,man e i n e s o l c h e a u s w ä h l e n , d i e e i n e 

der Charakteristiken. 
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„ m ö g l i c h s t g u t e " A n n ä h e r u n g g i b t . D a s B e s t i m m e n d e r „ a l l e r -

b e s t e n A n n ä h e r u n g " i s t e i n P r o b l e m f ü r s i c h , u n d e s g i b t k e i n e 

M e t h o d e , d i e e s m i t g e n ü g e n d e m E r f o l g l ö s e n k ö n n t e . D i e k l a s -

s i s c h e M e t h o d e i s t d i e j e n i g e d e r k l e i n s t e n Q u a d r a t e , d e r e n 

A n w e n d u n g a b e r b e i k o m p l i z i e r t e n G l e i c h u n g i s f o r m e n s e h r 

u n g ü n s t i g i s t . P e a r s o n u n d C h a r l i e r h a b e n d i e M e t h o d e d e r 

M o m e n t e a n g e w a n d t , d i e a b e r m i t z e i t r a u b e n d e r R e c h e n a r b e i t 

v e r b u n d e n i s t . A n d e r e N a c h t e i l e s i n d i n d i e s e r A r b e i t s c h o n a n a -

l y s i e r t w o r d e n . Z u r L ö s u n g d e s P r o b l e m s i s t i n d e r v o r l i e g e n d e n 

A r b e i t e i n e e i n f a c h e M e t h o d e , d i e w i r d i e F l ä c h e n m e -

t h o d e n e n n e n , a n g e w a n d t w o r d e n , d i e m i t e i n f a c h e r R e c h e n -

a r b e i t v e r b u n d e n u n d b e i v e r s c h i e d e n a r t i g e n G l e i c h u n g s f o r m e n 

b r a u c h b a r i s t . D i e M e t h o d e b e s t e h t d a r i n , d a s s e i n F l ä c h e n s t ü c k 

u n t e r d e r H ä u f i g k e i t s k u r v e ( d i e H ä u f i g k e i t i r g e n d w e l c h e r 

K l a s s e ) d e m e n t s p r e c h e n d e n T e i l d e r e m p i r i s c h e n K u r v e g l e i c h 

g e s e t z t w i r d . D i e Z a h l d e r F l ä c h e n s t ü c k e w i r d n a c h d e r Z a h l d e r 

z u b e s t i m m e n d e n C h a r a k t e r i s t i k e n g e w ä h l t . D i e M e t h o d e i s t b e i 

H ä u f i g k e i t s v e r t e i l u n g e n l e i c h t a n w e n d b a r , d e n n d a s i n d d i e 

G r ö s s e n d e r F l ä c h e n s t ü c k e s c h o n d u r c h d i e H ä u f i g k e i t s z a h l e n 

g e g e b e n . E i n V e r g l e i c h m i t d e r M e t h o d e d e r k l e i n s t e n Q u a d r a t e 

e r g a b , d a s s d i e G e n a u i g k e i t d e r b e i d e n M e t h o d e n u n g e f ä h r d i e s e l b e 

i s t . D i e n e u e M e t h o d e i s t t e i l w e i s e b e s s e r , t e i l w e i s e s c h l e c h t e r , j e 

n a c h d e m , w e l c h e F l ä c h e n s t ü c k e g e n o m m e n w e r d e n . I m f o l g e n -

d e n v e r g l e i c h e n w i r , u m R a u m z u s p a r e n , d i e g e n a n n t e M e t h o d e 

m i t d e r j e n i g e n d e r k l e i n s t e n Q u a d r a t e n u r be i e i n e r l i n e a r e n 

F u n k t i o n . 

IX. Vergleich mit der Methode der kleinsten 
Quadrate. 

1. E s s t e l l e i m K o o r d i n a t e n s y s t e m xy d i e f e t t a u s g e z o g e n e 

h o r i z o n t a l e L i n i e ( F i g . 1 0 ) d e n G a n g d e r H ä u f i g k e i t s v e r t e i -

l u n g i n d e r V a r i a t i o n s b r e i t e l d a r . E s s e i d e r K o l l e k t i v u m f a n g s . 

N e h m e n w i r a n b e i d e n E n d e n d e r V e r t e i l u n g F l ä c h e n s t ü c k e m i t 

d e r G r u n d l i n i e k (k i s t d i e K l a s s e n b r e i t e ) u n d z i e h e n w i r a u s d e n 

M i t t e l p u n k t e n d e r G r u n d l i n i e n d i e H ö h e n Ii1 u n d h2. D i e o b e r e n 

P u n k t e d e r H ö h e n A u n d B v e r b i n d e n w i r d u r c h G e r a d e , d i e w i r 

a l s N ä h e r u n g s g e r a d e w ä h l e n . 

N a c h d e m B e r n o u l l i ' s c h e n G e s e t z h a t j e d e s F l ä c h e n i s t ü c k , 
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w e l c h e s d i e H ä u f i g k e i t e i n e s g e w i s s e n M e r k m a l s a n z e i g t , d i e 

m i t t l e r e A b w e i c h u n g o, d i e n a c h d e r F o r m e l 

O = VSP U — P) 

b e s t i m m t w e r d e n k a n n (s — K o l l e k t i v u m f a n g , p — d i e r e l a t i v e 

H ä u f i g k e i t d e r z u b e t r a c h t e n d e n K l a s s e ) . 

h, 

k— 1 L 

Fig. 10. 

N a c h d e r a n g e n o m m e n e n V e r t e i l u n g s f u n k t i o n i s t 

P — 
k 
T ' 

D a m i t i s t d i e ' m i t t l e r e A b w e i c h u n g d e r b e i d e n F l ä c h e n s t ü c k e 

(77) ol = o3 = y s ^ d c i 

u n d d i e m i t t l e r e A b w e i c h u n g d e r H ö h e n h 

(78) Gh1 ^ah2 = -Jc 
= \/ 

= k k v 
s(l &) 

W~~ 

D i e m i t t l e r e A b w e i c h u n g d e s S t e i g u n g s m a s s e s d e r N ä h e -

r u n g s g e r a d e n w i r d d u r c h d i e m i t t l e r e A b w e i c h u n g d e r D i f f e r e n z 

d e r b e i d e n H ö h e n (Ah = U1 — h2) b e s t i m m t , w o b e i d i e l e t z t g e -

n a n n t e m i t t l e r e A b w e i c h u n g n o c h d u r c h d i e D i f f e r e n z d e r A b s z i s -

s e n d e r P u n k t e A u n d B l — k d i v i d i e r t w e r d e n m u s s . 
B e i m B e s t i m m e n d e r m i t t l e r e n A b w e i c h u n g d e r H ö h e n -

d i f f e r e n z m u s s i n B e t r a c h t g e z o g e n w e r d e n , d a s s d i e A b w e i c h u n -

g e n d e r F l ä c h e n s t ü c k e u n d d a m i t a u c h d i e A b w e i c h u n g e n d e r 
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H o h e n ! m i t e i n a n d e r k o r r e l a t i v v e r b u n d e n s i n d . D i e m i t t l e r e 

A b w e i c h u n g d e r D i f f e r e n z d e r H ö h e n oAh w i r d d u r c h f o l g e n d e 

F o r m e l b e s t i m m t : 

(79) O2Ah = O2Ii1 -f- o2A2 — 2 r . Oh1. Oh2. 

D e r K o r r e l a t i o n s f a k t o r r i s t e i n e F u n k t i o n v o n k ( b e i k l e i -

l 
n e m k i s t r ** o, i s t a b e r k = ^ > s o i s t r = — 1), u n d w i r k ö n n e n 

i h n f o l g e n d e r m a s s e n f i n d e n : 

a y 

{*i (X.f.) (XsiVt) (X.; y.) 

Fig- 11-

W e n n i m e r s t e n F l ä c h e n s t ü c k e i n e A b w e i c h u n g d, s t a t t g e -

f u n d e n h a t , d a n n z e i g t d a s ü b r i g g e b l i e b e n e F l ä c h e n s t ü c k d i e 

A b w e i c h u n g — S 1 . D a h e r f ä l l t a u f d a s z w e i t e F l ä c h e n s t ü c k d i e 

A b w e i c h u n g 

(80) <>2 = - r i b < 5 , -

A u s d e r K o r r e l a t i o n s t h e o r i e w i s s e n w i r , d a s s d i e R e g r e s -

s i o n s g l e i c h u n g f ü r d i e s e A b w e i c h u n g e n d i e f o l g e n d e i s t : 

(81) 

w o O1 u n d O2 d i e i n d e r F o r m e l ( 7 7 ) v o r k o m m e n d e n G r ö s s e n 

s i n d . 

sM 90% X . s% 

L 6 - J e 

Fig. 12. 
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w i r 

(82) 

D i v i d i e r e n w i r d i e G l e i c h u n g ( 8 0 ) d u r c h ( 8 1 ) , s o b e k o m m e n 

Te 
i — r 

i . 
H i e r a u s e r s e h e n w i r , d a s s w e n n Te = -• i s t , d a n n r = — 1 i s t . 

Li 

I m F a l l e Tc > ^ i s t 

(83) 
l—k 

Te 

( d e r r e z i p r o k e W e r t d e s f r ü h e r e n r ) , w a s l e i c h t a b l e i t b a r i s t . 

S e t z e n w i r a u s ( 7 8 ) u n d ( 8 2 ) d i e e n t s p r e c h e n d e n G r ö s s e n 

i n ( 7 9 ) e i n , s o e r h a l t e n w i r 

( 8 4 ) # A h = U ' 

d e n n erA1 = oho, u n d d e r K o r r e l a t i o n s f a k t o r z w i s c h e n d e n 

A b w e i c h u n g e n d e r G r ö s s e n d e r F l ä c h e n s t ü c k e i s t d e r s e l b e w i e 

d e r K o r r e l a t i o n s f a k t o r z w i s c h e n d e n A b w e i c h u n g e n d e r H ö h e n . 

Fig. 13. 

Z u m B e s t i m m e n d e r m i t t l e r e n A b w e i c h u n g d e s S t e i g u n g s -

m a s s e s m d i v i d i e r e n w i r d e n e r h a l t e n e n oAh-Wert n o c h d u r c h 

d i e G r ö s s e l — k. D a n n b e k o m m e n w i r 

(85) o£m 
2 s 

Hil-Tef 

I s t & > ö , s o e r h ä l t m a n m i t H i l f e d e r F o r m e l ( 8 3 ) a n a l o g 
& 

(86) o-m 
2 s 

TeH(I-Tc)' 



A.XXXV. i Über das System der einmodigien Häufigkeitskurven 41 

W e n n w i r b e i m W ä h l e n d e r F l ä c h e n s t ü c k e - d i e k l e i n e r e v o n 

d e n G r ö s s e n k u n d l — k m i t y u n d d i e g r ö s s e r e m i t l — y 

b e z e i c h n e n , d a n n i s t i m e r s t e r e n F a l l e ( w o Tc < ~ i s t ) 
Li 

u n d 
l — k = l — y, 

u n d i m l e t z t e r e n F a l l e ( w o Tc > ^ i s t ) 
Lt 

u n d 
Ic — l — 7 

l — Tc = y. 

Fig. 14. 

S e t z e n w i r d i e s e G r ö s s e n b z w . i n F o r m e l ( 8 5 ) u n d ( 8 6 ) e i n , 

d a n n e r h a l t e n w i r f ü r b e i d e F ä l l e 

2s 
(87 ) o~m 

Y l ( I - Y ) ' 

D i e s e s b e d e u t e t , d a s s d i e F o r m e l ( 8 5 ) i m m e r a n g e w a n d t w e r -

d e n k a n n , e s m u s s n u r u n t e r k d e r k l e i n e r e T e i l v o n l v e r s t a n d e n 

w e r d e n . 

B e z e i c h n e n w i r 

Te = xl, 
d a n n i s t n a c h ( 8 5 ) 

2 s 
(88) o2 m 

Iik (1 — x)2 

B e r e c h n e n w i r d e n M i n i m a l w e r t v o n am, so f i n d e n w i r , 

d a s s d i e s e r b e i x == ^ z u t a g e t r i t t u n d s e i n e G r ö s s e 
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(89) 

b e t r ä g t . 

GWlmin— 3 ' 6 7 -jj 

2. Z w e i t e n s w o l l e n w i r b e t r a c h t e n , m i t e i n e r w i e g r o s s e n 

G e n a u i g k e i t d a s S t e i g u n g s m a s s d e r N ä h e r u n g s g e r a d e n b e i d e r 

M e t h o d e d e r k l e i n s t e n Q u a d r a t e b e s t i m m t w i r d . 

E s s e i e b e n s o d i e Z a h l d e r E l e m e n t e s, d i e K l a s s e n b r e i t e k 

u n d d i e V a r i a t i o n s b r e i t e l ( F i g . 9 ) . 

W e n n d a s S t e i g u n g s m a s s d e r R e g r e s s i o n s g e r a d e n g l e i c h 

N u l l i s t , d a n n i s t 

(90) am = ^ ar 
ax 

( d a r i n b e d e u t e t : om d i e g e s u c h t e m i t t l e r e A b w e i c h u n g d e s 

S t e i g u n g s m a s s e s m, oy u n d ox d i e S t r e u u n g s m a s s e d e r K o o r d i -

n a t e n d e r d i e R e g r e s s i o n s g l e i c h u n g b e s t i m m e n d e n P u n k t e A, B 

u n d a n d e r e r d a z w i s c h e n l i e g e n d e r P u n k t e , s o w i e ar d i e m i t t l e r e 

A b w e i c h u n g d e s K o r r e l a t i o n s f a k t o r s r ) , d e n n n a c h d e r K o r r e -

l a t i o n s t h e o r i e i s t 

Fig. 15. 

u n d n a c h D i f f e r e n z i e r u n g e r h a l t e n w i r 

(91 ) 

D a r = 0 i s t , b l e i b t ü b r i g 

dm = — dr, 
ox 
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w o r a u s d i e F o r m e l ( 9 0 ) a b l e i t b a r i s t . D a m i t m ü s s e n z u m B e -

s t i m m e n v o n am d i e G r ö s s e n ay, ar u n d ax b e r e c h n e t w e r d e n . 

a . ay i s t d i e m i t t l e r e A b w e i c h u n g d e r H ö h e , d i e s c h o n n a c h 

d e r F o r m e l ( 7 8 ) b e s t i m m t w o r d e n i s t . D a m i t i s t 

( 92 ) ay - i m = 
[/ W 

(l — fy  
Tcl2 

b. N a c h d e r K o r r e l a t i o n s t h e o r i e i s t 

1 — r2 

ar 
Vn 

w o r d e r K o r r e l a t i o n s f a k t o r u n d n d i e Z a h l d e r K l a s s e n i s t . 

D a r = O u n d n — \ i s t , b e k o m m e n w i r 
K 

ar y 
D a s e r h a l t e n e ar g i l t n u r d a n n , w e n n d i e A b w e i c h u n g e n 

d e r H ö h e n n i c h t i n k o r r e l a t i v e m Z u s a m m e n h a n g s t e h e n . I n u n s e -

P.-Pi 

2 (P1 -pt) 

3fps-Po) 
iZ(Po-Ps) 

Px 

Ps 

Pt 

• 

% 

Fig. 16. 

r e m F a l l e , w o d i e g e n a n n t e n A b w e i c h u n g e n i n k o r r e l a t i v e r 

B e z i e h u n g s t e h e n , w i r d ar i n f o l g e e i n e r n e g a t i v e n K o r r e l a t i o n 
g r ö s s e r . 

U m d a s g e s u c h t e ar z u b e s t i m m e n , s c h r e i b e n w i r i n d e r 

F o r m e l d e s K o r r e l a t i o n s f a k t o r s 

r =
 2xV  

nax ay 

( w o x u n d y v o m a r i t h m e t i s c h e n M i t t e l a u s g e n o m m e n w e r d e n 
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u n d n d i e Z a h l d e r P u n k t e , i n u n s e r e m F a l l e d i e Z a h l d e r K l a s s e n 

b e d e u t e t ) d e n Z ä h l e r 2xy i n d e r F o r m 

2 x y = x 1 ( y 1 — y 1 ) A r x 2 ( y 2 — y2)-{- . . . 

( d a s B e z e i c h n u n g s s c h e m a i s t i n F i g . 1 1 g e g e b e n ) . 

y i I ' \ r 

i \ » ^ 

i * 
! 

( ' i 

! 

L -XL X 
• > -

Fig. 17. 

D a d i e x - W e r t e u n v e r ä n d l i c h s i n d , k ö n n e n , w e n n e i n k o r r e -

l a t i v e r Z u s a m m e n h a n g m i t dem' K o r r e l a t i o n s f a k t o r r z w i s c h e n 

d e n H ä u f i g k e i t s z a h l e n d e r K l a s s e n v o r h a n d e n i s t , n u r d i e m i t t l e -

r e n A b w e i c h u n g e n d e r A u s d r ü c k e i n d e n K l a m m e r n (y{ — I j i — Ay,) 

s i c h v e r ä n d e r n . 

N a c h d e r K o r r e l a t i o n s t h e o r i e i s t 

( 9 3 ) O2Ay = 2 ( 7 ¾ / ( 1 — r ) , 

w o r a u s e r s i c h t l i c h i s t , d a s s b e i . d e m K o r r e l a t i o n s f a k t o r r d e r 

W e r t v o n oAy s i c h v e r ä n d e r t h a t , w o b e i d e r V e r ä n d e r u n g s -

k o e f f i z i e n t 

( 9 4 ) A = Y l r 

i s t . D a m i t i s t a u c h or A - m a l g r ö s s e r g e w o r d e n . S e t z e n w i r d e n 

A u s d r u c k v o n r a u s ( 8 2 ) e i n , s o f i n d e n w i r , d a s s 

i s t , u n d d a m i t 

( 9 5 ) or = 

l — k 

l—k 

c. W e n n a l l e K l a s s e n d i e g l e i c h e B r e i t e h a b e n , b e f i n d e n 
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s i c h d i e M i t t e l p u n k t e d e r K l a s s e n m i t k o n s t a n t e r H ä u f i g k e i t 

a u f d e r x-Achse, u n d n a c h ( 8 ) i s t 

(96) ox ^ 
2 / 3 ' 

S e t z e n w i r d i e e r h a l t e n e n W e r t e f ü r oy, or u n d ox a u s 

( 9 2 ) , ( 9 5 ) u n d ( 9 6 ) i n d i e G l e i c h u n g ( 9 0 ) e i n , s o e r h a l t e n w i r , 

d a s s 

( 9 7 ) ° ' m = l T 

i s t , o d e r 

( 9 8 ) om = 3 - 4 6 ^ . 

• l/-1 

D u r c h e i n e n V e r g l e i c h d e s E r h a l t e n e n m i t ( 8 9 ) s t e l l e n w i r 

e i n e g a n z k l e i n e V e r m i n d e r u n g v o n om f e s t . 

I n d e r T a t i s t a b e r om b e i A n w e n d u n g d e r M e t h o d e d e r 

k l e i n s t e n Q u a d r a t e g r ö s s e r , d e n n d i e F o r m e l ( 9 0 ) g i l t f ü r d e n 

F a l l , w e n n r—0 i s t . B e i e i n e m , e n d l i c h e n K o l l e k t i v u i m f a n g h a t r 

e i n e n v o n N u l l a b w e i c h e n d e n W e r t u n d k o m m e n d a n n i n d e r F o r -

m e l ( 9 1 ) d i e w e g g e l a s s e n e n G l i e d e r z u r G e l t u n g . 

B e t r a c h t e n w i r z. B . e i n e n S p e z i a l f a l l , w o 

r = or 

i s t . D a d i e A b w e i c h u n g e n v o n r, oy u n d ox m i t e i n a n d e r n i c h t i n 

k o r r e l a t i v e m Z u s a m m e n h a n g s t e h e n , k ö n n e n w i r n a c h ( 9 1 ) 

s c h r e i b e n : 

( 9 9 ) o2m = o2r -(- ~ O2
ay - f - ° y O2

0x — 
O1X

 1
 OiX O4X 

= ff2r ji I a*°y I 0 '°x 

o2x \ o2y a2x O1X \ nf 

d e n n d e r V a r i a t i o n s f a k t o r v o n ox u n d oy i s t ^ 
V 2 n ' 

A u s ( 9 9 ) w i r d e r s i c h t l i c h , d a s s om s i c h u m d a s 

f a c h e v e r g r ö s s e r t h a t , u n d z. B . i m F a l l e n < 9 ( b e i e i n e r k l e i n e n 

Z a h l d e r K l a s s e n ) i s t d i e G e n a u i g k e i t d e r M e t h o d e d e r k l e i n s t e n 

Q u a d r a t e g e r i n g e r a l s d i e j e n i g e d e r F l ä c h e n m e t h o d e . 
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W e i t e r i s t e b e n s o l e i c h t z u b e w e i s e n , d a s s i n d e m F a l l e , w o d a s 

S t e i g u n g s m a s s d e r R e g r e s s i o n s g e r a d e n v o n N u l l v e r s c h i e d e n i s t 

(m y£0), d i e G e n a u i g k e i t d e r M e t h o d e d e r k l e i n s t e n Q u a d r a t e 

k l e i n e r (om w i r d g r ö s s e r ) , b e i d e r F l ä c h e n m e t h o d e a b e r g r ö s s e r 

w i r d (om. w i r d k l e i n e r ) . Z . B . i n d e m F a l l e , w o d i e G e r a d e d e n 

K o o r d i n a t e n a n f a n g s p u n k t s c h n e i d e t , e r h a l t e n w i r n a c h e i n -

f a c h e r B e r e c h n u n g a n a l o g d e r F o r m e l ( 8 8 ) 

(100) "*» = y» (i2L * ) * ( 1 ~ 2 * + ix°~ -2"8>-

H i e r i s t om k l e i n e r a l s d a s s e l b e i n F o r m e l ( 8 8 ) , d e n n 

1 — 2%-\-4%2— 2¾ 3 = 1 — 2>f(l — 1. 

om h a t e i n M i n i m u m b e i d e m s e l b e n A r g u m e n t w e r t , d . h . b e i 

u n d 
o 

( 1 0 1 ) Ommin = 3-08 
i2 

w a s k l e i n e r a l s d a s s e l b e i n ( 9 8 ) i s t . 

D i e b e i I i i n e a r e r H ä u f i g k e i t s v e r t e i l u n g k u r z d u r c h g e f ü h r t e 

A n a l y s e h a t gezeigt, d a s s d i e F l ä c h e n m e t h o d e b e i z w e c k m ä s s i g e r 

W a h l d e r F l ä c h e n s t ü c k e n i c h t a l s s c h l e c h t e r d e n n d i e M e t h o d e 

d e r k l e i n s t e n Q u a d r a t e g e l t e n k a n n . I h r e A n w e n d u n g i s t a b e r 

v i e l e i n f a c h e r . B e i d e r l i n e a r e n A p p r o x i m a t i o n b r a u c h e n z . B . 

n u r d i e H ä u f i g k e i t s z a h l e n s u m m i e r t z u w e r d e n , u n d d a s S t e i -

g u n g s m a s s d e r G e r a d e n i s t b e s t i m m t . 

X. Über die Anwendung der Flächenmethode beim 
Bestimmen der Charakteristiken. 

B e i d e r i n d e r v o r l i e g e n d e n A r b e i t u n t e r s u c h t e n G l e i c h u n g d e r 

H ä u f i g k e i t s k u i r v e i s t d i e A n w e n d u n g d e r F l ä c h e n m e t h o d e n i c h t s o 

e i n f a c h w i e b e i d e m o b e n g e g e b e n e n B e i s p i e l , w e i l d | ie G l e i c h u n g 

n a c h e i n e r e l e m e n t a r e n M e t h o d e n i c h t i n t e g r i e r b a r i s t . D a r u m 

s i n d d i e e n t s p r e c h e n d e n B e r e c h n u n g e n n a c h g r a p h i s c h e n M e t h o -

d e n d u r c h g e f ü h r t u n d d i e R e s u l t a t e a u c h g r a p h i s c h d a r g e s t e l l t 

w o r d e n . D a d i e G e n a u i g k e i t d e r K o e f f i z i e n t e n v o n d e r W a h l d e r 

F l ä c h e n s t ü c k e a b h ä n g t , m u s s t e n z u m A u s s u c h e n " d e r p a s s e n d e n 

F l ä c h e n s t ü c k e ( I n d i k a t o r e n ) , d i e e i n g e n a u e r e s B e s t i m m e n v o n ß 
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u n d n e r m ö g l i c h t e n , v e r s c h i e d e n e F ä l l e u n t e r s u c h t u n d d i e e n t -

s p r e c h e n d e n F e h l e r b e r e c h n u n g e n d u r c h g e f ü h r t w e r d e n . D u r c h 

d i e s e z w e i K o e f f i z i e n t e n i s t d e r C h a r a k t e r d e r H ä u f i g k e i t s v e r -

t e i l u n g g e g e b e n , d e n n d i e d r e i ü b r i g e n b e s t i m m e n n u r d e n M a s s -

TS 2S 

m i 

2 -

20 

2S 1 Z IS 

Fig. 18. 

s t a b d e r x- u n d y-Achse u n d d i e L a g e d e r V e r t e i l u n g i n b e z u g a u f 

d i e a:-Achse. 

B e v o r w i r z u r L ö s u n g d e r A u f g a b e ü b e r g e h e n , m ü s s e n w i r 
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e i n e M ö g l i c h k e i t z u m F i x i e r e n z w e i e r d u r c h d i e H ä u f i g k e i t s v e r -

t e i l u n g v e r b u n d e n e r P u n k t e s c h a f f e n , d e n n n u r d a d u r c h k a n n d i e 

L a g e d e r V e r t e i l u n g a u f d e r x-Achse b e s t i m m t w e r d e n . E s h a t 

s i c h a l s a m z w e c k m ä s s i g s t e n e r w i e s e n , e i n e n 5 % - g e n A b s c h n i t t z u 

w ä h l e n ( d i e P u n k t e A u n d B i n F i g . 1 2 ) , d . h . e i n e n s o l c h e n 

P u n k t , d a s s a n d e r e i n e n S e i t e v o n i h m 5 % a l l e r E l e m e n t e l i e g e n . 

D e n A b s c h n i t t z w i s c h e n d e n g e n a n n t e n P u n k t e n , d i e L ä n g e AB, 

w e r d e n w i r d i e B a s i s n e n n e n u n d m i t b b e z e i c h n e n . 

N a c h h i n r e i c h e n d e r E r w i ä g u n g b l e i b e n v o n d e n I n d i k a t o r e n 

d r e i ü b r i g . 

1. D e r e r s t e I n d i k a t o r i s t d i e r e l a t i v e H ä u f i g k e i t e i n e r m i t d e r 

B a s i s i n V e r b i n d u n g s t e h e n d e n Kla i s se , w o b e i d i e K l a s s e n b r e i t e 

e i n D r i t t e l d e r B a s i s a u s m a c h t u n d d i e K l a s s e s e l b s t a u f d e r j e n i -

g e n S e i t e d e r B a s i s l i e g t , w o s i c h d i e M o d e b e f i n d e t ( i n F i g . 1 3 

i s t d i e g e n a n n t e K l a s s e n b r e i t e AC). E s i s t aim e i n f a c h s t e n , d i e 

g e s a m t e Z a h l d e r E l e m e n t e b i s z u m P u n k t e C z u z ä h l e n , u m d e n 

5 % - g e n T e i l n i c h t a b z i e h e n z u m ü s s e n . D i e s e n I n d i k a t o r b e z e i c h -

n e n w i r m i t P(%), d a d i e r e l a t i v e H ä u f i g k e i t i n P r o z e n t e n 

a n g e g e b e n w i r d . 

2 . D e r z w e i t e I n d i k a t o r i s t d e r A b s t a n d d e r M e d i a n e v o n 

d e m d e r M o d e n ä h e r l i e g e n d e n E n d p u n k t d e r B a s i s ( i n F i g . 1 4 d i e 

G r ö s s e AM), w o b e i d i e s e D i s t a n z a l s V e r h ä l t n i s z u d e r L ä n g e d e r 

B a s i s g e n o m m e n w i r d . D i e s e n I n d i k a t o r b e z e i c h n e n w i r m i t 

AM 
M ( % ) . D a m i t i s t M % = 

' AB 

B e m e r k u n g 1. H i e r b e s t e h t e i n U n t e r s c h i e d z w i s c h e n d i e s e n 

C h a r a k t e r i s t i k e n : d i e e r s t e P (%) i s t d i e H ä u f i g k e i t e i n e r 

b e s t i m m t e n K l a s s e , d i e z w e i t e M (%) a b e r d i e K l a s s e n b r e i t e e i n e r 

b e s t i m m t e n H ä u f i g k e i t . 

B e m e r k u n g 2 . W e n n d i e V e r t e i l u n g g a n z n a h e e i n e r 

s y m m e t r i s c h e n l i e g t , i s t e s s c h w e r z u b e s t i m m e n , z u w e l c h e m E n d -

p u n k t e d e r B a s i s d i e M o d e n ä h e r i s t . F ü r d e n r i c h t i g g e w ä h l t e n 

P u n k t g i l t M ( J c ) < V 2 o d e r Pa (°/o) > PB (%), w e n n d e r P u n k t A 

d e r r i c h t i g e i s t ( h i e r b e d e u t e t Pa(%) d e n W e r t v o n P ( % ) , w o -

b e i d i e K l a s s e n b r e i t e v o m P u n k t e A a u s g e m e s s e n w i r d , u n d Pb(%) 

a n a l o g d e n W e r t v o n P (%) f ü r d i e K l a s s e , d i e v o m P u n k t e B 

a u s g e m e s s e n w i r d ) . W e n n d i e V e r t e i l u n g e i n e s o l c h e i s t , d a s s 

w i r z. B . m i t H i l f e v o n P (%) d i e p o s i t i v e S c h i e f e u n d m i t H i l f e 
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QS 1 h t'S 2 2S 

32 SO 

/11%) 

— P 

n 

0-9 2 2S 1 t s 

Fig. 19. 

v o n M ( % ) d i e n e g a t i v e S c h i e f e e r h a l t e n , d a n n k a n n f ü r d i e e n d g ü l -

t i g e S c h i e f e d a s M i t t e l a u s d i e s e n z w e i W e r t e n g e n o m m e n w e r d e n . 

3. D i e b e i d e n g e w ä h l t e n I n d i k a t o r e n s i n d e m p f i n d l i c h 

g e g e n V e r ä n d e r u n g e n v o n ß, a b e r s i e r e a g i e r e n g a n z s c h w a c h 

a u f V e r ä n d e r u n g e n v o n n. Z u m b e s s e r e n C h a r a k t e r i s i e r e n v o n n 

4 
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i s t e i n d r i t t e r I n d i k a t o r /t g e s c h a f f e n w o r d e n , d e r f o l g e n d e r -

m a s i s e n b e s t i m m t w i r d . 

S c h n e i d e n w i r b e i d e r H ä u f i g k e i t s v e r t e i l u n g d u r c h e i n e d e r 

X - A c h s e p a r a l l e l e G e r a d e e i n e n T e i l ab , d e s s e n F l ä c h e 5 % d e r 

u n t e r d e r H ä u f i g k e i t s k u r v e l i e g e n d e n F l ä c h e b e t r ä g t ( F i g . 1 5 ) . 

D e n A b s t a n d d i e s e r G e r a d e n v o n d e r « - A c h s e b e z e i c h n e n w i r m i t 

H1. F e r n e r b e r e c h n e n w i r d i e a u f d i e B a s i s b r e d u z i e r t e m i t t l e r e 

H ä u f i g k e i t h, d . h . h = , w o b e i .s- d i e Z a h l d e r E l e m e n t e i s t . 
b 

D u r c h d i e s e z w e i G r ö s s e n H1 u n d h i s t u f o l g e n d e r m a s s e n b e -

s t i m m t : u = . 
h 

D a H1 a u s d e n H ä u f i g k e i t z a h l e n n i c h t d i r e k t b e s t i m m t w e r -

d e n k a n n , m ü s s e n w i r s e i n e E n t s t e h u n g n ä h e r b e t r a c h t e n . 

W e n n d e r K o l l e k t i v u m f a n g p r a k t i s c h u n e n d l i c h g r o s s w ä r e , 

w ä r e d i e r e l a t i v e H ä u f i g k e i t j e d e r K l a s s e p r a k t i s c h g e n a u b e -

s t i m m b a r . I n e i n e m s o l c h e n F a l l e i s t e s s e h r e i n f a c h , d e n g e n a n n -

t e n S c h n i t t z u m a c h e n . W i r s c h r e i b e n d i e r e l a t i v e n H ä u f i g k e i t e n 

i n e i n e R e i h e n a c h i h r e n G r ö s s e n , z. B . pl} p2, p-s • • • ( F i g . 1 6 ) , u n d 

f i n d e n d i e F l ä c h e n g r ö s s e b i s z u d e r H ö h e p>, w e i t e r b i s pn u s w . , 

b i s d i e G r ö s s e d e r a b g e s c h n i t t e n e n F l ä c h e 5 % d e r G e s a m t -

fläche a u s m a c h t , w o b e i n a c h B e d a r f e i n I n t e r p o l i e r e n s t a t t f i n d e n 

k a n n . A u f d i e s e A r t s t u f e n w e i s e w e i t e r g e h e n d , stei l len w i r f e s t , 

d a s s d i e a b g e s c h n i t t e n e F l ä c h e n a c h f o l g e n d e m G e s e t z z u n i m m t : 

Q = Pi — P-i + 3(^8 — Pi) jT- • • Mpn-pn +1) = 

— Pl jTP2 jFPsjT •• -Pn npn+x — 
n 

= 2pi — njjn + i-

B e i s p i e l : 

i 1 2 3 4 5 6 7 8 
Pi (%) 7-8 7-3 6-9 6-7 6-5 6-1 5-7 5'4 

£ •<1 qo 15-1 220 28-7 35-2 41-3 47-0 52-4 
ipi +1 7-3 13-8 20-1 26-0 30 5 34-2 37-8 
Q 0-5 1-3 1-9 2-7 4-7 71 l 9-2 

W i e a u s d e m S c h e m a e r s i c h t l i c h i s t , w ä c h s t d i e F l i äche Q u m 

0 5 % , w e n n d i e S c h n i t t l i n i e d i e H ö h e p2 e r r e i c h t h a t . W e n n d i e 

S c h n i t t l i n i e d i e H ö h e p3 e r r e i c h t , i s t d i e F l ä c h e Q b i s 1 - 3 % 

g e w a c h s e n , u s w . U m f ü r Q = 5% d i e e n t s p r e c h e n d e H ö h e H1 z u 
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f i n d e n , m ü s s e n w i r f e s t s t e l l e n , b e i w e l c h e m p d i e F l ä c h e Q a u f 

5 % w ä c h s t . B i s z u r s e c h s t e n S t u f e ( d e r W e r t v o n p i s t daran 

6-1 % ) i s t Q — 4 - 7 % , w e i t e r a b e r s c h o n 7 - 1 % . B e i d e m e r s t e n 

Q - W e r t f e h l e n n o c h 0 3 % , u n d d a d i e S c h n i t t l i n i e j e t z t d u r c h 6 

K l a s s e n g e h t , m u s s e r u m = 0-06-% s i n k e n . D a m i t i s t 

/ / l = 6 - 1 0 — 0 0 5 = 6 - 0 5 % . D a // ' n i c h t i n P r o z e n t e n , s o n d e r n 

i n L ä n g e n e i n h e i t e n g e m e s s e n wird, , b e d e u t e t d a s R e s u l t a t , d a s s H 

n a c h d e r a u f d i e / / - A c h s e a u f g e t r a g e n e n S k a l a e i n e n s o l c h e n W e r t 

b e s i t z t , d e r g l e i c h i s t d e r H ö h e d e r e n t s p r e c h e n d e n K l a s s e m i t d e r 

H ä u f i g k e i t 6 - 0 5 % . 

4* 
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W e n n d e r K o l l e k t i v u m f a n g n i c h t g e n ü g e n d g r o s s i s t , w e r d e n 

d i e be i d e r B e r n o u l l i ' s c h e n o d e r d e r L e x i s ' s c h e n R e i h e i n j e d e r 

K l a s s e e n t s t a n d e n e n A b w e i c h u n g e n s t ö r e n d w i r k e n . W e n n w i r 

d a n n d i e H ä u f i g k e i t e n n a c h i h r e n G r ö s s e n o r d n e n , k a n n e s d e r F a l l 

s e i n , d a s s w i r d e n W e r t v o n H1 g r ö s s e r e r h a l t e n , a l s e r t a t s ä c h l i c h 

i s t , d e n n e s i s t s e h r w a h r s c h e i n l i c h , d a s s w i r n u r K l a s s e n m i t 

p o s i t i v e n A b w e i c h u n g e n g e n o m m e n h a b e n . W e n n diie H ä u f i g -

k e i t e n n a c h b e i d e n S e i t e n g l e i c h m ä s s i g a b n e h m e n , i s t d i e g e n a n n t e 

G e f a h r n i c h t s o g r o s s , denin d a n n i s t e s n i c h t w a h r s c h e i n l i c h , d a s s 

a l l e K l a s s e n p o s i t i v e A b w e i c h u n g e n h a b e n . W e n n a b e r be i d e r 

A b n a h m e d e r H ä u f i g k e i t e n d e r Klass ien g e w i s s e S c h w a n k u n g e n 

e n t s t e h e n , s o i s t e s s e h r g e f ä h r l i c h , n u r d i e g r ö s s e r e n H ä u f i g k e i -

t e n a u s z u w ä h l e n . I m f o l g e n d e n i s t e i n e M e t h o d e g e g e b e n , d e r e n 

m a n s i c h i n s o l c h e n F ä l l e n m i t E r f o l g b e d i e n e n k a n n . 

S e t z e n w i r z u e r s t v o r a u s , dasis d e r K o l l e k t i v u m f a n g p r a k -

t i s c h u n e n d l i c h g r o s s i s t . W e i t e r n e h m e n w i r a n , d a s s d e r 5 % - g e 
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Fig. 22. 

Teil schon abgeschnitten ist, wobei die Schnittgerade die Häufig-
keitskurve in den Punkten M und N schneidet (Fig. 17). Wenn 
wir die Strecke zwischen den Projektionen der genannten Punkte 
von M1 bis N1 als eine Klasse betrachten, ist Hi die der Häufig-
keit dieser Klasse entsprechende Höhe, wobei von der relativen 
Häufigkeit der Klasse schon vorher 5% abgezogen worden sind. 
Wenn wir eine andere Klasse betrachten, die kleiner oder grösser 
als M1N i ist, von ihrer relativen Häufigkeit 5% abziehen und dann 
die mittlere Höhe H* finden, kann man beweisen, dass immer 
H*<H1 ist. Das Gesagte bedeutet, dass wenn wir den Gang der 
Grösse H* als Funktion der Klassenbreite darstellen, H1 = Hllax  

ist. Dieses kann folgendermassen gezeigt werden. 
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Wenn die Klassenbreite 'kleiner ist als MN, z. B. irgendein 
PQ (siehe Figur), dann ist die oberhalb der Geraden MN liegende 
Fläche P1PAQQ1 kleiner als 5% (wenn die ganze unter der 
Häufigkeitskurve liegende Fläche 100% beträgt) und wir müssen 
die Gerade MN nach unten verschieben, bis der 5%-ge Teil abge-
schnittein ist. Die neue Höhe JI * ist dann Meiner als H1. 

Wenn die Klassenbreite grösser ist als MN, z. B, irgendein 
R8 (siehe Figur), dann ist H* die mittlere Höhe des unter der 
Geraden MN verbliebenen Teils, was wieder kleiner als Ht ist, denn 
die Strecke MN ist kleiner afe RS 

Bei empirischen Verteilungen ist eine stetige Veränderung der 
Klassenbreite nicht möglich, denn die Häufigkeitskurve ist nicht 
stetig. Wir können aiber dann so verfahren, dass wir zuerst die 
grösste Klasse nehmen, dann zu ihr die grössere unter den dane-
benstehenden Klassen hinzuaddieren usw. Das Gesagte wird durch 
folgendes Beispiel erläutert, wobei die früher gegebenen Häufig-
keitszahlen verwendet werden. 

IO 
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09 Ol 
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08 
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07 
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08 0'2 
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2 t 9 Q /O 3 P 

Fig. 23. 
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Beispiel: 

i l 2 3 4 5 6 7 8 
#»<(%) 7-8 7-3 6-9 6-7 6-5 6-1 5-7 5-4 

Zpi 7-8 151 22-0 28-7 35-2 413 47-0 52-4 
Si=Spi- O-O 2-8 10-1 17-0 23-7 30-2 36-3 4 2 0 47-4 

Si H*= — 
i 2-80 5-05 567 5-92 6-04 6.05 6-00 5*92 

Hieraus ersehen wir, dass Hmax = 605 ist, was mit dem 
nach der vorigen Berechnungsmethode erhaltenen Resultate über-
einstimmt. Da die letztgegebene Berechnungsmethode beinahe 
einfacher als die vorher gegebene ist, empfiehlt es sich, von ihr 
Gebrauch zu machen. 

Die folgende Tabelle (Tab. 4) gibt die Werte für die drei 
Indikatoren bei einigen Wertkomplexen von n und ß wieder. 

Tab. 4. 

P( %)-Werte. 
nV n 0-1 0 3 0-5 0-7 1-0 1-5 2-0 4-0 6-0 
nV n 

1-0 21-0 24-1 26-9 28-8 30-6 32-3 33*3 34-6 34-8 
1-2 22-5 26-9 29-3 31-2 32-8 33-8 34-4 34-8 34-9 
1*5 27-5 32-2 342 35-0 35-6 35*7 35-6 35-2 35-1 
2 0 40-2 3 9 4 39-0 38-7 38-3 37-7 37-3 36-3 35 5 
3-0 53-0 49*2 47-0 4 5 3 432 41-1 39-6 36-6 '35.6 
5-0 65-0 60-0 55-9 52-2 48*5 44-6 42-3 38-3 35-7 

10*0 72-3 66-7 62-9 59-1 54-3 49-1 46-1 40-0 35-8 

M (%)-Werte. 

Ol 0-3 0-5 0 7 1-0 1-5 2-0 4-0 6-0 

1-0 50-0 50-0 5 0 0 5 0 0 50-0 50-0 50-0 5 0 0 50-0 
1-2 46*8 47-0 47-3 47-6 47-9 48-4 48-7 49-5 49*8 
1-5 427 43-0 436 44-2 45-1 46-2 47*0 48-9 49-4 
2-0 38-1 3 9 2 40-3 41-2 42-6 44-1 45*6 48-2 •49-0 
3-0 320 33-8 35-3 36-6 38-6 41-0 43-0 46-5 48-0 
5-0 26-5 27-6 296 31-5 34-1 37.4 40*0 44-9 47-0 

10-0 20-0 21-0 23-9 26-0 29-8 33-6 366 42-7 45-2 
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jtt-Werte. 

8 \ 
o-i 0-3 0-5 0-7 1-0 1-5 2-0 4-0 6-0 

P 

1-0 2-35 1-59 1-30 113 1-01 0-94 0-90 0-86 0-86 
1-2 2-38 1-59 1-30 M3 1-02 0-94 0-90 0-86 0'86 
1-5 2-41 1-61 1-30 1-15 1-03 0-95 0-91 0-86 0-86 
2.0 2-46 1-65 1*32 M7 1-05 0-97 0-92 0-87 0-86 
3-0 2-50 1-73 1-38 1-23 MO 1-00 0-95 0-88 0-86 
5-0 2-56 1-91 1-51 1-34 1-19 1-07 1-00 0-91 0-88 

10-0 2-53 2-28 1-83 1-59 1-37 119 1-09 0-99 0-92 

Aus diesen Tabellen ersieht man, dass jeder Indikator von 
den beiden Grössen ß und n abhängig ist. Darum können wir auch 
nicht auf Grund der gegebenen Grösse nur des einen Indikators 

Fig. 24. 

ß oder n bestimmen; wir brauchen dazu zwei Indikatoren. Als zu 
diesem Zweck passend können das P{%)~ und oder das M(%)~ 
und (x-Paar genommen werden (diese zwei Paare wurden unter 28 
Paaren gewählt, denn ausser P (%), M (%) und // war noch eine 
Reihe anderer Indikatoren vorhanden, die jedoch mehr oder 
weniger ungünstig waren). Diesem entsprechend sind Nomo-
gramme konstruiert worden, welche für die erhaltenen Werte der 
Indikatoren die gesuchten ß und n zu finden sofort ermöglichen 
(Fig. 18 und 19). Es ist empfehlenswert-, die beiden Nomogramme 

zu benutzen und aus den erhaltenen ß- und n-Werten das Mittel 
zu nehmen, entweder das einfache oder das gewägte. Wenn die 
beiden Nomogramme verschiedene ß- oder w-Werte geben, so be-
deutet dieses, dass die .Verteilung sehr schlecht durch irgendwelche 
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Gleichung darstellbar ist, und es können zum Bestimmen der 
Gleichung auch andere dazwischen liegende ß- und w-Weirte ge-
nommen werden, denn die Güte der Approximation kann ja ver-
schiedenartig definiert werden. 

280 O-790 

ß = 021 (V8) 

n ® 0 96 

-so O 

Fig. 25. 

XI. Das Zeichnen der Kurve. 

Zum Zeichnen der Kurve bedürfen wir der beiden Endpunkte, 
der Mode und der Länge der maximalen Ordinate TJ- Zum Bestim-
men der Endpunkte ist in Fig. 20 das entsprechende Nomogramm 
konstruiert worden, welches nach gegebenen ß- und n -Werten den 
Abstand der gesuchten Punkte von den Endpunkten der Basis, S1  

und s2, angibt, wobei als Einheit der Zahlen S1 und S2 die Länge 
der Basis gilt. 

Das folgende Nomogramm (Fig. 21) gibt analog die Länge 
der maximalen Ordinate H an, wobei diese als Verhältnis zu der in 
bezug auf die Basis reduzierten mittleren Höhe h gegeben ist. 
Ebenfalls gibt dasselbe Nomogramm die Lagef der Mode Mo 
gerechnet von dem der Mode näher liegenden Endpunkt der Basis 
(die Einheit der Zahlen Mo ist die Länge der Basis). 

Zuletzt sind zur Bestimmung der anderen Kurvenpunkte 
Nomogramme angefertigt worden, die es ermöglichen, für jede 
Abszisse die entsprechende Ordinate zu finden. Da wir es hier mit 
vier Veränderlichen zu tun haben (ß , n, x, y), so ist das Problem 
der Einfachheit halber in zwei zerlegt worden: 
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1. das Bestimmen bei gegebenem n und bei symmetrischer 
Kurve (ß — 1) für jedes x des ihm entsprechenden y und 

2. das Bestimmen der Lage desselben x (d. h. mit derselben 
Ordinate y) bei irgendwelchem ß. 

Zur Lösung des ersten Teiles ist das Nomogramm 
Fig. 22 gezeichnet worden, das nichts anderes vorstellt, als 
eine Schar von symmetrischen Kurven bei verschiedenen 
«-Werten. 

ß U 0 22 (M-S) j , 

n » 111 

-30 -/Q 

Fig. 26. 

aif - 307 

P= 029 (3M) / 
n = 0-7/ ,Jrj 

Fig. 27-

Zur Lösung des zweiten Teiles ist ebenso ein Nomogramm 
konstruiert worden (Fig. 23), mit dessen Hilfe man nach der 
Abszisse x der symmetrischen Kurve die entsprechende Ab-
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szisse der schiefen Kurve bestimmen kann. Um diese Abszisse vom 
Massstab der Abszissenachse unabhängig zu machen, ist die von 
der Mode aus genommene Abszissenlänge durch die Länge des 
entsprechenden Zweiges der Kurve dividiert und mit £ bezeichnet. 
Da £ für die beiden Zweige der Kurve nicht gleich gross ist, sind 
in dem Nomogramm die Werte von § für beide Fälle dargestellt, 
wobei I1 den Wert für die längere Seite und denjenigen für die 

kürzere Seite bedeutet. Damit ist: = und | 2 = (Fig. 24). 

/ o \ B ' J t h s s  
- O-OOO55l(cosQ) • £ 

artbnjgr0 

20 

Fig. 28. 

ff/ U 
I-T09(i+jjr,) 

p * ISO 
rn * 0-76 

Fig. 29. 
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XII. Ein Vergleich mit dem Pearson'schen System. 
Um die Güte uinseras Systems zu beurteilen, ist dieses gleich-

zeitig mit dem Pearson'schen System bei Untersuchung dier 
Häufigkeitsverteilung der Temperatur in Tartu für alle Monate 
derZeitspanne 1866—1935 (incl.) angewandt worden (die Häufig-
keitsverteilungen und die ihnen entsprechenden Gleichungen sind 
von Prof. K. Kirde zusammengestellt worden). In den Figuren 

IOS JJ-2 
V= 856(1+—) (>-£,) 

ß s /-56 
• Zf=OTSt 

JO 20 

Fig. 30. 

„ 4/ 03 /6-2 
>**•»('*fjrt> 

p = 22*t 
j n s 0 78 / 

Fig. 31 

(Fig. 25—36) bedeutet die ausgezogene Linie die nach dem von 
uns vorgeschlagenen System berechnete Häufigkeitskurve und die 
punktierte die Pearson'sche Kurve. Neben die Kurven sind die 



A X X X V . i Über das System der einmodigen Häufigikeitskurven 61 

Pearson'sche Gleichung und die Charakteristiken des neuen Sy-
stems geschrieben worden. Bei negativer Schiefe (y8 < 1) ist in 
Klammern der reziproke Wert von ß gegeben worden, welcher die 
absolute Grösse der Schiefe wiedergibt. 

Fig. 32. 

n*60 to-20 
y * J/3/COS&) . e 

0*arcton£r8 

Fig. 33. 

Aus den Figuren ersieht man, dass das neue System nicht 
schiechter als das Pearson'sehe ist (mit seinen vielen Kurventypem 
müsste das Pearson'sche System eine bessere Möglichkeit der 
Näherung bieten), ja für einige Monate (März, April, November) 
sogar besser ist. Aber der zu den Berechnungen nötige Zeitauf-
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wand und die Arbeitsmenge ist beim neuen System viel geringer. 
Die Versuche haben gezeigt, dass bei gegebenen Temperaturan-
gaben, wo wir es mit 40 Klassen zu tun haben, bei Anwendung des 
Pearson'schen Systems (mit Aufzeichnen der Kurve) ein Zeitauf-
wand von 4—6 ,Stunden in Betracht kam, während bei Anwendung 
d'es neu gegebenen Systems dazu nur 10—15 Minuten erfor-
derlich waren. Dabei ist der Berechnungsgang viel übersichtlicher 

„ S/1 37 7 

ß= 0 92 (/09) 
n = OBS 

Fig. 34. 

'IO 

Fig. 35. 

und jeder Schritt leicht kontrollierbar. Bei einer genügenden 
Übung können die Grössen ß und n nach Augenmass mit einer 
Genauigkeit von ca 10% bestimmt werden, so dass das Entstehen 
grosser Fehler fast unmöglich ist. 
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Als Beispiel für die Anwendbarkeit des Systems ist die 
Häufigkeitsverteilung der Flächengr össen der Seen in Estland 
genommen worden (Fig. 37). Obwohl die Kurve nur bis 23 ha 
reicht und es auch grössere Seen gibt, sind letztere iüber grosse 
Intervalle zerstreut und besitzen eine so kleine Häufigkeit, dass 
diese im gegebenen linearen Koordinatensystem nicht dargestellt 
werden kann. Darum eignet sich die Kurve für die Darstellung 
des reliefartigen Teils der Verteilung, ungeachtet dessen, dass 
die Momente überhaupt nicht übereinstimmen. 

89/ OÜ7 Jhm 
TT,) J* 

/ / 

ß=ß/6 (&2) 
ff = O-JO 

/ / 
\ 
I 

V 

W 
A 

Xlri 

Fig. 36. 

Daraus sieht man auch, wie leicht die Eigenschaften der 
Verteilung aus der Gleichung herauszulesen sind. Die Zahl 2 2 
gibt den reziproken Wert der Mode; damit ist Mo = 0 *45. Die 
Gleichung 2-2^ = 51 gibt den rechtsliegenden Endpunkt der 
Kurve, damit ist B = 23-2, und die Gleichung 2*2.51a; = 1 den 
linksliegenden Punkt, damit ist c = 0-009 (praktisch = 0). Die 
Zahl 51 besagt, dass wir es mit einer sehr grossen Schiefe zu tun 
haben, denn der rechte Zweig dler Kurve ist 51 mal länger als dfer 
linke. Der Exponent 0 50 besagt, dass wir es mit einer übernorma-
len Häufung (bei normaler Häufung ist n ä 0 75) in der Umge-
bung der Mode zu tun haben. Hierbei sei gesagt, dass wegen der 
sehr anormalen Verteilung das Pearson'sche System überhaupt 
keine passende Näherungskurve ergab. 

Über die Anwendbarkeit des Charlier'schen Systems muss 
man sagen, dass in der Umgebung der normalen Verteilung 
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die Näherungsfähigkeit des Systems ganz gut ist, dass aber ,bei 
genügend schiefen und mit einer anormalen Häufung behaf-
teten Verteilungen das System keine genügende Biegsamkeit 

4«i 

Fig. 37. 
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Fig. B8. 

besitzt. In Fig. 38 ist eine Verteilung gegeben, welche durch das 
von uns gegebene System (ununterbrochene Linie) und das Pear-
son'sche System (punktierte Linie) gut approximiert werden 
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-Sm 
IO 

Fig. 39. 

kann; die Charlier'sche Kurve (doppeltpunktierte Linie) gibt aber 
den Charakter der Verteilung nicht mit genügender Güte wieder. 

In Fig. 39 sind für eine schiefe Verteilung die Näherungs-
kurven des in der vorliegenden Arbeit entwickelten und die des 
Charlier'schen Systems dargestellt. Aus ihnen ersieht man, dass 
in manchen Fällen das Charlier'sche System einen wichtigen 
Nachteil besitzt — hier kommen nämlich negative Häufigkeiten 
vor. Dieser schwache Punkt im Charlier'schen System kommt 
häufig* zum Vorschein, wienn die Verteilung genügend schief und 
eine anormale Häufung in der Umgebung der Mode vorhandtem ist. 
Wenn dli'e ,Schiefe und die Häufung nicht von Bedeutung sind, 
komimt häufig eine Nebenmode zum Vorschein. 


