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Im ersten Teil der vorliegenden Arbeit werden die wichtig-
sten allgemeinen Tatsachen. iiber Orthogonalsysteme von Poly-
nomen in wenigen Lehrsitzen dargestellt. Der zweite Teil
beschiftigt sich mit einem Beispiel zu der allgemeinen Theorie;
es ist dies eine Klasse von Polynomensystemen, die im wesent-
lichen aus gewissen Spezialfdllen der Systeme Jacobischer Poly-
nome besteht und ihrerseits u. a. die Z'schebyscheffschen und die
Legendreschen Polynome als Sonderfille enthalt. Die Ergebnisse
des zweiten Teils dienen sodann dazu, um — im dritten Teil
— eine Gruppe von KExtremalaufgaben der Interpolationsrech-
nung von einem einheitlichen Gesichtspunkte aus zu bewiltigen
und die Losungen der einzelnen Probleme miteinander zu
vergleichen.

Orthogonalsysteme von Polynomen haben in verschiedener
spezieller Form schon seit Laplace! und Legendre? in der Poten-
tialtheorie, seit Gauf3 und Tschebyscheff* in der Interpolations-
rechnung und seit Jacodi® in der Theorie der Differentialgleichun-
gen eine Rolle gespielt; in ihrer vollen Allgemeinheit sind sie
jedoch erst in der Lehre von den Stieltjesschen® Kettenbriichen
aufgetreten und seitdem vielseitig untersucht worden.

1 P.S. Laplace, Théorie des attractions des Sphéroides et de la figure des
Planites. Memoires de Mathématique et de Physique, tirés des registres de " Aca-
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appliquées. (2), 19. 1874.

5 C. G. J. Jacobi, Untersuchungen iber die Differentialgleichunyg er
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6 T, J. Stielijes, Recherches sur les fractions continues. _Annales de la
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Wenn nun hier der Gegenstand nochmals in Angriff ge-
nommen und alles aufs neue von Anfang an entwickelt wird,
so veranlaBl dazu der Wunsch, einige in der umfangreichen
Literatur zeitlich und drtlich zerstreute Dinge in ihrem inhalt-
lichen Zusammenhang aufeinanderfoigen zu lassen und womog-
lich daran auch hie und da eine neue Folgerung zu kniipfen.

Erster Teil.

Uber Orthogonalsysteme von Polynomen.

§ 1. Definitionen und vorbereitende Sédtze.

Die Funktion p(x) sei im Intervall a<Zx<C0 definiert
und dort nur nichtnegativer Werte fihig:

(1) Ylx) =0 flir a<aoe<b;

ihr (Lebesguesches) Integral, iiber dasselbe Intervall erstreckt,
sei positiv:

b
(2) S w(x) dz = 0.

Die Integrale *
b
S =t plr) dz == Mg (a=0,1,2,...)
a

wollen wir die zur Fuanktion 4 (x) als einer Belegungsfunktion
gehéricen Momente nennen. Ferner definieren wir das (mit
derselben Belegungsfunktion in demselben Intervall — im
Belegungsintervall oder Grundgebiet — gebildete) innere Pro-
dukt (F, @) zweier Funktionen F(z) und G (z) durch das
Integral

b

S F(x) G-y (c)dr = (F, G).

7 Im ersten Teil sind alle Integrale im Lebesgueschen Sinne zu nehmen.
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Die Funktionen F(x) und G(xr) werden zueinander ortho-
gonal genannt, falls dieses Integral verschwindet, d. h. wenn
(F, @) =0 ist. Das innere Produkt einer Funktion F(x) mit
sich selbst wollen wir als Norm dieser Funktion bezeichnen —

b
(F, F) = [ |F(2))2 () dx = NPF,

a

wofilr wir also kurz N F schreiben.

Satz 1 (verschirfter Mittelwertsatz).

Es sei @(x) = 0 in allen Punkten x einer linearen (beschréink-
ten oder unbeschrinkten) Punktmenge PB; das Integral von
& (x), iiber die Menge P erstreckt, sei positiv; wenn nun irgend-
eine Funktion F(x) so beschaffen ist, daB das Integral

S Fz) &(x) dor
8
existiert, dann liegt der (konstante) Quotient
fF(x) D (x) dx
‘lg —

S @(x)ydr
B

oberhalb jeder unteren Schranke von F(z) bzw. unterhalb jeder
oberen Schranke von F(z), falls F(z) in B von unten bzw. von
oben oder in beiden Richtungen beschrinkt ist.

Beweis. Den linearen Ausdruck (in %)

(3) y [ D) de— [ F(x) d(z) dx
£ B
bezeichnen wir kurz mit L (y); es ist also
(4) L(y) zf[?/ — F(z)] D (x) da.
B

Falls nun F(x) > 4 fiir alle » in B, so ist L(d) < 0; das
zeigen wir folgendermaflen. In (4) ist dann der Integrand
|4 — F(x)] $(x)=0 liberall in P und daher sicherlich L(4)=0:
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es bleibt also noch nachzuweisen, dafi L (4)==0 ist. Die
Menge derjenigen Punkte x von P, in denen P (x) £ 0 ist, —
wir bezeichnen sie mit M —, hat ein nichtverschwindendes
MaB, weil sonst ja S ®(x) de = 0 wire; R ist zagleich die

B
Menge aller Punkte von B, in denen [4 — F(x)] ©(x) < 0 ist.
Nun sei M. die Menge solcher Punkte x von B, wo

[4—F(2)] da)=—

ist, unter ¢ eine positive ganze Zahl verstanden. Wir be-
haupten, daB mindestens eine der Mengen M. (¢ =1,2,3,...)
(und daher auch alle nachfolgenden) ein positives MaB haben
mufl. RN ist offenbar die Vereinigungsmenge aller M,; wiren
nun simtliche M. Nullmengen, so wire N als Vereinigungs-
menge von abzihlbar-vielen Nullmengen ebenfalls eine Null-
menge, was aber nicht der Fall ist. PFolglich gibt es eine der
Mengen My, etwa My, vom Malhi m,=>>0. Dann gilt offenbar

S14—F@] @)= [lA—F@)b@ds= — " <0,
B Dy
also L(4) < o.
Wegen der Voraussetzung / @ (x) dz > 0 gilt andrerseits,
wie aus (8) leicht ersichtlich, ’
L(y) > -+ co, wenn y —> + 00,
Der Wert des Quotienten
S F(z) P(x) dx
It

C[o@dx
B

der die einzige Nullstelle von L (y) ist, liegt daher tatsichlich,
wie behauptet, oberhalb der Schranke A.

Im Falle F(z) < B (fiir alle z in P) ergibt sich analog
aus L(B) >0 und

L (y) > — oo, wenn y —> — oo

der zweite Teil der Behauptung.
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Der Fall A << F(x)<{B (fiir alle z in P) ist eigentlich
durch die beiden vorangehenden bereits erledigt, am einfachsten
aber direkt durch L (4) <0 und L(B) > 0.

Satz 2.
Wenn eine Funktion F(x) zu irgendwelchen »—1 Polyno-

men Py (x), Py (x), Py(x),..., P,(x) orthogonal ist und dabei
jedes P (x) genau den Grad a hat, d. h.

Py () = plt - p@go—t - pl®) 4 ple)
mit p@ 20 (@=0,1,2,..., ),

so ist F(z) zu jedem beliebigen Polynom @Q(») vom Grade =
orthogonal 5,

Beweis. Das Polynom Q(x) sei vom Grade u=wv:
Q(CC): quM+QIxM_1+ —l— Qy_1x+qM .

Wir behaupten, daB es auf genau eine Weise moglich
ist, das Polynom @Q(z) als ein lineares Aggregat der Polynome
Py(x), P, (2), ..., P, (2) darzustellen. Fir ¢ =0 ist die Behaup-
tung richtig; denn Q(z) ist dann eine Konstante, nimlich ¢,, und
Py() = p=£0, daher also Q(r) = C, Py(x) mit C,=10 -
0
Vorausgesetizt, da die Behauptung fiir alle u=x < r zutritft,
folgt aber sofort ihre Giiltigkeit auch fiir u=x-1. Denn
setzt man versuchsweise

Qx) = Cx+1 Py @)+ C, P, (z)+ ...+ C Py (=),
so ergibt sich daraus durch Vergleich der Koeffizienten bei
z*+t die Bedingung
qo == CZ+1 p(;(:'f'l) 5

die immer (und zwar auf nur eine Weise) erfiillt werden kann
(weil pl#+) == 0y

C $o
x+1 ])((i‘-i"l )

8 Insbesondere ist F(x) dann zu den sukzessiven Potenzen x"
(¢=10,1,2,...,») orthogonal,
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die Differenz @ (»)— C,,, P, (x) ist nur noch ein Polynom
vom Grade ==«, die Konstanten C,,C, ,,..., C, sind mithin
voraussetzungsgemif eindeutig bestimmt. Esschreibt sich daher

allgemein

@ (x) = C”PAu {x) + C'M__l P!Pl )+ ...+ Cy Py(x).

Wir berechnen nun das innere Produkt (F, ). Die dazu
erforderliche Integration laBt sich gliedweise ausfithren (v 41
Glieder), wodurch wir erhalien:

(F,Q=C,(F, P)+ Cp | (F, P, )+ ...+ Co(F, Py.

Da nach der Voraussetzung des Satzes simtliche (#, P,) fiir
a < » verschwinden, verschwindet auch die rechtsstehende
Summe und der Satz ist bewiesen.

Anmerkung. Bei den folgenden Sitzen (Sitze 3 bis 10)
werden der Belegungsfunktion w(x) stets dieselben Forderun-
gen (1) und (2) gestellt. Will man aber die Behauptungen und
Beweise auch im Falle eines unendlichen Grundgebietes beste-
hen lassen, — also wenn ¢ durch — oo ersetzt wird, oder &
durch 4 oo, oder gleichzeitig « durch —co und & durch - cc,
— 80 braucht man der Belegungsfunktion nur noch die weitere
Voraussetzung aufzuerlegen, dal samtliche zu ihr gehdorige
Momente existieren. Da sich dabei alles genau ebenso ent-
wickelt (einige Beweise verkiirzen sich blof an manchen Stellen,
was auch jeweils leicht einzusehen ist), brauchen wir auf die-
sen Fall nicht gesondert einzugehen.

Satz 3.

Jedes Polynom hat eine positive Norm.

Beweis. P(x) sei ein beliebiges Polynom »-ten Grades;

seine Norm
b
NP=f [P(x)] % (x) dx

a
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existiert und ist sicherlich =0, weil in a <2 <) der Integrand
nirgends negativ ist. Wir zeigen, dab sie nicht verschwinden
kann.

Die Anzahl der reellen Nullstellen von P{x) kann hichstens
v sein; von diesen mogen etwa p im Integrationsintervall liegen.
Diese u (einfachen oder mehrfachen) Nullstellen z, 2o, ...,
zerlegen das Intervall a<Zxz<Cb in offene Teilintervalle:

o<l xy, x<x< Xy .., xu<lax<b

I3

Wir fassen diese Teilintervalle zur Punktmenge P zusam-
men und wenden den Satz 1 an:

b
da S () de = /"zp(w) dr=m,>0
P

a

und [P(x)}% >0 fir alle « in P,
S 1P ()2 (x) do:

soist 2. 0
S w@) dz =0
¥
folglich auch
b
SIP@)]2 () de = [ [P(x)]?(2) dz > 0,
(t 1{
q. e. d
Satz 4.

Wenn es ein Polynom
Fley=a' kbt ka7 4. ..k 2+ k,

gibt, das zu irgendwelchen Polynomen P, (z) (¢ =10,1,2,...,7—1)»
je vom Grade a, orthogonal ist, so gilt fiir dieses F(x) die
Beziehung

NF = (F,z").

Beweis. Es ist
NF = (F\F)=(F, ")+ k (£, ") by (F, 272+ ..+
k. (Fry 4k (F 1),



10 ARNOLD TUDEBERG A XXVIIL s

worin nach Satz 2
(Z’" xv—‘l) :(F,Jj}'—il) =,..— (F) ’1,’) = (F, 1) = 0.

Eine Funktionenfolge
Fy(x), Fy(x), Fy(x), Fy(r),...

wird als ein zur Belegungsfunktion (x) im Grundgebiet a < o< b
gehorendes Orthogonalsystem bezeichnet, wenn fiir je zwei die-
ser Funktionen die Orthogonalitiatsbeziehung

(ZW(_{, wﬂ) =0 (a # ‘8)

stattfindet, wobei unter (F,, Fp) das mit der Belegungsfunktion
W (x) in a <a< b gebildete innere Produkt der Funktionen F , ()
und Fg(x) zu verstehen ist.

In den folgenden Paragraphen wollen wir nun solche Ortho-
gonalsysteme behandeln, die ausschliefilich aus Polynomen be-
stehen. Diese Polynome schreiben wir fortan in der Form

w4 gD att gl e g Wat g = Q)

d. h. mit dem Koeffizienten Eins bei der hochsten Potenz.

§ 2. Allgemeine Sédtze iiber Orthogonalsysteme
von Polynomen.

Satz 5 (Fundamentalsatz).

Zu jeder Belegungsfunktion vy (), die den Bedingungen (1)
und (2) geniigt, gibt es im Intervall a <<% ein und nur ein
Orthogonalsystem von Polynomen

Q (r) = % - q(iz) 21 +q(¢;) 24 L (15;21 x -+ ,IE::)

(a=0,1,2,3...)
(die also bei der hochsten Potenz den Koeffizienten Eins haben).

Beweis. Das nullte Polynom ist durch die Forderung,
dab der hochste Koeffizient Kins sein soll, allein schon eindeu-
tig festgesetzt:

QO (w) == J,'O — 1,
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und seine Norm ist

b
NQ, = [y (r) dx = m,.

Im n#chsten Polynom
Q@) = 2+ g
kann man den einzigen zu berechnenden Koeffizienten ¢ff' aus

der Orthogonalititsbedingung (@, @) = 0 bestimmen:

b
Q1 Q) = /(x + D)y (x)de = m, +m, (l(ll) =0,
a

¢ = — m, ,
! m,

weil voraussetzungsgemill m, > 0 ist.
Allgemein hat man zur Bestimmung der » Koeffizienten
q(f), q(;’),...,q(z) des Polynoms @, (z) die » Bedingungen
(@, Q) =0 (@=0,1,2,...,v —1),
die nach Satz 2 mit den Bedingungen
(Qy,xa»)zo (a=0,1,2,...,'u-1)
vollig &dquivalent sind. Die letzteren sind lineare Gleichungen
in den Unbekannten q(f), ¢, .., q):
My 1D A 0D om0 g ) =0
(a=0,1,2,...,v—1).

Es ist also die Losbarkeit des Gleichungssystems

my,_, 9(11)) ~+~m,, ., !Z(Z) + . dm, q(:) =—m,,_,
(5) {I My g 41ty gD m_ (D= m,,
L,y dDdmy d0 4 o m, =—m

zu untersuchen. Die Determinante dieses Systems ist eine aus
den Momenten m, gebildete »-reihige Hankelsche Determinante ;
sie sei mit 4, bezeichnet:
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: m, ,m, .. .m,_, “
Jy = My, , M, ,...Mm, , ;
m,  m,, - my J

Wir behaupten, daBl die Determinante A, fiir alle » von
Null verschieden, und zwar positiv ist. Im Falle » = 1 tritft
die Behauptung offenbar zu: 4, =m, > 0. Die allgemeine
Gilltigkeit unserer Behauptung beweisen wir nun durch den
Schluff von » anf »-41. Angenommen, es sei 4,>0. Dann
ist das Gleichungssystem (5) anf genau eine Weise losbar,
und die Losung lautet:

A(“‘H)
; vyl
g = S (@=1,2.3,...,),

v

wenn wir mit Av(ﬂ die zum p-ten Element der ersten Reihe

gehtrende Unterdeterminante von 4, , bezeichnen® Das mit
diesen Zahlen Q(:;) als Koeffizienten (nach der obigen Vorschrift)
gebildete Polynom @, (») ist aber dann zu simtlichen Potenzen
z% mit ¢ =0,1,2,...,» — 1, orthogonal, und es ist daher nach
Satz 4

NQ, = (@,,z").

Diese Norm driickt sich somit durch die Momente folgender-
maBen aus:

(Q,2") =my, +aDm, 4+ D m, , ..+ m,

1 () (2) AG) | v41)
A (mszv+1+ m,, , Ar.|.1+mzvmz Av+1 +.. m, AS_:; )
v
Ay
Ay
9 Hs i 40—
Hs ist also Jv+1 =4,
!
oy 1 Moy s Pov_a "y
2 m m, w_
J‘,+2 = [ R R N N st
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a
Nach Satz 8 ist nun N@» > 0 und daher j—”] = 0, woraus, we-
i,

gen der Annahme A4, > 0, folgt A,,+1>0. Also gilt unsere
Behauptung fiir alle ».

Das Gleichungssystem (5) hat hiernach stets eine und nur
eine Ldsung; sidmtliche @, () sind also eindeutig bestimmt,
und der Satz ist bewiesen.

Folgerung. Sobald irgendwelche Polynome
P,(x)= p(g)x“—Fp(‘f)J;“—‘—}—. . .—f—pg!“_)l x = pl g)
(@=0,1,2,...; p@ =£0)

ein Orthogonalsystem (in bezug auf die Belegungsfunktion ()
im Intervall e <« <bd) bilden, so sind sidmtliche "C) P, (x)
r (1]
ebenfalls zueinander orthogonal. Nach dem soeben bewiesenen
Satze stimmt aber das Orthogonalsystem

i

0
p(©)

Po(x), ‘t'{) Pl(x)» %PQ(@’),“-
2N P

0

mit dem System @, (x), @ (z), @,(»),... vollig {iberein.

Andererseits ist die Folge
Colo(z), € Q(x), CoQp(x)s...

auch stets ein Orthogonalsystem, wobei man iiber die Konstan-
ten C,, G, Cy, ... noch frei verfigen kann (es darf blof keine
darunter verschwinden).

Aus beiden Tatsachen folgt, daB durch die Angabe der
Belegungsfunktion und des Grundgebietes also in dem zuge-
horigen Orthogonalsystem von DPolynomen sdmtliche Elemente
(d. h. die einzelnen Polynome des Systems) bis auf multipli-
kative Konstanten eindeutig bestimmt sind.

Satz 6 (der erste Nullstellensatz).

Jedes Polynom eines Orthogonalsystems von Polynomen
hat lauter einfache reelle Nullstellen, die simtlich im Grund-
gebiete des Systems liegen.
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Beweis. Hs sei
Q, (x) = z¥ 4 q(’l’) xVt q(?z’) ¥4 .. —I—q(z)

ein Polynom unseres Orthogonalsystems und sein Grad » sei
positiv (tir v =0 ist die Behauptung noch sinnlos). Wir fiilhren
den Beweis in drei Schritten.

1) @,(x) hat keine komplexe Nullstelle. Gibe es eine
solche, etwa v+ 7w, so wire v—iw ebenfalls eine Nullstelle
von @, (z), weil die Koeffizienten von @, (z) reell sind. Dann
konnte man @, (x) in zwei reelle Faktoren zerlegen:

R, ()= (@ —2vz 4+ v*+w?) P(x),
von denen P(x) ein Polynom (v — 2)-ten Grades wire. Es miifite
daher nach Satz 2 (Q,, P)=0 sein. Nun ist aber
b
(@, P) = [f(@°—2ve+ o+ w’) [P@)] yp (»)de,

a

WOorin
22—2vx4 -+ w=@@—v) -+ w >0

fiir alle reellen z; nach Satz 3 ist ferner

b
S PP y(x) dr= NP>0,

und daher nach Satz 1
(@,,P)>0.

Die Annahme, daf eine komplexe Nullstelle vorhanden ist,
fiihrt also zu einem Widerspruch.

2) @, (») hat keine mehrfache Nullstelle. Denn hitte
es eine solche, etwa wu, so wire @,(x) durch mindestens die
zweite Potenz von »—u teilbar:

Q, () = (x — u)* B(z),

und der Quotient R (z) wire ein Polynom (v—2)-ten Grades;
hiermit wiirde einerseits aus Satz 2 folgen:

(QV , B) = 0,

anderseits aber — wenn wir (z — ») R (») kurz mit S(z) bezeichnen
— wiire (Q,, B) = NS, und daher nach Satz 38 (weil S() ein
Polynom (» — 1)-ten Grades ist)

(@, ,B)>0.
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3) Alle Nullstellen von @, (z) liegen im Intervall a<Zx<Z0.
Gibe es eine Nullstelle ¢ derart, daB ¢=a [oder t=1/] gilte,
so ware in der Identitit @Q,(») = (z —t) T(x) der Faktor
z—t>0 Joder x—¢<C0] fiir a<lz<bh, und T(x) wire ein
Polynom (v —1)-ten Grades. Da nun

b
(Q,,T) = [(z—t) [T y(r)da

und nach Satz 3
b

ST @] p (x) dor > 0,
a
so wiirde hiermit aus Satz 1 folgen:
(Q,, 7Y >0 [oder (Q,, T)<C0].
Im Widerspruch dazu ergébe sich aber aus Satz 2:

(@, T) = 0.

Folgerung aus Satz 6.
Qe (0) >0,  Quy, (<0 und @, (5)>>0
(a=0,1,2,...).
Satz 7 (Hilfssatz).

Fiir je drei aufeinanderfolgende Polynome @, (z) gilt die
Identitit

(@, 2@Q,)
Qv+1 (:2:) — [’L‘ — NQv J Q ( )+ NQ QL ](,.)_0 (UE_ 1)‘

Beweis. Die Differenz @
Polynom vom Grade =w»:

Qi () — 7@y @) = () — ) o7 () — gy o
g — vy q(v"jl‘) :

yay (£) = Q. () ist offenbar ein

und lifit sich daher als ein lineares Aggregat der Polynome
Qo (), @ (), ..., Q,(x) darstellen:

(6) QHJ () — 7Qp(1 ‘—C Q (o )—f—(/, 1 , 1(7 JI‘COQO()
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Zur Berechnung der Koeffizienten C,, Ci, ..., C, bilden wir an
beiden Seiten der Gleichung (6) die inneren Produkte mit @, (x)
und erhalten fiir a =0,1,2,...,»

(7) ——_(mQy7Q(():C(x NQa.

Nun gilt aber @, , Q,) = (@,, »Q,) und, da @, () ein Poly-
nom (a -+ 1)-ten Grades ist, nach Satz 2:

[V}

(Q,,xQ,) =0 fire=0,1,2,...,v—
Ferner ist

zQ,_, () =a"—4 q(;'*l) a7 4 q(;-l’ R T qi’:l) z
und somit

(Qv ;va—l) = (Qv , V) = NQ; .
Aus (7) folgt dann:

OO=(/,1=(]2:...:U1,_2=0,
, NQ, @@y
("V—] = ‘—N—Q** s (J,- = NQ
-1 T

Setzt man diese Werte in (6) ein, so ergibt sich die be-
hauptete [dentitit.

Satz 8 (der zweite Nullstellensatz).

Zwischen je zwei aufeinanderfolgenden Nullstellen von
Q, () (v >1)' liegt stets genau eine Nullstelle von @, , ().

Beweis. Wenn wir allgemein die a Nullstellen von @, (x),
der GriBe nach geordnet, mit (), z(®, .. | m(ﬁ) bezeichnen,
lautet die Behauptung des Satzes im Falle v =2:

2t <
Nach Satz 7 ist

Q, (V) = — NG,

NQ()
10 Piir v = 1 wire die Behauptung inhaltslos, denn ¢,(«) hat ja gar keine
Nullstelle und @, (x) hat nar eine.

. Qo (x(;))‘
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also — da N@, >0, N@Q, >0 und Q,(xr)=1 —
Q2 (@) <o,

Ferner wissen wir aus Satz 6, daf.a<2®<’b, und aus
der Folgerung desselben Satzes, daB @, (a) >0 und @, (b) > 0 ist.
Es liegt daher zwischen a und 2 mindestens eine Nullstelle
von @s(x), und zwischen 2@ und b mindestens noch eine;
da nun @,(x) nicht mehr als zwei Nullstellen haben kann,
folgt hieraus:

a<lx® aD<a2® 0.

Die Behauptung unseres Satzes ist also im Falle »= 2 richtig.

Allgemein wird der Satz nun durch Schluff von » auf » -1
bewiesen. Wenn die Behauptung fiir irgendein » gilt, so be-
deutet dies, dafl das Polynom @, ,(x) an aufeinanderfolgenden
Nullstellen von @, (z) abwechselnde Vorzeichen hat!!:

89 @,_, (x(:;)) =-—390Q, , (xg’_*)_l) (a=1,2,8,...,v— 1),

und dabei, wegen Satz 6,
sq Qv_..l (x(’lj)) = &g Qy_l(a') = (___1)1’~1 ’
59 Qy_y () =359 Q,_, (B) =+ L.

Nach Satz 7 ist aber

NQ,
NQ, ,

Qv+1 (97(:?) = - Qv_1 (x(Z)) (fir e =1,2,..., Vi,

also
89 Qv+1 (x(z)) =—3q Qv—1 (x(;))-
Der Folgerung von Satz 6 entnehmen wir noch:

sq Q,H_1 (@) =359 @Q,_(a) und sg Q,,+1 b)) =s59Q, ,(B)y=-+1.

L sgu bedeutet im folgenden die Kroneckersche Vorzeichenfunktion,
definiert durch '
1 firwu>0
Sgu = 0 fir u=0

—1 fir » < 0.

[



18 ARNOLD TUDEBERG A XXVIIL 3

Somit haben wir fiir das Vorzeichen von @, , (@ in den
Punkten a, %), (%), 20, .., ;7:(:;) und b folgendes gefunden:

59 Qs (@) = — 59 Q,,,, (=),
$9 Qua@®)=—s5g @y, @0)) (=123...,»—1)
—~ 5 Qpy (@) =59 @, , O)=+1.
Da @, () aber genau » -1 Nullstellen hat, folgt daraus:
0 << 20 < 2 () ) ) o< x(:) < x(iill) <b.

Also gilt die Behauptung des Satzes auch fiir » -+ 1, sobald sie
fiir » als giiltig feststeht; fiir 2 war sie aber schlechthin richtig,
folglich ist der Satz bewiesen.

§3 Erginzende Sidtze Uber Systeme, die
zu symmetrischen Belegungen geh6ren.

Wir sagen, dafl eine symmetriche Belegung vorliegt, wenn
die Belegungsfunktion (x) in zwei Punkten = und 2’ (des Be-
legungsintervalls) gleiche Werte annimmt, falls # von dem einen
und z' von dem anderen Endpunkt des Intervalls gleichen Ab-
stand haben. Einfachheitshalber denken wir uns den Punkt
=0 in den Mittelpunkt des Belegungsintervalls verschoben
und setzen fortan a =—256. Die Bedingung der symmetrischen
Belegung lautet dann:

(8) P (x) = P (—x) fir —b<x<h (a = —0);
v (z) soll also eine gerade Funktion sein.

Wir wollen im folgenden nun das Orthogonalsystem von
Polynomen im Falle symmetrischer Belegung etwas weiter stu-
dieren. Unter den Voraussetzungen (1) und (2) bleiben alle Sétze
des vorigen Paragraphen auch hier bestehen, lassen aber mit
Riicksicht auf (8) noch einige Folgerungen zu. Zu diesen Folge-
rungen gelangt man durch Benutzung der einfachen Tatsachen
iiber gerade und ungerade Funktionen:

wenn F(—2)= F(x) und G(—2) = G (),
50 F(—x) G (— ) = F(z) G(z);
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wenn F(—zxz)= F(z) und H(—z) = — H(x),
$0 F(—)H(—2)=—F(x)H(»);
wenn K(—x)= —K(x) und H(—z)=— H(x),
so K(—axz)H(—x)=K(x) H(x);
"
wenn K (—x) = — K(x), so fK(z)dr=0
—1
—at ~+u

(weil ja jh (r) dow = -fA ('c)rl.)c—~fK(»~ syd{(—x) = — [ K@) dz ).
— U

Satz 9.

Im Falle symmetrischer Belegung enthilt das Polynom
@, (z) nur gerade Potenzen, falls » eine gerade Zahl ist, und
nur ungerade Potenzen, falls » ungerade ist, d. h.
T+(=1"

q(’i) — q(g) = q(l)}) == ,.. == QS}’I)) 1 O’ \Vobei - P o— 5

Beweis. Aus (8) folgt zunichst, dafl die Momente mit
ungeraden Indizes verschwinden: My, =0 (@=0,1,2,...).
Zur Bestimmung der Koeffizienten ¢®), o) (), . . %) erhilt
man aus dem Gleichungssystem (5) (beim Beweise von Satz 5)
ein homogenes Teilsystem, das aus der ersten, der dritten, der
fiinften, ... und der +-ten Gleichung des Systems (5) besteht.
Samtliche Gleichungen jenes Teilsystems sind voneinander linear-
unabhingig, da alle Gleichungen von (5) dies waren; die Anzahl

der Unbekannten ¢), ¢®), ¢®), . | q(v”,) ist gleich der Anzahl der
Gleichungen. Daher hat dles System eine einzige Losung:

=g =g = = q(:) =0

Folgerung aus Satz 9.
Q(—2)=(—1)"Q, (»).
Satz 10.
Fir je drei aufeinanderfolgende Polynome @, (x) (a=1)
gilt im Falle symmetrischer Belegung die Identitit

Qa+1 ()“) x Qa (x) + N(? Qa, 1 (r) = 0.

o—1
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Beweis. [@,(x)]? ist stets eine gerade Funktion, da ja
@, (x) nach Satz 9 entweder gerade oder ungerade ist. Folg-
lich ist z [Q,(x)]? ungerade, also auch x[Q,(x)]* ¢ (x) unge-

rade, und somit
b

(@, 2Q,) =[x (@, ()% v () dx = 0.

Hiernach folgt aus Satz 7 die Behauptung.

Zweiter Teil.

Eine Klasse von Polynomensystemen.

§ 4. Polynome @' (z) und ihre Normen.

Die Klasse von Orthogonalsystemen von Polynomen @,(z),
mit der wir uns jetzt beschiftigen wollen, sei durch folgende
Daten festgesetzt:

1) das Grundgebiet (Belegungsintervall) ist das Intervall
—1 <z <1, und

2) die Belegungsfunktion lautet (also in —1 <<z < 1):

9) w(zx) = (1 —2*)P, wobel p>—1ist;
flir nichtganzzahlige Werte von p sei unter (x) stets

" mit dem (fiir —1 <C 2z < 1 reellen) Hauptzweig des
Exponenten zu verstehen.

Jede in der Form (9). gegebene Belegungsfunktion erfiillt
die Bedingungen (1) und (2), denn es ist

1 1
my,=/(1—a2Pdx = 2°PT f1P (1 —4)Pdt="
—1 0

Heb+ 3
=2 B+, p4 ="
_ 2P PP

rep+2)

12 Fs ist die Substitution # = 2¢ — 1 benutzt worden.
13 Die Eulersche Betafunktion; sie driickt sich bekanntlich durch die

>0 fir p>—1;
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zu jeder gehort daher nach Satz 6 ein vollig bestimmtes Ortho-
gonalsystem von Polynomen @, (x). Alle solche Systeme zu-
sammen bilden unsere Klasse.

Zur Unterscheidung der einzelnen Systeme dieser Klasse
fithren wir obere Indizes ein: es sei ndmlich

QP (), QP @), QP (@), V@) ...

dasjenige Orthogonalsystem von Polynomen @,(x), das zur Be-
legungsfunktion (1 — «?)? (mit gleichem p) gehort; der obere
Index gibt also den (das betreffende Polynomensystem kenn-
zeichnenden) Wert des Klassenparameters p an.

Satz 11.
Es ist
—1yYre j V1 — 2\ P+v
v 'p+2v4+1)Q — 2P dz¥
fiir alle (nichtnegativen ganzzahligen) », wenn man unter
0 2
£ 5——xw}p einfach (1 —2%)? versteht.
dax

Beweis. Fir » = 0 ist die rechte Seite von (10) identisch
gleich Eins, also die Behauptung richtig. Fir »>> 0 ergibt sich
mit Rilcksicht auf die (fiir beliebige » und v geltende) Identitit

;; [2%(1 — #2) V] = [— 2 04 w) 2 4 ua 1] (1 — o)L,

Gammafunktion folgendermaBen aus:
LIy
Boos) =ity
Die weiteren Eigenschaften der Gammafunktion, von denen im folgen-
den Gebrauch gemacht wird, sind:
1y I'(r) = (r—1)!, wenn r positiv und ganz,
2y I'ry=(r— 1) I'(r—1),
3) I't¥) > 0, wenn = > 0,
4) I'(r) > oc, wenn r —» 0 (r > 0),
5) I'(r) <O, wenn —1 < r < 0.
Die erwdhuten finf Eigenschaften sind iibrigens einfache Folgerungen
aus der allgemeinen Definition der Gammafunlktion :

. al o
riry= lim .
a0 r(r4+1)(r+2)...(r+a)
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daBl man
d} (1 17+V
dx"'
setzen kann, wobei P, (x) ein Polynom w»-ten Grades ist und
zwar mit dem Gliede

(—1)@p-+2v)@pt+2v—1)2p+2v—2)...@p+ri 12

anfiangt. Folglich stellt die rechte Seite von (10) stets ein
Polynom w»-ten Grades dar, und der Koeffizient bei z” ist Eins.
Es bleibt also nur noch nachzuweisen, dall die rechte Seite
von (10) im Falle »=1 zu den sukzessiven Potenzen z% (mit
a=0, 1,..., »—1) orthogonal ist [bezliglich der gegebenen
Belegungsfunktion (1 —#?)? und des Grundgebietes —1 < x<1].
Das innere Produkt der rechten Seite von (10) mit z“ gestaltet
sich ganz allgemein folgendermafien:

e e I (ot Lo U
fr(2p+2v+1 A—afp  do’

= (1 —a* P,(2)

(= Iep+v+1) f s ”g)ﬁt” .
T repbevt :

Die Funktion (1 —z?)P+* hat fiir »> 1 den Grenzwert Null an
beiden Integrationsgrenzen, da p>—1, also p-fv>0 ist;
ebenso verhilt es sich mit ihren Ableitungen, deren Ord-
nungen < p +v sind. Infolgedessen ist nun fir » > 1 (weil
dann 0 =v— 1< p-+w):

1
A Ad — p2\P+VY y—1 Py €10
j@h@ R e e o u

NG
dr dx @140
—1

terner gllt aus demselben Grunde, fiir 0 <la=w:

V-1 prr X 310
14 Unter d Q= J) ist hier
dxv L 2> 140
v v y—1 oy PV
lim d 1“ )p+ — lim CL_Q___LTJ,,, zu verstehen, und
z->1-0 iz L 140 dx¥ !

im folgenden allgemein:

[())"77 = lm flm) — lim f@).

L= =140 x—>1—0 x>—140
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1 1
mfvtx @ (1— xcipj: dr=—a fxa—l fl_v;lgi,_i)ptv dx
| da? . dx¥—1 ’
—1 —1
also
} 2\ 9 o 2 v
(11) 2t Mpidx:(_ 1)% a! L (1 — o+ da
‘ dax¥ . dx¥—% '

% e
wie man durch einmalige bzw. a-malige Ausfithrung der Pro-
duktintegration leicht bestiitigt, und auflerdem

1
« v« P2y P4V Y—ot—1 2y ptv 1% > 10
[ d (1 —x?%) Az [d (1 — %) ] 0

oV — oV — -1
dx dx £ 140

-1

fir 0<<a=v—1.

Folglich ist die rechte Seite von (10) in der Tat zu allen Po-
tenzen z* mit 0= a < v orthogonal, und der Satz ist bewiesen.

Satz 12.
NQ(P) = 22042V 41y P()p + + 1) —{'_’V + 1)]2

v I’(Zp—}— Ty Trepdeavte)
Beweis. Im Falle v =0 lantet die Behauptung:

NQW —p2p+ [T+ 1) 1)]

° rep+2)

dies trifft aber wirklich zu, weil ja allgemein
NQ, = m,

ist und in bezug auf unsere Belegungsfunktion (1 — «z%)?

m, =22+ L+ nJ’
I'p+-2)

gilt, wie wir am Anfang dieses Paragraphen gesehen haben.
Im Falle » > 0 ergibt sich aus Satz 4
NQS,P)=(Q£,Z)), xv)’
und somit nach Satz 11

QP — 1y Dbty e
Y rep+2v+1) ) dz?
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Wegen (11) ist daher
1
!
NG _Teprv+ l)léf(l )P dy,
-1

I'2p-+2v 1)

woraus mit Riicksicht auf die hekannte Beziehung

! 241 2
TEETPNEE St 1T S0 e

—1

die Behauptung folgt.

Folgerung. 7Zwischen je drei aufeinanderfolgenden
Polynomen Qg’)(x) besteht die Beziehung

2) 0P (2) — x'P) v (2p ) 0P () —
(12) D@ — 2P @+ s s ) =0,
denn die Belegungsfunktion (1—x?)? genligt der Bedingung (8),
also gilt fir die QS{T’)(@) der Satz 10; der dabei auftretende
Quotient der Normen 148t sich aber nach dem soeben bewiese-
nen Satze sofort berechnen:

NGO (2p+9) (p -9 o
NQ® (2p +29) (2p+2v —- 1) (2p--2v +1)(2p+2v) ~
v(2p 4 )

T pte—DEptwtn’

§5 Endwerte und Nullstellen von @P ().

Satz 13.

Es ist
QP (1) =?f“lf(p+a)1"(2p+a+ 1)
: T+ )T Ep+ 20

fir ¢« > 0.1%

15 Fir ¢ =0 wiirde der angefithrte Ausdruck seinen Sinn verlieren, wenn
p=0 oder p= — ¥ ist; deun im Zahler und im Nenner wiirde I10) bzw. im
Zahler I(0) und im Nenner I'(— 1) stehen. Aber auch sonst wire die Behaup-
tung fiir & = 0 trivial, weil ja Qgp) (x)==1 schon vom Anfang an feststeht.
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Beweis. Fir a =1 lautet die Behauptung:

0®)(1) = F(p+1)I'Cp+-2) _
1 I'p+nT@Ep+2)
dies trifft zu, weil ja nach Satz 9 QEP) (x) = = ist. Ferner wird
behauptet :

QP)(1) 2P(p+2) I 2p+: 3) 2(p+1).
y V=Topr ) Irep+s — 2p+38 )

mit Q(()P) () =1 und QEP)(x) = x folgt aus (12):
QW (1) =1 — 2p+1 _ 240,
2 @p+1)@p+3)  2pt+3’
also gilt unser Satz auch fir a = 2.

Vorausgesetzt, dafi die Behauptung fiir e =»—1 und fir
o = v richtig ist, erhilt man nun wiederum aus (12):

oy 27 Do 0 T@ptr+1)

P41 'p4+1D)I'2p-+2v)
L vepdw  2mTedenTepte) _
@p+22—1Dpt+2+4+1) I'e+1)IEp+2v—2)
2V

= DI [(3p Lav iy 2P 202+ D ool pto+1)—

—(2p4-0)(2p+-2v—2)(2p+20) T (pv— DI2p+v) ] =

2l (pt+v+DIECp+r+1) —
= T I(pEDTeptos by (@2T2v D —v] =

_ 2T (p+v+1)I'(2p4v4-2)

- 3

F'p+DI2p+2v-+2)

folglich gilt die Behauptung auch fiir e =» -1, und der Satz
ist bewiesen.

Folgerung. Dem Satz 9 zufolge ergibt sich aus dem
Obigen noch:
261 I(p4-a) I(2p+adt1)

W=D p L e e
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Satz 14 (Hilfssatz).

Setzt man in Q‘iyl’) () das Argument x = cos¢, so schreibt

sich
1 ‘
ng(COS )= 5 2 q(f{)‘ .cos(v—2a)t

a=0

mit den Koeffizienten

¢ ap—142p
(P‘— (p) — [ P
Iy L und g v, (a) P;I:I] 2p—+2v-+1—28 (@ > 0).

Beweis. Die Behauptung ist im Falle »=0 offenbar
richtig:
Q) (cost) = g P cos 0 =1,

und desgleichen im Falle » = 1:
1 ‘ )
Qgp) (cost)= [ gff(’)) cost - 9?,)1) ¢0s (— t)] =cost.

Wenn der Satz aber fiir » — 1 und fiir » als giiltig
teststeht, folgt aus (12), daB

v
Q(l’) (cost) = ﬁgt S @ cos (v —2a)t —

oa—0

-1

v{(2p+v) 1 ¥ g(p)

T (2p+2v— 1)(2p+2v_|_1) v—1 <~
a-=0

L 008 (v—1—2a)t

ist. Nach Umformung
cost-cos(r —2a)t = —;— [cos (@ +1—2a)t+4cos(v—1—2a)t]
ergibt sich daraus:
1
(13) Qgpll (cost) = 7:1[ qipg cos(v+1)t+4

4v(2p+v) ¢P)

+ y[‘)'(p) + g(vpgx ! (Zp—|—2‘u—1)(3p+20—i—1)] cos (v4-1—2a) +-

—+ gf}i’”{C()s(w v — 1)t] .

f
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Es ist hierin nun definitionsgeméB

=g, =L =gl ="
und ferner )
4v (2 ) g'P

92?1)_{_95)2,)0) T ep+ ;vp——i_l) ()‘Ziqi)vi,gv—i— 1)
2p+1 4v (2p + )

2 F 2w — 1 1 T pFw—1)@pFowF1)

=1 _'_(21)—}—27!—1)(219—{—21/—{41) [(2p+1)(219+2”+1)—8p—4v]:

vp—1) _ D@D g

=ity el T wmtwtt D

Fiir ¢ >1 (und also »= a) erhdlt man analog:

4y (2p + ») ¢'P)
q(p)+ g et 'g”—bﬁ—_l_ —
Yva va—1  (2p-+2v—1)(2p+ 20 4+1)

S 2—1-28 v VO 2p—14-28

—l e A L e s

41/(2}0—}—1) (,,__,)a_l 2p— 1428 _
o 2p+ 20 —1—24

(2p+2v—1)(2p+2v 1)

= *;1 - [ o4-D@p2v+1)(2p—1+20)+

(r—a-1) IT (2p-tov-ta—2)

() ?i@p— 1+ 28)

+a(2p4-2v+1) (2p + 20+ 1—20) —4(2p+v) av—at1)],
woraus, nach den einfachen Umformungen
@p+2v+1)(2p — 1-+20) —4a(2p+v) = (2p —1) (2p2v{-1—20)

und

—a+1)@p—1)+a@p+2v 4 1) =@-+1)@2p—1-+2a),
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folgt:
e ()
R L AR
v, a Va-l o (2p 20 —1) (2pF 2v+-1)

() mep—1-+28)
ol T Rp TR0 e v 120 =
(v—a-+1) IT (2p-+-20-+3—28)
ﬂ:l

vi1) o 2p — 12
=( -‘t)ﬂg 220—}2—7211 —1:; ﬁzﬂ - gs”il,ﬂ.

Die Koeffizienten rechts in (13) stimmen daher simtlich
mit den entsprechenden g(vfjr)l,a (=0, 1,2, ..., v»-F1) iiberein; aus
der Giiltigkeit der Behauptung fiir Qgp_)l (@) und QP (z) folgt
also ihre Giiltigkeit auch fiir QE}_’F)I (z), und der Satz ist be-
wiesen.

Satz 15.
Mit p> — & und beliebigem » besteht die Beziehung

AP = &P W)
fir alle » des Intervalls —1 <z<1, d. h. die Endwerte
der Polynome Qgp)(x) sind zugleich die absolutgriBten Werte

dieser Polynome im Belegungsintervall, wenn der Exponent p
der Belegunsfunktion (1— %P mindestens —3% betragt.

Beweis. Nach Satz 14 ist QE}P) (®) ein lineares Aggregat
der Funktionen

cos»t, cos (v—2)¢, cos(v—4)t, ..., cos (2—v)t, cos(— )t

mit ¢t=arccosx (fir —1==z=1); die Koeffizienten ¢{*) sind

lauter nichtnegative Zahlen, wenn p = — § ist (nur fir p=—1%

verschwinden sie mit Ausnahme des nullten und des »-ten).
Da nun der absolute Betrag von cosf¢ hochstens Eins und
gerade fiir t=0 Bins ist, so erh#lt man den groftmoglichen
Wert von QE}’) (cos t) in der Tat mit ¢t == 0, also — wie behauptet

— mit x = 1.
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Anmerkung. Daf der Ungleichung i@ (z) = @)1
im Falle p<Z— 4 hingegen keine allgemeine Giiltigkeit zukommt,
ist ebenfalls leicht einzusehen. Q(()P) (x)=1 und QEP) (x) = =z sind
zwar fiir alle p dieselben, ihre Endwerte werden mit p < —%
noch nirgends im Belegungsintervall iibertroften. Aber schon
bei ng’) (x) liegt die Sache anders; es zeigt sich ndmlich, dafi
fur p <—+%

&P | > &P

ist. Auas (12) erhiilt man:

M) — — - L |
%" (0) 2p4-38
und aus Satz 13:
(p) () — 2P+ 2
K (1? 2p+3
also .
€0 _ 1

arq) izt fr—l<p<—id

Satz 16.

Mit wachsendem p nidhern sich alle Nullstellen von Q&P)(x)
dem Punkte x =0 als ihrem gemeinsamen Grenzwerte.

Beweis. Die Behauptung wird bewiesen sein, sobald
wir gezeigt haben, dafi die Quadratsumme der Nullstellen von
Q(vp) () mit wachsendem » abnimmt und Null zum Limes hat.

Da nun in QS}P) (#) entweder nur gerade oder nur ungerade
Potenzen auftreten (je nachdem ob » gerade oder ungerade ist),
su driickt sich die Quadratsumme der Nullstellen durch den
absoluten Betrag des Koeffizienten gg") (bei 2”—2) aus. Wir
behaupten, daB dieser Koeffizient
v(v—1)

q(”):.._..
2 2@2pt+2v—1)

ist. Fiir »=2 ist unsere Behauptung richtig, denn es ist
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& — olp) .
(L)g (U) zp_l_S ’

wie wir schon vorhin gefunden haben.

Durch Koeffizientenvergleichung (bei «¥—') in (12) erhdlt
man allgemein :

@+ —1)Zpt 2 )

Wenn nun unsere Behauptung fiir » als richtig angenom-
men wird, so folgt sofort ihre Giiltigkeit auch fiir » 4 1:

qgv+1) _ Q.(,v) 1’(2]7_1“'")

JH) — (v —1) v(2p+v)
2 2(2p—+—2v———1) (2p +2v—1) (2p+2v-L1)

v[(r—1)@pF 274 1) f-4p 2]
2@p 29— 1) @p 27+ 1)

v+ HQRp42v—1) . (v+1w

C2@pr2r—n@pfer) T 2@ptt)

Die Quadratsumme der Nullstellen von QLP) (x) ist daher

v —1)
2@2p+2v—1)’°

also tatsichlich ein Ausdruck, der mit wachsendem p abnimmt
und den Limes Null hat. Damit ist der Satz bewiesen.

Vom zweiten Paragraphen her wissen wir, daf§ die Null-
stellen eines Polynoms Q(Y)(x)und die des Polynoms Qf)fi)l (z) (das
also den niichstniedrigeren Grad hat, aber demselben Orthogonal-
system angehort) sich gegenseitig trennen (Satz 8). Obwohl
nun gemaf Satz 16 die Nullstellen von Qf}f‘fl) () dem Absolut-
betrage nach im allgemeinen kleiner sind als die Nullstellen
von Q(p) (x), trennen auch sie die Nullstellen von Q(P) (z) auf
dleselbe Welse Wir behaupten dies in
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Satz 17.

Zwischen je zwei aufeinanderfolgenden Nullstellen von
Qim () (»=2) liegt genau eine Nullstelle von leﬁl) (x).

Beweis. Nach Satz 11 bestehen die Identititen:

( )Y vy __ _p+v
W=y ePm=" P(zgfgj—ﬁkl) o daf)
(13) (12t Q1) (2) = _p(v?;ifzpﬂjm ?”;SH talau

Aus (15) ersieht man sofort, dai die Nullstellen von Qﬁf‘f‘)(w)
-— wir bezeichnen sie der wachsenden GréB8e nach mit ac(11’+1’”' 1),
p{Pov=—1) ..,x(vp_ﬂ:"”—l) — zugleich Nullstellen von

& (L)l

sind. Wegen p 4+ 1 > 0 ist ferner

lim (1—2)P =0 und lim (1 —a22)PH = o,
L—>—1+40 X—>1--0

also hat
ar— 1(1 )[)+v

d‘L‘Vl

in den beiden Endpunkten des Belegungsintervalls den Grenz-
wert Null. Nach dem Rolleschen Satze verschwindet daher

@’ (1— a2+

dz¥

mindestens an einer Stelle zwischen —1 und xf”""—l), je
mindestens einmal zwischen wgpﬂ”'”*l) und wg{’:"”—l) mit
a=1,2,8,...,»—2,und schliefilich mindestens einmal zwischen
p+“’ D und 1. Nach (14) konnen das nur Nullstellen von

Q(P)(m) setn, da (1 — 2?)? zwischen —1 und 1 nirgends
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verschwindet; mithin ist ibre Anzahl genau ». Bezeichnet man
sie der GréBe nach mit

x(pﬂ’), x(p,V), x(P:V) e e x(pyV)’
1 2 3 v

so gilt folgende Kette von Ungleichungen:
—1 < x(P;'V) < x(p‘{'l:V*l) < x(p»v) < :(,(P-}-I,V—l) <
1 1 2 2
<x(10:”) < 2 (P41 V—1)< e l.l,(p,v) < x(p+1,v*1) < x(p,v) <1
3 3 v—1 y—1 v ’
q. e. d.

§ 6. Differentialgleichungen der Poly-
nome Qip)(x)und Integralsédtze.

Satz 18.
Das Polynom fo’)(x) geniigt der Differentialgleichung
on @ d
(1—a) S —2 (1)) +vp+r+ Dy =o.
Beweis. Der Ausdruck
@ Q@) AQP)z)

S — 24w -

dx

(1—2?)

den wir kurz mit 4 (z) bezeichnen, ist offenbar ein Polynom
vom Grade =» und 1dBt sich daher als ein lineares Aggregat
von Qgp)(:c), QEP)(x), Qgp)(x),..., Qip)(x) darstellen:

4@ =C QP @)+ C, QP@ +...+ C, QP()-

Wegen der Orthogonalitit der Polynome Qg’)(x) lassen sich
die Koeffizienten C, aus den Gleichungen

C, NQ(()P) = (4, Qgp)‘)
C, NQEP) = ( 4, Ql(p))
R
G, NQP, = (4, Q1)
ov NQE)p) — (A, Qgp))

berechnen. Die rechten Seiten dieser Gleichungen sind am
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einfachsten mit Hilfe der inneren Produkte (4, z%) =zu finden,
indem man 4 (z) in der Form

do®)
Az)= — i[u — )Pt _QL@]
(1—a?)P dz dx
umschreibt. Es ist also
A ) p QP ()
A4 a0 = —— - [ (1—a?)Ptt Y ] a(1—a®P do ==
Jo(1—a?)P da L dx

1
) v
— a 7 2wt Y
fx d.x[(l x2) i ]dx,
1

woraus fiir a=0 folgt:

d Qip)(x) ]ae—n_o

(17) (4, 1) = [(1 — Pt i =0,
T _s—140
und im Falle ¢ > 0 (durch Produktintegration): _ .
1
40P
(18) (A, )= —a | 2% (1 —2H)PM ?L(x) dr .
dx
—1
Fiir a =1 ergibt sich ferner aus (18):
(19) (4,7) = — [(l_xQ)p'H Q(p)(x)]a‘—>1-0 B
4 x>—1+40

1
—2(p+1) / z(1—u*)P Qy”(.r) dz ==
%

=—2(p-+1) (x, Q(vp))
und fiir a>1:
(20) (4,2%) =—a [x“—l (1-— a2)PH1 Qgg’) ()

]w—‘) 1—0 +

T> 340

-+ a f{(a——l) x4 (1—22 P — 2 (p41)a® (1 _xz)p} Q(v”) () dx =

=—a@ptat (o, Q) fafe—1 [z, @P).

3
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Da nun QE{T’) () zu allen 2% mit e=0,1,...,» — 1 ortho-
gonal ist, so folgt aus (17), (19) und (20):
(21) (4,2%) =0 mit e =0,1,...,v—1;
nach Satz 2 ist daher auch
(A,Qg’)) =0 mita=0,1,...,»—1.
Setzt man dies in (16) ein, so folgt:
Co=0C=..=0, =0
Wegen (21) ist ferner
(4. Q4P) = (4,27,
also nach (17), (19) und (20) — mit Ricksicht auf Satz 4 —
0, wenn » = 0
(4.Q¥) =) — 2@+ N firv=1
[ v (2 p—k/ﬂ—[—l)Nng’) fir » >1,

was sich offenbar auch fiir alle » so schreiben lifit:
(22) (4,@P) = —»@Ep+r+1NQP,

weil ja eben »(2p-»-+1) mit »=0 verschwindet und mit
v=1 den Wert 2p—2 annimmt. Aus (22) und der letzten
Gleichung in (16) ergibt sich daher

qu - — Y (2 7) ‘+— V “‘{" 1).
Es ist folglich i
A = —v@ptr1) QP (),

d. h.
FYPe) QP @)
@) =) g T2 De g =
E— QJ(ZP—F""I“UQS,Y)) (x), |
g. e. d.

Bemerkung. Das Polynom @) (x) ist iibrigens bis auf
einen konstanten Faktor die einzige polynomiale Ldsung seiner
Differentialgleichung.



AXXVIILs Orthogonalsysteme von Polynomen etc. 35

Diese Differentialgleichung
=2y —2(p+ Doy +vQp+r+1Dy=0

hat stets die triviale Losung y=0; daB aber jede nichttriviale
polynomiale Losung genau vom Grade » sein soll, zeigt sich
folgendermafien. Geht man mit dem Ansatz

Yy =cox*+ cx* 4 ... +¢,_,x ¢, (cg 52 0)

in die Differentialgleichung ein, so erhilt man durch Koeffi-
zientenvergleichung bei z*:

l—x(x—1)—2(p+1)2+v2p+r+1)] =0,
v—u)Rp+vFx41)=0.

Wenn nun 2p-+ 1+ v+4x5£0 ist, folgt daraus »=w». Der Fall
2p+1-4v+4x=0 kann nur fiir p=— §, =20 eintreten und
fiihrt dann eindeutig zu % = 0 (also gleichfalls zu % =»). Denn mit
p>--1ist auch 2p4-1>—1; damit nun 2p-+1-4»—-= fir
irgendwelche ganzzahlige nichtnegative » und » verschwindet,
soll 2 p+ 1 nichtpositivund ganz sein. Die einzige Moglichkeit
ist daher: 2p +1=0 (d. h. p=—1%), und zwar liefert dies nur
mit v=20 fiir » einen nichtnegativen ganzzahligen Wert: x=o.

also:

Es sei dann
P x)y=coax’ e +...+¢,_,x+ec, (co 7 0)
irgendeine polynomiale Losung der obigen Differentialgleichung; -
nach Satz 18 ist das Polynom Q(v”)(x) auch eine Losung, und, da
die Differentialgleichung in y, 3 .und y” linear-homogen ist, soll
K, P, () + K, Q) ()

(mit beliebigen Konstanten K, und K,) ebenfalls eine Lésung
sein, also insbesondere auch

P, () — ¢, Q(vp) ().

Dies ist aber ein Polynom héchstens (»—1)-ten Grades und kann
infolgedessen keine nichttriviale Losung sein. Folglich ist

P, () — e Q) (@) = 0,
3%
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und jedes P,(x) stimmt daher bis auf einen konstanten Faktor
mit dem Polynom Q(VI’) (x) iiberein.

Satz 19.

Fir v = 1 ist

(wav _ e, T T@ptrt2)

dx

2T @pF2v)
Beweis., Setzt man in (28) 2 = 1, so hat man:

d Q)
2(p-+1) (—dx )le =v(2p+7v+1) QS,”)(l)-

Weiterhin braucht man nur noch fiir Q(VP)(l) den durch Satz 13
ausgedriickten Wert einzusetzen, alsdann an beiden Seiten der
Gleichung den (positiven) Faktor 2 (p 4-1) zu unterdriicken,
und der Satz ist bewiesen.

Folgerung. Mit Ricksicht auf die aus Satz 9 folgende
Relation

«Q@w»
dx o r=—1

LS
=(——])ﬁ-( dx )w:t

ergibt sich aus dem Obigen noch:

«QWW»

yi gyt P(p+W)P(2P+W+<2)
(p+2)I'2p+2v) °

Wir kommen nun zur Berechnung der Integrale

1 1
(24) fQE)P) (x)dz und [« Qf}p) () dex
—1 —1
In verschiedenen Spezialfillen kennen wir sie bereits.

1. Im Falle p = 0 ist die Belegungsfunktion (1 —2?*°=1
und nach Satz 12 NQ” =2 und NQ® = %; es folgt somit

aus der Orthogonalitat der Polynome QU (x):
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' 2 firv=0
O () d = (Q, Q° _{
fQ (#)do= (Q ) 0flirv=1,2,3,.

und

0 fiir » £ 1.

flx Q(,?)(x) dx == (Q(O) Q:?)) ___{%‘ fllI‘ =1

2. Wegen QP (z) =1 und QP (x) =« ist auch allgemein
0 1

1 1
~/IQ(OP) (x)dz= 2 und ;fleflp)(x) de=1%.
3. Ferner ist allgemein (nach Satz 9) das Polynom
QE}I’) (x) entweder eine gerade oder eine ungerade Funktion, je
nachdem der Index » eine gerade oder ungerade Zahl ist; in-
folgedessen gilt:

1 t
fQ(p) () dz =0 und wa;f?(x)dxzo (b=0,1,2,...).
b} b

241
Zur vollstindigen Kenntnis der Integrale (24) — also fiir
alle p>—1 und »=0,1,2,8,... — haben wir daher nur

noch die Integrale

1 1
( . ,
;/1‘ sz) (@) dm und ;/1' x Qgﬁi . (x) dx

im Falle p 0, u > 0 auszuwerten. Dies geschieht in den zwei
nichsten Sitzen.

Satz 20.

1
OO g gy 2T Do 20 T'2p+20)
[2 () dw 2u—+1 I'(p) I'(2p+ 4u)

(firp0und p=1,2,3,...).

Beweis. Nach Satz 18 ist

sz(p.)(x) a QW) (x)
vpFr QY= —1 - =2t
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also:

(25) V@p+ﬂh¥1%[Q?K@dx==

PP (@) ~ AP @)
—-j(xz——-—l) ~dx+2(p+1)fx . —da-
—1

Nun ist aber, wie man durch Produktintegration feststellt,

. 2P @) - a2 QP)x)

fu—u —m_—{[_%wm

—1 —1
und
1

(p)
fx d de () [Q(p) 1) + Q(p)(“l)] fQ(p) (@) dic.

—1

Mit Benutzung dieser Beziehungen ergibt sich aus (25) im
Falle v =2 pu:

e @p 2+ 1)+ 20 [ @) @)de = 20 [Q2) ()= 08— 1],

und hieraus, mit Riicksicht aut Satz 13, nach einfacher Rechnung

2U- 1 F P
(21 1) 2p+20) j Q) @) d = -2 (pjj—‘ul)) szzj: j_lij)l)

Dies geht durch geeignete Kiirzungen in unsere Behauptung
iber.

Satz 21.
i

B (o g ootz 202+ 1 T(p4-2u+1) T(2p-20)
fog;ﬂ(x) dx = 23+ Sht Ty s

—1

(flir p£0 und =1, 2,38,...).

Beweis. Wir berufen uns auf die Beziehung zwischen
Q(v’il(x), QP)(z) und QP (z) (Folgerung von Satz 12) und er- .
halten daraus durch Integration:
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1

W) do— [ O G i N '
fmeM—ﬂ&ﬁwx(mHWUW+WHijmM

Alsdann driicken wir fiir den Fall p3£ 0, v=2u— 1 die
rechterhand stehenden Integrale durch die Werte der Gamma-
funktion aus (gemdB Satz 20) und haben:

2kt D(pt2u2 1@+ 2u42) |

P - ,
[wa}H T +3 7 T I p+4ut4)

—1

—1

N L e ULt s DL 1)
(2p + 4p-+1)(2p14p {—3) 2ut-1 T(p)T2p-+ 4w
Wegen
- T'(p—+-2u) _ Al (p4-2u-+-2)

(2p+ tu+1)@p+4pt-3)I(2p+4p) — T'(Rp+dut4)

ergibt sich daraus:

1

2008 (xydx —
erw_H(x) x
1

_ grugs 2T Do 202 TCp20) 3)._
= 2143 I'(p) F'(2p+4p+4) - (pr2p2p-4-3) =

’M+3 I’(p P(2p+4/e+
Beachtet man ferner, daf}

I'(p4-2u+2)  (p+2u+1Pp+2u41) 1 I'(p+2u-+1)

FRp+au+3) — @ptint+2)T@p+4ut2) — 2 Iep-raut2)

ist, so gelangt man zur Behauptung des Satzes.

Dritter Teil.
Extremalaufgaben der Interpolationsrechnung.
§ 7. Bezeichnungen und Problemstellungen.
Die zu interpolierende (resp. zu integrierende) Funktion

bezeichnen wir mit f(z). lhre Steigungen definieren wir suk-
zessiv durch die Gleichungen
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(26) Flay,z) — Uﬁx){#ﬁ ,
7
f(‘rl,:igz et xx-l’fn) - f(xl’ Fayliuy wx.-v wx)

x—xx

(27) f(xl)x27 ooy Ty m) =

(x=2,8,...),1
wobei im Falle ==, der obige Differenzenquotient durch
seinen Grenzwert

lim f(xy, 2ey...,2,, %) = [(Zyy By oo vy Ty y Ty)
m—»xx

7z11 ersetzen ist.

Unter Benutzung dieser Ausdriicke schreibt sich die allge-
meine Formel der sogenannten parabolischen Interpolation mit
beliebigen (reellen) Koinzidenzstellen x,, z,, ..., z, in der Form
(die Newtonsche Interpolationsformel):

0 o1
(28) flay= 2 fl@, 2, ..., az,) II (x—ug)+
=1 ﬂ:l
[
+f(x1) Lo, oovy x@;x) I (a"—xa)'l7
=1
Da hierin die Summe
o a—1
2 f(xl,xg, ...,(L’a) [[ (‘E—xﬂ)
=t B=1
ein  Polynom (¢ — 1)-ten Grades ist — die Steigungen
f(zy, %5, .... z,) sind ja gewisse Konstante Koeffizienten —,
1 Unter flx,wz,..., %, x,) verstehen wir dabei den Wert der be-
reits definierten Steigung f(x;, s, ..., L x) fir o= z, .

17 Die Steigungf(xy,®s, ..., xa) bedeutct im Falle a = 1 einfach f(xz;);

0
das ,leere* Produkt II &, ist gleich Eins zu setzen, abgesehen davon, was

3

=1
fiir ein Ausdruck drﬂ hinter dem Produktzeichen steht (analog ist die ,leere<

0
Summe X ¢, stets Null).
/‘?:1 '3
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so nennen wir auch die Formel (28) eine Interpolationsformel
(e —1)-ten Grades. Das letzte Glied

' 0
f@y, &ay oo, 2y, %) JT(2— 2,) = R, ()
=1
bezeichnen wir als Restglied der Interpolationsformel (28).

Aus der Gleichung (27) erhalten wir nun

(29) F @, Za, oo, 2y x)=F(@, 22, ..., 2, _,, T,) I
Fx—a,) (@, 2, ..., 2, 2),
eine Beziehung, die es gestattet, durch Umformung des Rest-

gliedes R, (») den Grad der Interpolatloneforme (28) schrittweise
zu erhdhen 18.

Durch Integration erhdlt man aus (28) die allgemeine
Quadraturformel

b
a—1

(30) - rf(m) do == Ef(xl,xg,...,xa) ﬂI—I (x—-wﬂ).dx—}—

b
0
—I—ff(xl’xﬁ)---,x@,fk) II (x—xa).dx7

a=1

worin das vom Restglied R, (x) herrithrende Integral
: 0
ff'(zl,xg,...,xg,x)ﬂ (x — z,) - dx =R,
0=1

als Restglied der Quadraturformel (30) bezeichnet wird.

Vorausgeselzt, daf die Funktion f(x) in dem von den
Zahlen z,, x,, ..., ®,,  aufgespannten Intervall o-mal differen-

18 Ausgehend von der Gleichung (26), die, in der Form

f{x)=f(2) + (& —ay) f (g, )

geschrieben, offenbar als eine Interpolationsformel nullten Grades angeséhen
werden kann, 148t sich dbrigens durch die erwihnte schrittweise Erhohung des
Grades auch die allgemeine Formel (28) herleiten,
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zierbar ist, gibt es flir diese Funktion in diesem Intervall (nach
einem Satze von Cauchy) mindestens eine, durch die Zahlen
Ty, Xgy .., Xg, © bestimmte Zahl u derart, daf

A GO Lo x) = Qlf }((0)(“)

ist. Folglich verschwindet das Restglied R,(x) identisch, sobald
£ (x)=0, d. h. f(x) ein Polynom vom Grade =g —1 ist, und
zwar nur in diesem Falle.

Das Restglied R, verschwindet gewif auch, wenn /(0)(x)=0
ist, kann aber noch fiir solche f(z) verschwinden, die Poly-
nome etwas hoheren Grades als des (¢ — 1)-ten sind. Dabei
kommt es auf die Verteilung der Argumentwerte w;, 2y, ...,

.. . %
an; wihlt man sie beispielsweise so, dafi

/]

f\f[ (x—uxy) - dx =
=1

ist, so verschwindet das Restglied R, noch im Falle
£@)(x) = const 3= 0.

Wir sagen, daf die Quadraturformel (30) vom Grade ¢
sei, wenn das Restglied R, im Falle fo+1) () =0 verschwindet
und im Falle f(6+1) (z) = const 2 0 von Null verschieden
ausfillt.

Wir kommen nun zur Formulierung unserer Extremal-
aufgaben.

[. Wie sind die Argumentwerte x;, zy, ..., z,(bei festem o)
zu wihlen, damit die Quadraturformel (30) einen mdglichst
hohen Grad hat?

II. Wenn man die Endpunkte des Integrationsintervalls
unter die ¢ Argumentwerte aufnimmt (etwa z, = ¢ und z, =10

setzt), wie miissen dann die iibrigen o —2 Werte gelegen sein,
damit die Quadraturformel (30) ihren h&chsten Grad erreicht?

II1*, Mit welchen o Koinzidenzstellen ., 2o, ..., z, fallt

im Intervall a =z =5 das Restglied R,(x) der Interpolations-
formel (28) im Mittel am kleinsten aus?
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IV*. Pixiert man zwei Koinzidenzstellen in die Endpunkte
des Interpolationsintervalls (etwa x = a, z,=10), welches
miissen dann die iibrigen Koinzidenzstellen sein, damit das
Restglied R,(z) im Mittel am kleinsten wird ?

Die zwei letzteren Fragen bediirfen zunidchst noch einer
prinzipiellen Erlduterung und Prézisierung. Das Integral
b

S [Ro (x)]"’ dxz stellt ein natiirliches Maf fiir die mittlere Grifle

des Restgliedes dar!?; es liegt nun nach Satz 1 der Quotient

—1

b
f[f(xla Ly, o -vy Ly, x)]z 1\1' (r — x,)? - dx
a o=

b

Q
II (¢ —x,)? - dz
a—=1 )

zwischen denselben Schranken wie [f(xy, Loy oy Zgr )] un.d
es gibt daher, wenn die Steigung f(xz,, p, ...,z, x) fir alle z
in a =2 = b existiert und stetig ist, eine Zahl v in a <a <b
derart, daB

b b
. 0
jﬁ[Rg(x)]'2 dx= [f(z,, Toy ooy T v)]2 II (¢—x,) - dx
. Joa=1
ist. Das linksstehende Integral, das durch eine gehérige Wahl
der Koinzidenzstellen moglichst klein gemacht werden soll,
zerfillt also in zwei Faktoren, von denen der letztere allerdings
nur von den Koinzidenzstellen, der erstere aber noch von der zu
interpolierenden Funktion selber abhéngt. Will man sich nun
auf keine speziellen Funktionen f(z) beschrinken, so bleibt

b
nichts 1ibrig, als die Abhéngigkeit des Integrals f/[R,(@)]* dz

von dem Faktor [z, ..., Ze V) ZU vernachlgissigen (d. h.
so zu verfahren, als wenn sich diese Abhingigkeit ,im Durch-

19 Das (quadratische) Mittel Tf@ von R () in a=x=>5 definieren wir,
wie tblich, durch die Relation )

b
Bl 1 )2
R, —b_«a(;/[Rp(Jc)] di .

Bei den obigen Fragen kommt es daher allein aul das erwihnte Intergral an.
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schnitt fiir alle f(x), die wir je zu interpolieren haben¢, aus-
v 0
gliche, und nur den anderen Faktor S II (x — x,)?-dz mog-

a =1
lichst klein zu machen. Die Fragen III*aund IV* ersetzen wir
daher durch die folgenden:

IlI. Wie sollen die Zahlen z,, ,,..., z, gewdhlt sein, da-

mit das Integral
b

0
II (x—ux,)? - dx
=1
am kleinsten wird?

IV. Mit welchen Zahlen wx,, x,,..., 2, wird das Integral

b
?

(@—ay (x—02 I (x — z,)%- dr

o=—1
a

am kleinsten ?

§8 Liosung der Aufgaben I und IL

Der Einfachheit halber setzen wir a=-—1 und b=1,
was keine wesentliche Einschrinkung der Allgemeinheit be-
deutet 2. Die erste Aufgabe besteht darin, solche Zahlen
Xy, Xy, ..., &, z0 bestimmen, daf in der nach (29) formal gel-
tenden Entwicklung

jf(xl, Loy o ooy Ty &) I (06— ) - dow =
Y “=1

T 1
¢ tr—1
= Zf(xl,xg,...,;co, Lopy o Tppa) fﬂIIl (x—zg)- H1 (T, ) d +-
= ¥y=

—1

o=1
1
047
—Jf— f(xlyx‘Za"‘:w@ x@+1’~"a x9+1:’x)ﬂ (:E_xa)'dx
“y a—1
bei moglichst grofem v sdmtliche rechtsstehende Glieder mit -
Ausnahme des letzten verschwinden, wie auch immer die
hinzugekommenen Argumentwerte z,,,, 2, ,,..., z,,, gelegen

20 Man kann ja die unabhingige Variable ax stets auf solche Weise
linear transformieren, daB ein beliebiges Intervall e =z =bin —1 =X =1
' atb b—-a

fibergeht; die Transformation lautet: z = 5 +— X
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sein mdégen. Es soll also das Polynom g¢-ten Grades (mit

0
reellen Nullstellen) II (x — ) zu beliebigen Polynomen, deren

o=1
Grad einen moglichst langen Abschnitt der Folge 0,1, 2,3,...
durchliduft, orthogonal sein, und zwar in bezug auf die Be-
legungsfunktion 4 (r) =1 und das Intervall —1<Za<C1.
Dies setzt zunichst eine obere Schranke fiir den Grad o

0
der Quadraturformel (30); das Produkt II (x —,) kann nédmlich

oa=1
keineswegs zu beliebigen Polynomen o-ten Grades orthogonal
sein, weil es dann insbesondere zu sich selbst orthogonal sein
miifite (was nach Satz 8 unmoglich ist); folglich gilt stets

T—1<p
und (wegen ¢ =9+ 7 —1)
c<2p.
Der Fall 0 =2 ¢ —1 tritt aber gerade fiir

II (z— zp) = Q@)

[24=3
ein: 1) nach Satz 5 ist ja @’ (z) das einzige Polynom e-ten
Grades mit dem h&chsten Koetfizienten Eins, das zu simtlichen
Polynomen vom Grade <C¢ orthogonal ist (beziiglich der Bele-
gungsfunktion @=1 und des Grundgebietes —1 < z<1), und
2) nach Satz 6 hat @ (x) lauter reelle Nullstellen.

Die Losung der ersten Aufgabe lautet daher: die Null-
stellen des Polynoms Q9’(z) als Argumentwerte ;, x,,...,,
gewihren der Quadraturformel (80) den hdochsten maoglichen
Grad 29 —1.

Bei der Losung der zweiten Aufgabe gehen wir aus von
dem Restgliede !

=1

1
v
mv+2 _—.ff(—l,l,x,,x.z,...,xv,x)- (x2—1) II (x_'la)dx
haify

und denken es vermdoge (29) folgendermafien umgeformt:

2 Wir fangen mit der Numeration der Argumentwerte erst nach den
zwei vorgeschriebenen (—1 und 1) an; der Index ¢ =v» -2 bei R bezieht sich
auf ihre Gesamtanzahl.
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-1
v+g - 2 f( 1 mly Lgy ey Xy, v+1’ o v+a) (‘7 - 1) ﬂH (x—(,(}/g) : dx+
=1

V4T

-+ ff(“l,l,ml,x?,...,xv,x,,+1, Wy gy @) (2®—1) I (2 —x,) - dz.

y=1

Gefragt wird also nach solchen Argumentwerten z,, z5, ...,
daf fiir ein rniiglichst grofies 7 simtliche Integrale

v

V+l¥ 1

(31) J(’I“—-—l Tw—z)ds  (a=1,2,....7)
P

verschwinden, ganz abgesehen davon, was die (reellen) Zahlen

Tyoys Byyas s Lype y SiDA.

Schreibt man nun den Ausdruck (31) in der Form

o—1
——/ H(x——mﬂ) T (x— v_}qy)-(l——xg)dx,
f=1 =1

so ist dies Integral ein inneres Produkt der Polynome

a—1
))II (.’)3——33‘6)) Und .—I_—I (SC ——'/L‘V-er)’
p=1 r=1

in bezug auf die Belegunsfunktion 1 —=2? und das Belegungs-
intervall —1<Zx<C1. Die Forderung, dafl das Integral (81)
verschwinden soll, bedeutet also, daff das Polynom

I (r— =)

=1

zu einem beliebigen Polynom (a—1)-ten Grades (mit reellen
Nullstellen) orthogonal sein soll. Ahnlich wie friiher, erhalten
wir daraus auch hier eine obere Schranke fiir v+ und daher
eine flr o:

T —1<w, o< 2v-}+2, [d. h. 6<C20—2],
denn es ist ja, gemiB der frilheren Festsetzung,

rL 2= und o=¢-}7v—1.
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Der Grad o = 2» -}-1 ist aber schon erreichbar, und zwar
nur durch

I (z— zg) = Q' (),
ﬂ:l

wie aus den Sdtzen 5 und 6, analog wie oben, folgt.

Unter der Bedingung, dafl in der Endpunkten (—1 und 1)
-des Integrationsintervalls je einer der Argumentwerte liegen
soll, hat die Quadraturformel (80) also hochstens den Grad
20 — 3, und dieser wird nur dann erreicht, wenn fiir die iibri-
gen ¢ —2 Argumentwerte die Nullstellen des Polynoms Qgiz(x)
eingesetzt werden. Damit ist die zweite Aufgabe gelost.

§9. Losung der Aufgaben [II und IV.

Setzt man, wie im vorigen Paragraphen, a = —1 und 6=1,
so lautet die dritte Aufgabe wie folgt. Es sind die (reellen)
Zahlen =z, x,, ..., x, so zu bestimmen, daBl das Integral

Ao '
(32) I (x— z,)*- da
253 |

—1

seinen minimalen Wert annimmt.

0
Das Produkt II (2 — z,) ist jedenfalls ein Polynom g-ten
=1
Grades mit reellen Nullstellen, also auch reellen Koeffizienten,
und zwar mit dem Koeffizienten Eins bei der o-ten Potenz
folglich ist es in der Form

4
I (@) = Q¥ (2)+-Cpy Q0 @4-Cp_y QUL @) A+Co@P()

=1

darstellbar, wobei G, C,, ..., ()g_1 irgendwelche reelle Zahlen

sind. Daraus ergibt sich nun, wegen der Orthogonalisitseigen-
schaft der Polynome @5 (x),
1
) (4
1T ()3_;,311)2(1,1j —"—“NQS’)—i-O NQ(O) 1+00 2IVQ(O) + +02NQ(0)

a=1
—1
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Das Minimum des rechtsstehenden Ausdruckes tritt offenbar fiir
00=01=...=C =0

0—1

ein; es fragt sich nur, ob das linksstehende Integral dies Mini-

mum wirklich erreichen kann, wenn fir =, @,, ..., z, nurreelle

Werte zugelassen werden. Da nun Qg” (x) lauter reelle Nullstel-
fen hat, ist diese Frage zu bejahen; Aufgabe III ist also
[6sbar, und die Losung lautet: die Nullstellen von Q3 (x), fiir
Ty, 2y, ..., x, eingesetzt, liefern dem Integral (32) seinen klein-
sten Wert.

Die vierte Aufgabe besteht darin, die Wahl der (reellen)

Zahlen =z, @y, ..., x, so zu treffen, daB
1 .
(33) f(oc‘~’ —12 I (z—ux,)* dr
=1

—1
am kleinsten wird.
v
Das Integral (33) ist die Norm des Polynoms jJ (x—=,) in
oa=1
bezag auf die Belegungsfunktion (1 -—2%? und das Intervall
—1<xz< 1. BEs folgt somit, indem man

H 1 (—rg)= @ (@) 0, @ (@) +C, Q8 )+ . 4 Co Q@)
setzt,
f(’l,' 1)? II (z—x,)? dr =
= NQS?Ur Cy_ NS, + G, 2NQ‘“2+ .+ C) NQS.
Das Integral (33) hat also den kleinsten Wert, wenn

v
C=0C=...=C(C,_ =0, d h H(m—w&:Qf’(w)

=1

ist. Folglich miissen x;,x,,...,2, die Nullstellen des Polynoms
Q¥ (x) sein.
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§ 10, Vergleichende und erganzende Be-
merkungen.

1. Die erste und die dritte Aufgabe haben ein und die-
~selbe Losung — die Gesamtheit der Nullstellen von @)’ ().
Obwohl nun die zweite Aufgabe gegeniiber der ersten und die
vierte gegeniiber der dritten den gleichen Unterschied aufweisen
(ndmlich, daB zwei von den Argumentwerlen zy,z,,...,z, in
den Endpunkten des Intervalls festgelegt sind), ist dennoch
die Losung der zweiten Aufgabe von jener der vierten im
allgemeinen verschieden. Denn auBler den zwei trivialen Fillen

Q=@ @)=1  ud  QP@)=Q (x)==x
sind die Polynome @QP(x) und Q¥ (x) nicht miteinander [und

auch nicht mit den Qf’(x)] identisch, also stimmen auch ihre
entsprechenden Nullstellen keineswegs sidmtlich {iberein. Die

Polynome @’(x) und ihre Nullstellen z{°), (0+) . ..,x(vo»v) sind 22
z. B. fiir v =2, 8,4,5:
Qm)()) — - { 1
x;"fz):_;/g, 00 _ YT,
Qg))(/l") = x3— g z,

2 =V 06, o = A =106,

Oy — 2 :
Ry =at—$ 2" 4§

(04) V3+‘)Vl2 (04) V3—2V1-2
xr, = - -y -
7
(04) 3—27V12 (04) 342712
,Q’js —13 —-—7—— , 3)4 == ——*—7—— )

0 b 5
Ql’(')(x)?‘xh_lsg“'g‘*‘ix,
.%(10,5)= _ % V5+2 Vl_: , m(0,.‘3)= . % V5—2 V%O ’

x(an,s) io,s) V5 2 on m(o 3)_ V +2 V%@ ,

2 Der Kiirze halber bezeichnen wir im folgenden den positiven Zweig
der Quadratwurzel (aus einer positiven Zahl #) mit }u (anstatt mit |V u ).
4
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die entsprechenden Q{’(z) und ihre Nullstellen a{t*), {1

1
Q@) =2>—1%,
- (1,2) e
AP ==V 4=V,

Q;l)(x) =z — '%" z,

(1,3) 3 a3 __ w13
.%1 = - V-Tf s 9:2 = 0, .'E3 == V"7' ’

1 g
ao _ |12V E e _ V‘iz_%
3 3 ’ + 3 H

22 __ 1 2P
xl - V 7 ‘Lg - 7

Q@) =2*—+=,
(2 D V 5 =0, x,
(2 2
W)=t —§ 2+ 4

(24) _ 1/3+4V1 (’4|

3 1t

(2.4) l/ :j’ ‘T} V 4 42 b _ l r-ras
)

]/3_4]/1.

- .,wil*"):
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. :
Q) =2"—Ra* + 3 =,

1/5 +4V'% 5—4V2
@25 noooesy
.’El I — 13 ? 2 - 13 "

) —1 [/: s 5 + 4 ]/_
@5 __ (2,6) 239 — .
z, =0, r, = 3 , M ST

Berechnet man fiir alle obigen Nullstellen ihre Naherungs-
briiche (etwa Dezimalbriiche bis zu einer gewissen Zehner-
potenz), su ist es leicht, das Bestehen der in den Sidtzen 8 und
17 allgemein hergeleiteten Beziehungen in diesen Spezialféllen
zu erblicken.

2. Setzt man die Nullstellen von Qif’(x) als Argumentwerte
Tyy Tay - -y Ty (N die Formel (30).ein (im Falle a = —1, b =1),
so erh#lt man bekanntlich die Quadraturformel von Gaug. Diese
hat, gemaB der Ldsung der ersten Aufgabe, den Grad 2¢—1
und ihr Restglied lautet:

o
(oo) (oo) 0,0 ©O)e, -
—ff( , RERS E: ()’xo+1""’xw"£) QI (w2, ) dz,

&—=1

.wobei den GréBen Toyp Lgpgy -y Lo beliebige Werte beigelegt
werden konnen. Fiir den Fall, duB die Funktion f(z) in —1<z<1
stetig und an den Nullstellen von Q“” (z) differenzierbar ist, er-

gibt sich, indem man z, , = {0 wahlt nach Satz 1:

- f Flal0e), 500, 400 00 | 00l 00 100 (e g —

o p L00)  (0g) (o ) (00 (0,0) , (0.0) (0
=f(x,", ,ng,ng,.:.,wgp x,, u) - NQ,

(worin —1 <Tu<C1),

und daher, falls die ‘2Q-te Ableitung von f(x) in —1<lx <1
iberall existiert, unter Anwendung des Cauchyschen Satzes:

NQ(U)

R, = ), 139 (v) (mit —1 << 1),

& (29
4%
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also
!

R, = - 3
20-1 (20 4+ 1) [(20 —1)!'!]
o _ . 2(eh*
N@ = @enieetn!
Die @auBsche Quadraturformel ersten Grades enthiilt einen
einzigen Argumentwert "’ = 0; sie ist die unter dem Namen

slangententrapezregel* bekannte Formel

10 o),

weil nach Satz 12 ja ist.

SF@)de = 2£(0) +§ 1" () (—1<v<1).

In den nichsten Formeln (vom Grade 8,5,7,...) treten
schon irrationale Argumentwerte auf, was bei mancher prakti-
schen Anwendung einen erheblichen Nachteil bedeuten kann.

3. Mit den Endpunkten des Integrationsintervalls und
den » Nullstellen des Polynoms QS) (x), d. h. mit den Zahlen
—1, 2 8 ) ) als Argumentwerten erhdlt man eine
Quadraturformel, die (laut der Losung der-dritten Aufgabe) den
Grad 2» -1 hat, wihrend jede andere Wahl von » Zahlen (mit
denselben zwei festgehaltenen Argumentwerten —1 und 1)
sicherlich zu einer Quadraturformel niedrigeren Grades fiihrt.

Da die Zahlen —1, xf“-v),'xg””),... (”) 1 voneinader ver-
schieden sind, kann man diese Quadraturformel (etwa von der
Lagrangeschen Interpolationsformel aquehend) folgendermaBen
schreiben :

(34) j @) de = BOF 0 + 3 BP0 + 120+,

a=1

mit den Koeffizienten (den Gewichtskoeffizienten bei den
Funktionswerten)
1

) L I
iy f (1—w) Q) () dx ,
—1
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Q) (@)
o (w)

HY — = P — (fir a=1,2 »)
a 3 Sy ey ’

I

(») 1
Hv+{= m(l) f(1+x) QY (x) dx

(1— z?) dz

und dem Restglied

v+2 = [f( (‘ v) S’v% ,,,,xg”’), 1, ) (#* —1) Q(vl) (z) dx,

welches fiir eine in —1=xz=1 stetige und in den Punkten
xf"”), :cgl’v),...,xi,l’”) differenzierbare Funktion f(z) in der Form

1
92v+2 zf f(—1, xﬁl’v), xf"v),...,xf,l’v), xi,l’v), 1, 2) (£*—1) [Qs)(x)]? dox

— (=1, & (1 v) 1 (1) x(1,v) xgl.v)’ Ny '!xil'V): xit,v),l’ %) NQE;I)

y Ly

(mit —1 <<u<1)

darstellbar ist, und daher fiir einein —1=2z=1 (2v»-} 2)-mal

differenzierbare Funktion f(z) in der Form ‘
e v v! (evi2)

R =— (2v2)! NQ, = — 2r 48 2 [2v+DII]P 7 ©)

(mit —1 < v<1).

Die Koeffizienten H( ") und H(v) lassen sich iibrigens ganz
allgemein berechnen. Wu' erhalten namhch aus den Sitzen 20
und 21

@v 1!t fir v=2p

/(Hm)Q(” (2) de = 2. p!
[“(zwrl)”

IQ’U'
l

fir v=2pu+1 (u=0,1,2,..),
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aus Satz 13
O\ w1y . @2
@ D=ED"6 (D = g5y
und somit
) _g» 2
B =i = 0 iy o)

4. Die Formel (34) ist flir v=0 die ibliche Trapezregel
(Sehnentrapezregel):

ff(w)dx=f(41)+f(1) — 3 ") (—1 <Cw<1),

und fiir » =1 die Simpsonsche Regel:

1 .
/f(x) dr =% f—1)+4FO + 50 — g M@ (—1<v<{D)
)

Von den néchsten Spezialfillen (v =2)

ff(x) dz = Lf(—1)+if(=Vo2)+ r(Vo2)+ira) —

- 232525' fw (v)
und (¥ =3)

6 [reae = or[ren + o]+

—1

[z [r(—Va) A oo |

ist der letztere in mancher Hinsicht bemerkenswert: die Formel
(85) driickt das Integral von’ f(x) durch fiinf Funktionswerte
aus, von denen nur zwei zu den irrationalen Argumentwerten
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gehtren, und hat dabei den Grad 7. Die Gawufische Formel
~ desselben Grades lautet:

1 SIS .

ff(a;)dx=($~—]/320 [F(=)/32vee) () or2 Vi)

.
—1

Fla TV gy

L FACTS )
8472875

enthilt also vier irrationale Argumentwerte, und die Gewichts-
koeffizienten bei den entsprechenden Funktionswerten sind
auch simtlich irrational.

Was nun das Restglied der Formel (34) und das der
Gaupschen Formel desselben Grades betrifft, so kénnen sie hin-
sichtlich der Grofle des Koeffizienten bei der 2¢-ten Ableitung
ganz allgemein verglichen werden. Dieser Koeffizient betrigt

im Restglied der Formel (34) (indem man v -} 1= setzt)
e+ 1 (e—1)!

2041 20-'f2e—D!!|?
und im Restglied der GauBschen Formel

o!

<

(20 +1)-2¢- [2e—1)!1]"
also sind die beiden von gleicher GriéBSenordnung; der zweite
ist allerdings etwas kleiner als der erste, ihr Quotient

01
0

strebt aber mit wachsendem ¢ gegen —-1.
Aus der Tatsache, daf diese Koeffizienten entgegengesetzte
Vorzeichen haben, folgt der EinschlieBungssatz:

wenn f(x) eine in —1<Zx <1 zeichenbestindige 2e-te
Ableitung besitzt, so liegt der durch (34) angegebene Nihe-
rungsausdruck (d. h. die rechtsstehende ,gewogene Summe*
der Funktionswerte, ohne Restglied) an der einen Seite und
der Gaufsche Niherungsausdruck an der anderen Seite des zu
berechnenden Integrals.
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5. Die Interpolationsformel (28) mit den Nullstellen von
Q(O’(x) als Koinzidenzstellen pflegt man die Gaufsche Inter-
polatlonsformel zu nennen. Fir den mittleren Wert RQ ihres
Restgliedes R, (x) in —1=xz=1 erhalten wir, wenn f(z) in
—1 <z <1 o-mal differenzierbar ist,

n 2 ” ) (V)
R, = L[ (@, aloe), ..., 200, u)]* NQY

_[r@wy

T Re—1!T e+ 1!
(mit —1<Zu<1 und —1<v<1).

Fiir die Schranken des Restgliedes R, (z) in —1=a=1
ergibt sich, mit Riicksicht auf die Sitze 13 und 15,

R, (z) < (2o- 1)!1
indem man die obere Schranke von |/(®) (z)| in —1=2=1 mit
M, bezeichnet.

Setzt man die Nullstellen von Q®(z) und die Zahlen —1
und 1 als Koinzidenzstellen in die Formel (28) ein, so gelangt
man zu einer Interpolationsformel, deren Restglied durch die
Beziehungen

(Ei’-{-?)g: 1} [f(_lv -'1752’);), xgz,y)’ ey x£)2,1))’ lv u)] ZNQ;?)

_ @3+ 4) If(”+2> (v)] 2

(mit —1 <<u<1 und —1<lev<1)
und

. . Mv 2 .
R, (@) < (j’,,—li);?’j-i) Qv_tfé)«!f!-(l——x?) (in —1<2<1)

charakterisiert ist.

Zum Vergleiche der Restglieder der beiden Interpolations-
formeln ist natiirlich » -+ 2 =y¢ zu nehmen.
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