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Im nachstehenden will ich zwei reihenartige Formeln der
mechanischen Quadratur behandeln, die durch gewisse Inter-
polationsanordnungen definiert werden und, unter geeigneten
Voraussetzungen iiber eine sonst beliebige Funktion, den Wert
ihres Integrals durch diejenigen Werte der Funktion selber aus-
driicken, die zu den im Integrationsintervall dquidistant liegenden
Argumentwerten gehdren. Obwohl diese Formeln nach ihrer
Definition nur endlich viele Glieder haben (von denen das letzte
als Restglied der Formel erscheint), werden sie im folgenden
kurz Quadraturrechen genannt, weil 1) das Integral durch sie in
Glieder gewissermassen verschiedener Ordnungen aufgeldst wird
(so dass immer der Hinzunahme eines weiteren Gliedes — bis
zum oben erwithnten Restglied ausschliesslich — ein Ubergang
von einem gewissen Interpolationsverfahren zu einem anderen
nichsthéherer Ordnung entspricht), und weil 2) zu jedem Ab-
schnitt (das heisst zu jeder Summe der Glieder vom Anfang bis
zu irgendeiner Ordnung) ein entsprechendes Restglied hinzutritt.

Die Konvergenz-Divergenz-Frage, die bei einer solchen Quadra-
turreihe wegen der Hochstanzahl ihrer Glieder nicht auftritt, ist ja
iberhaupt in der Praxis der Reihen fast belanglos und durch die
Frage nach den Werten der Restglieder zu ersetzen. Denn bei
rechnerischen Anwendungen der Reihenentwicklungen kénnen nur
Abschnitte (Teilsummen) benutzt werden; durch Addition wei-
terer Glieder wird dann die Genaunigkeit gesteigert oder gesenkt,
je nachdem die betreffenden Restglieder kleiner oder grisser sind
als die vorigen. Aber die Konvergenz oder Divergenz einer Reihe
braucht sich durchaus noch nicht in ihrem kurzen Abschnitte
abzuspiegeln: mancher Abschnitt einer divergenten Reihenent-
wicklung kann tatsiichlich in der Praxis sogar wertvoller sein
als der einer anderen verh#linismissig langsam konvergenten —
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wenn die Folge der Restglieder der ersteren Reihe dem Betrage
nach zuerst rasch abnimmt und irgendwo spiter anfiingt zu
steigen oder zu schwanken, die letztere Reihe dagegen anfangs be-
deutend grossere Restglieder hat, deren Folge zwar gegen Null
strebt, aber nur allmihlich.

Einleitung.

Um diejenigen einfachen Tatsachen aus der Interpolations-
rechnung, von denen im folgenden Gebrauch gemacht wird, in
zweckmissiger Form beisammen zu haben, will ich sie zuvor in
aller Kiirze durchmustern.

§ 1. Die Steigungen (Differenzenquotienten oder dividierten
Differenzen) einer Funktion f(r) definiert man?® sukzessiv durch
die Gleichungen 2

[ gy = 1021,
| 2o .
f(xo s - T_,__acv_l) —H®g, <o vy Xy )

(1) { flrgs ®ps oo Ty_gs ry) = —

Ly 17 Xy

l (v=2, 3, ...,

wobei iy, x4, ..., , lauter voneinander verschiedene Zahlen sind.
Durch vollstandlge Induktion beweist man leicht®, dass*

1 Norlund pag. 8; Norlund, (2], 1; Steffensen, 14; Thiele, 3; TWhill-
aker, 20. Alle Zitate beziehen sich auf das Literaturverzeichnis am Ende die-
ser Abhandlung.

2 Die kleinen griechischen Buchstaben von « bis » einschl. sollen im
folgenden stets nichtnegative ganze Zahlen bedeuten, wiihrend lediglich reelle
Zahlen mit lateinischen Buchstaben bezeichnet werden. Die Bezeichnung
f(xg @y, ..., xy) der Steigung von f(z) entspricht meiner Ansicht nach am
besten dem Zwecke, kurz und deutlich zu sein; dagegen lisst die Norlundsche
Bezeichnungsweise [, 2y, ..., o] schon die Steigungen zweier verschiedener
Funktionen nicht mehr unterscheidbar schreiben. Was die Schreibweise Kowa-
lewskis: [f(x), fley)s ... flzy)] betrifft, so ist sie wohl klar, binsichtlich der
Kiirze geniigt sie aber nicht.

8 Steffensen, 15 oder auch Norlund, 8.

x—1

"4 Eg ist hier I — 4 1 zu verstehen, ganz abgesehen davon, was
o=2x

nach dem Produktzeichen steht. Unter f(x, ..., #,) verstehe man fir ¢« = 0

einfach f(xp).
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) fleee)
(2) f(.’I)O, ey ”"'v) = 2 —1 - v ;
a=0 H (xa"—‘xﬂ) . II xa _ x},)
=0 y=ai1

andererseits erhdlt man durch sukzessives FEinsetzen?® der
Gleichungen (1)

f@,) v fla, ey g
B flg ) = e — NS )
n (z,—x, “=01I (z,—xg)
a—0 /9:“

Aus (2) ersieht man, dass die Steigung »ter Ordnung eine sym-

metrische Funktion ihrer simtlichen » 4 1 Argumente ist. Mit
%

den Bezeichnungen v— 1=/, »,=1t und II (t —xz,) = P,
€ —9

schreiben (2) und (8) sich gleichzeitig

' D=9, )
(4) f('ﬂm L1y »eey Ly, t) - hPl(t) -
wobei also
W (G I 210 -
(5) gt =3 P t—_l;(; = X flrg . m g P (b).

a=0 a=0

Die Funktion g¢,(¢) ist nach (5) ein Polynom hochstens vom Grade 4,
und es ist, wie man leicht einsieht,

(8) g;(x,) = f(z,) fiir @ =0, 1, .., A

Daher pflegt man das Polynom ¢,(¢) ein Interpolationspolynom
und die Zahlen x,, zy, ..., ; die Koinzidenzstellen zu nennen.

§ 2. Die Steigung mit wiederholtem Argument® wird durch

() flag, 215 ooy 3y 25, x3) = lim flg, , ...y 25 4 25 )
>y

definiert ; mithin gilt nach (1)
0
(8) Mgy o 2y, 25, 2;) = 3 zo, . p).
- 7 x)
5 Norlund, 10; Steffensen, 22.
6 Steffensen, 21 oder Whittaker, 27 & seq. Zum Vrgl. auch G. Kowa-
lewski, 17—19,
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Ferner folgt wegen (6) aus (4)
‘m f(ty — g, (¢) flx_;,)—!}’l(l})
t>a, P Pi_(x;)

be

O) fwoy oy zy_y, 75, 7;) =

also ist die Steigung mit wiederholtem Argument dann und nur
dann vorhanden, wenn die Funktion f(x) an betreffender Stelle
differenzierbar ist. Dann kann man schon weiter bezeichnen

. f(D—y )
10) (g o vy T3 1y Ty Xy, X5 lim /M Yl
( f(2o B Ty B, %) = (o, (=0 P, AU
worin
(11) g/+1(t)—g/(t)+f(x07 ey /_1* Z‘/, x}) -P (t)

bedeutet; nach (6) und (9) ist daher
.‘71+1(5Ca) = flz,) tir a=0,1,..., 2 und g’lﬂ(:c;_) = f'(x,),

also existiert der Limes (10) nur, wenn f(z) zweimal differen-
zierbar ist, und man hat~”

1(x;) — ¢ o (x;)

(12) Ro, oo Zy_yo 25y %y 7)) =~y P, (z)
So schrittweise fortfahrend findet man allgemein fiir
:)j)» = ;;U}-—{-l =...= ﬂj;t.-}»,u
(w)
: ) — g, ()
13 Lyy oney X — . ey
( ) f( 0 /+lc) ﬁL'P} 1(')0/
wobei
w—1
Irpu ) =908 S AC R Ty q) - (f—a) @ Pid),
=1

und folglich
.,‘/].—Htfl(ma) - f(xa) fir a = 0’1’ e A
und

7.8 ()= O,y fir =122, .., p—1.

7 Dabei stiitzt man sich auf ecinen bekannten Mittelwersatz der Diffe-
rentialrechnung. (Dieser Mittelwertsatz findet sich in allen Lehrbiichern der
Analysis, z B. bei K. Knopp, H. v.Mangoldt’s Einfiithrung in die hdhere Mathe-
matik, 11. Bd., 6. Aufl., Leipzig 1932: pag. 78, Erweiterter Mittelwertsatz.)
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Damit aber (13) iberhaupt einen Sinn habe, setzt man natiir-
lich die wmalige Differenzierbarkeit der Funktion f(x) voraus.

Ganz ebenso ldsst sich eine solche Steigung definieren, in der
mehr als ein Argument wiederholt auftritt. Dass die Steigungen
mit wiederholten Argumenten durch dies Verfahren eindeutig
bestimmt werden — also unabhingig davon, in welcher Reihen-
folge die Argumente dabel hinzukommen —, das erkennt man
sofort, indem man sich ihre Ausdriicke als lineare Aggregate
der einzelnen Werte der Funktion und ihrer Ableitungen vor-
stellt.

§ 8. Hs ist noch {iibriggeblieben, den Zusammenhang zu
betrachten, der zwischen der Steigung von f(z) und dessen Ab-
leitung derselben Ordnung besteht. Diese Beziehung driickt
sich durch den Cauchyschen Satz® aus, der in allge-
meiner Form folgendermassen lautet:

es sei a die kleinste und & die grosste unter den Zahlen
Xy, @1y .. x, (v>0), von denen beliebig viele einander gleich
sein kénnen; fix) sei im Intervall a=xz =0 vmal differenzierbar;
dann ist

] 1,
(14) fi@o, -y @) = 5 ),
wobei a <u < b (oder a=u=10, falls xy=2, =...=zx,).
Beweis des Satzes. — Der Fall wy=uo=... =z, ist

schon durch (18) erledigt, wenn man dort A=0, u=w» setzl.
In jedem sonstigen Falle kann man sich die Argumente z,
auf folgende Weise numeriert denken (oder umnumerieren):
Xy Ty, T, ..., z; Sind untereinander verschieden; jedes von den
iibrigen z,,,, #; ,, ..., #, (Wenn nicht schon 4 =) ist gleich ir-
gendeinem z, mit a =4, und zwar seien noch der Reihe nach
u, Zahlen darunter, die gleich «, sind, ©;, Zahlen gleich =, usw.,
schliesslich u; Zahlen gleich ;.

Alsdann betrachte man die Funktion

v a—1
Hx)=fz)— X'f(@g, -, 24) + 11 (z—uxg) im Intervall a=wx=b.
feo
a=0

8 Cauchy, 418, 419.
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Sie verschwindet an A1 Stellen z,, ..., z;. Also verschwindet
ihre Ableitung H'(z) wenigstens an 4 Zwischenstellen, ausserdem
aber auf Grund der Uberlegungen des vorigen Paragraphen noch
an jeder Stelle z,, deren u,=1 ist (d. h. die mindestens einmal
wiederholt unter den Argumenten von f(z, ..., z,) auftritt).
H”(x) verschwindet daher wenigstens einmal zwischen je zwei
aufeinanderfolgenden Nullstellen von H'(z) und noch an jedem
x, dessen u,=2 ist. So fortfahrend findet man, weil

A
= 3w, =,
a=0

dass H®)(z) im Intervall a<<x<5 mindestens eine Nullstelle
hat; diese sei ». Mithin gilt

FOu)y— f(x,, . .., z,) vl=0,
woraus die Behauptung (14) folgt.

Erstes Kapitel.

Eine Kette von Interpolationsanordnungen und die entsprechende
Quadraturreihe.

§4. Vorbereiteudes.

Es sei f(x) eine beliebige im Intervall 0=x=1 eindeutige
Funktion® Die Zahlen x, «..., z, seien in diesem Intervall
dquidistant gewihlt und nach der steigenden Grosse numeriert:

(15) z,=ah (a=0,1,...,9), h= -

[24

9 Die Annahme, dass das Intervall mit Null anfingt, bedeutet keine
Einschrinkung der Allgemeinheit, denn im folgenden handelt es sich um
Grissen, die nur von Differenzen des Arguments abhiangen und bei etwaiger
Parallelverschiebung der Achsen in «-Richtung unveridndert bleiben (Stei-
gungen, Integrale, Ableitungen).
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Zur Abktrzung fiihre ich folgende Bezeichnungen ein:

T o Vi A
[il®) = (2o Zopyy + v Tpya) = W ; BU(A—p)!
(16) (a+i=v),

A—1
Ql(ayx) H(x a_HQ): 11 [x; (a+13) h’]
(9:0

=0

V

und beweise in betreff dieser (Gréssen zun#chst ein paar vor-
bereitende Sitze.

Satz 1. Es sei 0=a=v»—4i—1; dann gilt die Identitat
(also fiir jedes x)
(17) f}(a) * Q/’L(a _i_ 1, x) + fl+1(a) ‘ Q}.+1(a7 x) —
- f},(a + 1) : Q}v(a + 1a ‘I}) + f}.+1(a) : Q),+1(a + 1, .Z‘)

Beweis. Gemiss der Voraussetzung sind alle Grossenin
(17) durch (16) definierbar, also eindeutig vorhanden. Nach der
Definition (1), von der ja ausgegangen wurde, ist

fl(a) fz(a -+ 1).

Daraus folgt durch einfache Umformung
fi@) = fla +1)— G+ Db - £, ().

Addiert man auf beiden Seiten (x—a#)f;  (a) und multipliziert
dann alle Glieder dieser Identitit mit @,(a4-1,x), so ergibt
sich (17).
Satz 2.
(7+L)h
(18) / (@i (v — 1, @)+ Qg (v + 1 — 1, )] dz = 0.

yh

Beweis. Indem man auf der linken Seite von (18) die
Integrationsvariable x = (y | ¢)h setzt und ferner { == § -}, sieht
man, dass der Integrand eine ungerade Funktion beziiglich der



10 ARNOLD TUDEBERG AXXV.:

Mitte des Integrationsintervalls ist und folglich das Integral
verschwindet :

()/_!1_1)>i h

/ ﬁj‘) ["f—(Y—M+5)7l]+3§ [t —(@+1—p+B8)h] } dr =

yh

2= p=

0

p=1

~ww+if T [ — (@ — P du = o.

§ 5. Erzeugende Funktionenfolge fiir die
Interpolationenkette und die Quadraturreihe.

Die l'olge der abteilungsweise-polynomialen Funktionen
Pol@), py (), ..., p,(r) sei definiert durch die Gleichungen

[ 0) @y, (0, .0) tir x<ph

Foula— ) = £, (@1 — u)

- e — 1 —p,
(19) Py (x)= 5 M(a+ w,x)

inah=r<@+1h
fira=u,u-+1,..,v—pu—1
fow P —20) @, (v —2p+ Lx)flirz=(v—wh

(0= ‘LLS%)

f2M+1 (0) Q2y+1 (0, 2) f'ﬁl‘ x < ph
&g“ (6—w )+ QZ&HH (@ +1—u,x)
2
inah=r<(@+1)h
fur a==u,u+1,. ., v—pu—1
f2#+1 ( 2/1 1) Q2y+1 (v— 2,&, J) ft‘uj x = (7/———[,6) k.

f2y+1 (@ — )

(20) Poess (r) =
(0=u<2)

Wie man sofort erkennt, ist jede Funktion p, («) stiick-
weise aus Polynomen zusammengesetzt, die alle hdchstens den
Grad » haben. Betrachtet man ferner die Summe dieser Funk-
tionen )

/.
5= p,(n),

#=0
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so zeigt sich, dass sie in jedem Teilintervall entweder ein ge-
wisses Interpolationspolynom vom Grade A oder das arithmetische
Mittel zweier solcher Polynome ist. Nach den Uberlegungen
des § 1 und dem obigen Satz 1 folgt niamlich fiir jeden gerad-
zahligen Wert von A:

s;(x) ist in 0=, < —;— h resp. ! — é— h = r=1[ dasjenige

Polynom, welches die Koinzidenzstellen o, %, ..., Ak resp.
(v—2A)h, w+1—2)h, ..., Lhat; in jedem zwischenliegenden
Teilintervall ah=x<(a-}1)A aber ist s, (x) das arithme-
tische Mittel der Interpolationspolynome mit den beziiglichen
j A

)k o (@ o)k und

Koinzidenzstellen(a—-_g—) h, (a+1— 5

(a —]—1—»r;i)h, (a—i—z——i—)h,..., (a—|—1—|——;1)h.

Z. B. ist sy(x) in jedem Teilintervall ah=u <(a-+1)h (Wobel
a=0,1,...,v—1) einfach das arithmetische Mittel der Funk-
tionswerte f(») an den Endpunkten,

d. h. So (;7],) =P, (”L) Ju— m@ig@jj), .

Fiir einen ungeradzahligen Wert von 4 findet man:

L A—1 A—1 .
s;(x) ist in 0=1r < —wz—h resp. l—wz—-h = =1 ein

Polynom, dessen Koinzidenzstellen 0, &, ... Ak resp.
l—4h, Il4+h —Aih, ..., I sind; in jedem ah=.<(a41)h
(Wobeia= /V—_)—l, /Lj——, v —1— L;—l ist s; () ebenfalls ein

entsprechendes Interpolationspolynom und seine Koinzidenz-

stellen lauten (@ —* Dk (@+1—" "D b @ 2R

Allgemein gesagt — bei der Gestaltung von s, (z) (also fiir das
Interpolationspolynom vom Grade /. oder fiir zwei solche, aus
denen dann durch Mittelbildung s, (x) entsteht) werden, womog-
lich, in bezug auf den Mittelpunkt des betreffenden Teilinter-
valls symmetrisch liegende Koinzidenzstellen (15) benutzt.
Diese Stellen treten aber aus dem Intervall 0=x=1 nicht heraus.
Also fir 2=2 bleiben am Anfang und Ende dieses Intervalls
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gewisse Teilintervallgruppen iibrig, in denen man als s, (x) einfach
solche Interpolationspolynome erhilt, deren Koinzidenzstelien vom
Anfang resp. Ende des Intervalls beginnend nach innen fort-
schreiten.

Bezeichnet man mit X, das Integral von p,(x)

!
(21) K, =fpx (x) dur,
0
so schreibt sich (mit einem gewissen i) das Integral
L F
(22) [f@ar = 3K, + B,
o #:=0

Das ist formal ein (1 4} 1)-gliedriger Reihenabschnitt mit einem
Restglied R;. Die Untersuchung diecser Reihe, d. h. aller Ab-
schnitte der Gestalt (22), ihrer Glieder und Restglieder, ist eben
die Aufgabe dieses Kapitels.

Die zwei ersten Glieder X, und K, lassen sich nach den
bisherigen Uberlegungen ohne weiteres hinschreiben :

(1) b -

@3) K,— 31 (“h)+’f2(“h+h) f cl;r=h[@—|2;]ll)+ z‘f(ah)].
a=0 ah =1

(24) K, = o.

Das letztere folgt namlich aus (20) und Satz 2.

§ 6. Allgemeine Glieder der Quadratur-
reihe.

Es ist zweckmissig, zuniichst folgende Abkiirzungen ein-
zufithren :

21
Ox ('/r') = H (t - a) : dt’ 62# (Au/) = Gg‘u' 62M+l (ILL) = 62#+1
° =0
ey
b X—1 “ 2¢--1
T = | H[»—(a+ - dr= II (x—a)-dax.
=0 a=0
—1 #—1
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Von den Gliedern K, mit ungeraden Indizes behauptet nun
der folgende

Satz 3:
(26) KZ U1 = 62M+1 h2M+2 [fg U+1 (O) - f2M+1 (’V— 2/"‘_ l)]

Beweis des Satzes. Man zerlegt das Integral (21) in
drei Teile

{—uh

(27) K, . —J]szrl())d:+fpw+l(x)dr—{— fp2ﬂ+l(])d7’

Mh l Mh
der zweite Teil
o s Y s @ =)+ Qi F L= 1.0
’ ) o« — a —
fpm_*_l(x) dr = E f2u+1(a _ [u)f 2041 22#+1 Ao
h o= ah

verschwindet nach dem Satze 2. Im ersten Integral rechts in (27)
setze man x = At und im dritten Integral x=1[1-—Af. Dann er-
gibt sich nach einfacher Umformung unter Benutzung der oben
erklirten Bezeichnungen die Behauptung (26).

Folgerungen aus dem Satz 3.

1. Wenn 7Ceu+)(z) eine Konstante ist — also f(z) ein
Polynom héchstens vom Grade 2u-+41 —, dann folgt aus (26)

unter Anwendung des Cauchyschen Satzes (14): K2u+1 = 0.

2. Wenn »=2u -} 1, dann ist fiir beliebiges f(») stets
= 0.

Satz 4. Fir u>0 ist
(28) K, = 0,2 Pl 0+ £, (v — 20)] +

i T B0 Loy () F oy 0200, 204 1)
uh

Beweis. Fiirdie Integrale f Py (%) dz uudf Doy (R)d er-
—uh

geben sich sofort, dhnlich wie beim Beweis des vorangehenden
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Satzes, die Ausdriicke Ty, W24 T4£,,(0) und Op Pt o (v — 2 ).
Der iibrigbleibende Bestandteil

I uh
fpw (v) de =
uh
(a+1)h
)+ fugte o)
= i 22” ’ Q@ (a—p+1,2)dz
o=l Zh

hat in allen Summanden den gemeinsamen Faktor

(et1) e u ’
4 + 2U—1
Qo (@ —u 41, 2) do = h26+1 j II' (t—g). at = v, h2e+
F—0
ah H—1 f

und ist daher

l-yh

Tu Vv—lu—1

(29) f Py y () do = —2— prett 3 [fzu (@) + fou (@ ~+ 1)}

ilh =0

Nach der Definition (1) gilt aber fiir x>0

f2u_1(7) )u 1(y—|_ 1)

ot ="
und damit
v—2 y—1
3 @+ e+ 1)]=
| 'V—Z;vl v—)‘u ) !
iﬂvh:\i P [_fzy-a (a)+f2y~1(a—|— + P [ zu 1(a +f2y 1(a—|—1)] i
1

= m [_ f:g‘u_l (0) _:_ fg‘u_l (l' - 21“’) - f:g‘uﬁl (1) + fgﬂ_l (,1, _QM + 1)]

Setzt man dies in (29) ein, so erhilt man eben den zweiten
Term rechts in (28).
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Satz 5. Fiir u> 0 ist

Ty B[, (0) - Fyy (0 — 2]

g T P O s (=204 1)

Beweis. Addiert man zur rechten Seite von (28)

f2y~1 (1) - f»z ,u71(0)
2uh

T U+ .
—2ﬁh2 1[_7“2!‘(0)_1_

fouaW—2u+1)—F,, (v— 2@)]
2uh

— fw (v—2u)+

— einen Ausdruck, der nach (1) verschwindet —, dann geht
(28) sofort in (30) iiber.

§ 7. Vorzeichen der Koeffizienten.

In (26) und (30) treten als Koeffizienten die Grissen

Tyt 1, O Ty, 20T Die folgenden einfachen Sitze dienen zur

Bestimmung der Vorzeichen dieser Grossen.

Satz 6.
0,, (1) <<0  und Oy (>0 in 0<z=p.
Beweis. In der Definitionsgleichung von o,(z) steht als
Integrand das Produkth_I1 (t—a)=w, (t); dies ist ein Polynom
vom Grade » mit lautgfoeinfachen Nullstellen 0, 1,..., #—1,

wechselt also sein Zeichen an jeder dieser Stellen. Es besteht
daher die leicht zu bestitigende Relation

B1) (~1D*Cyp (>0 ina—1<t<a fira=o0, 1, ..
Ausserdem lidsst sich zeigen, dass
(32) [, (O] <, (t—1) |

mit jedem nicht-ganzzahligen ¢ aus 0 <t < ;
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Denn es ist

Y, () = txﬁl (t—a) und y,(t—1)= (t—x)xﬁl(t—a),

oa—=1 a=1

also, da fiir jedes nicht-ganzzahlige ¢ beide von Null verschieden
sind und |¢—x|=2x—1t>1t, folgt tatsichlich (32).

Dass die Funktion o,(x) in 0 <x= '; ein bestindiges, nam-

lich das oben erwihnte Vorzeichen hat, erkennt man nun fol-
gendermassen. Zerlegt man dies Integral in zwei Teile

2?’ r
(33) o, (;c)=/0 y, @) dt-+ /oy, (8)dt,
2y
wobei y so beschaffen ist, dass 0 =»—2y <2, so sieht man aus
2 v 20 }; 2a
S, Wdt= 2 Y, Odt=2X / |w, &)+, ¢—1)]dt
0 —1 2¢—2 a=12¢71

nach (32) und (31), dass der erstere Term rechts in (33) das
Vorzeichen von (— 1)#—t hat (wenn nur y#0). Der letztere Term
in (83) verschwindet, falls z =2y; sonst aber hat er ebenfalls
das Zeichen von (—1)*-': denn fiir x=2y-41 beachte man
bloss auf Grund der Relation (31) das Vorzeichen seines Inte-
granden, fiir »x>2y 41 aber denke man sich diesen Term so
zerlegt:

e @ 2y+41
S, Qdi= [ [y, &)+, E—D]d+ [/ v, ()dt
2y 2y+1 x—1 :

und dann darauf die Relationen (32) und (81) angewendet.

Satz 7.
(— 1% 7~ 0.

#-1
Beweis. Der Integrand II [»*— (a4 4)?] bewahrt sein
=0
Zeichen in — 4 < < 4 und fiir =0 ist er
2

(—1)x[’3;12<a+%)]
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§8 Weitere Umformung der allgemeinen
Glieder.

Fiir das folgende setze ich voraus, dass f(x) im Intervall
0=axr=1 stetig ist. Zur Abkiirzung bezeichne ich mit £, [»] die-
jenige Steigung von f(r), deren Argumente x, x b, ..., A4 4k sind,

(34) Hlel=f(r,z+h ... 04 Ah)y=

2 ;
1 w(—=D**f(x+ah) —
= 2 (“TN(/'-—;_! = (0=x=1— k).
Unter der gemachten Voraussetzung und Verwendung der eben
eingefithrien Bezeichnung kénnnen die Ausdriicke der Glieder
K, auf eine noch einfachere Gestalt gebracht werden. Dabei
wird von dem elementaren Satz, dass eine beliebige stetige
Funktion F(x) jeden Wert zwischen F'(a) und F(b) mindestens
einmal im Intervall ¢ < <% annimmt, in leicht modifizierter

Form Gebrauch gemacht. Diese Modifikation lautet :
es sei F(r) stetig in a=r=j, und moégen die Zahlen
,6b..., ¢ irgendwo in diesem Intervall liegen; 4,B,...,J

scien beliebige nichtnegative Zahlen; dann gibt es ein =
derart, dass

(35) AF(a)+ BF®) ...+ JF(j) = (A + B+ ...+ J) F(u)

und ¢ =wu =.

Von der Richtigkeit dieser Variante iiberzeugt man sich auf
Grund des urspriinglichen Satzes folgendermassen. Wenn alle
Koeffizienten 4, B,...,J verschwinden, ist die Gleichung (85)
identisch erfiillt — beide Seiten sind Null fiir beliebiges u;
abgesehen von diesem trivialen Fall ist es klar, das der Quotient

AF(a)+ BFb) +-... +IF(j)

AL B4 T
nicht grosser als die grisste von den Zahlen F(a), F\d),..., F(j)
sein kann, also hat er einen Wert, den Fix) mindestens einmal

im Intervall a=ux=j annimmt.

nicht kleiner als die kleinste und

Satz 8.

86) K, =—@—2u—1)Qu+2)0,, K, [u],
wobel 0=wu=(v— 2u —2)h.
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Beweis. Man gehe von der Darstellung (26) aus und setze
v—2u—1
fgﬂ.*_l (O) - f?,u+l (Il' - 2” - 1) = 2 [fz‘u_gl (a - 1) - f;zl,[+1 ((L)].

a—=1

Nach (1) hat man bekanntlich

f2[1+1 (@ — 1)_f2u+1 (a) = —(2ﬂ+2)kf2#+2(0l—1)
und daher
Y242
(87) [ O =l (v =200 —D=—Qu+20h Y ., (@

a=0

Betrachtet man ferner die Funktion f,, ,[+] im Intervall
0=,= (v —2u —2)h hinsichtlich ihrer Stetlgkelt und beachtet

ihre Werte an den Stellen 0, 4,..., (¥ —2p—2)%, so erhialt man
folgendes: f,, . [] ist eine Linearkombination stetiger Funktionen

f), fe+h), ... f(x4-2unh-420), also stetig:

Voou—2
2 (@)

a=0

ist eine Summe der Werle von £, (] an v —2u—1 Stellen im
Stetigkeitsintervall. Auf diese Summe kann man hiernach den
durch (35) ausgedriickten Satz anwenden und erhilt aus (26)

und (37) die Behauptung.
Satz 9.
(88) Ky =20, %4, (0] + 0 2p) 7, Ay,

wobei 0=v=(@w—2wh und 0=w=@w—2u)h.
Beweis. Unter Anwendung von (385) schreibt sich in (28)
o0+ 1 0 —24) = 2, [0}, 0=v=@w—2wh
und der zweite Term nach (29)
Tuptt w—2u) - 2. Fou [10)s 0=w=@w-—2u)h;
2

dadurch geht aber (28) in (38) iiber.
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Aus den obigen Sitzen kann man auf Grund des Cauchy-
schen Satzes noch folgendes schliessen.

1. Wenn f(x) in 0=x=1 2umal differenzierbar ist, dann
gibt es in diesem Intervall zwei Zahlen s und ¢ derart, dass

ha
6 K=, ), [20,, f0) () + (v — 2) 7, 4 (B)].
Mit Riicksicht auf die Satze 6 und 7 gilt insbesondere fiir
u=21-41

v — — 2
(40) K= P+ i

(41 L ))T’ RAAs (1242 (),

wobei 0 <u </,
2. Unter Voraussetzung, dass 744 (x) iiberall in 0=.,=1
existiert, erhilt man ebenso

(11) K y—21— 1

Wbl T T (2 1) Tout M) Fae)(p) mit 0 <wv <,

§ 9. Restglieder.

Zur Behandlung der Restglieder benétige ich einige neue
Abkiirzungen, die durch folgende Gleichungen erklirt werden.

[ 9 a{t)——f(a"a,xaH,...,,,a+,,t)=f(ah,gh—}—h,..., ah 4 Ah,t)
(42) {f](att)-—-f(la,.’ SRTICERS I‘H')*’t’t):;l} f;(alt)
l[f/ [tu] = Fg, t 4 h,t 42k, ..., t -+ Ah, u)

u
(43) 92y+1 = f 02[l+1 %) d7
0

Es ist auch noch zweckmissig, die vorherige Definitions-
gleichung (1) jetzt in eine andere Form umzuschreiben:

(44) flag, ay, -« a5, ) =
= f(ay ay, ..., a;, abrl) -4 (t—al+l) flay, ay, ..., a;, L7 1),

worin zur Vermeidung der Verwechslung mit den Zahlen (15)
die Argumente mit a,, ..., a, ¢ bezeichnet sind.

ES
. 4
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Mit Hinzuziehung der Uberlegungen am Anfang dieses
Kapitels, nach der Gleichung (4) der Einleitung und auf Grund
der Definition (22) von R, kann man zuniichst folgendes fest-
stellen:

uh

(45) R,, = f e (012) @y (0, @) do -+

v—u—1 (ll»{Al)h
+ 2 f fw-{-l (a—up|x) Q2M+2(G—-M, x)dx 4
a=tt oh
!
-+ f ﬁm(‘V—QM | x) Q2M+1(7’ —2u,x)dx fir 0=pu= :' ,

{—uh

yh
(46} 'Rz‘u-H = ff2y+1 0 |z) Qz,u+2 (0, z) dz
0
vou1 (@41 h
+ 2 Fosir (@— 18] %) Qyppy (0 — g1, @) dix -
o= ah

[

+ff2#+l(v—2u-1{x)Q2#+2(W—2M——1,x)dx
{_uh

a fiiI’Oéu<;j.

Denn die Uberginge zwischen den einzelnen Stufen der zugrunde
gelegten Interpolationsanordnungen (jeder solche Ubergang
kommt dadurch zustande, dass eine neue abteilungsweise-poly-
nomiale Funktion zur Summe aller vorangehenden addiert wird)
sind ja sukzessiv mit Hilfe der Gleichung (44) auszufiihren,
wodurch man allgemein erhilt

f(x) = s; (%) + 7y ()

‘fzu(olm)sz+l(0, x) fiir z<uh
7'2!1(3&) =) Pauys (%) + Topta () Inuh=a <l—uh
Foa@—2012) Qs v—2p, x) fllr 2 =1 — ub,

mit
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[fi’!l-l-l (0].r) Q2M+2 (0, x) fir << uh

f2M+l (o —u|z) Q2M+2(a——‘u,x) inah=r<(«+1)k
Tyt (%) = mit a=g, p+1,...,v—pu—1

lf2H+1(v—2M—1ix) Q2ﬂ+2(v—2;L—~l,x) fire=1—uh.
Greift man noch auf die Definition von R, zurlick, so gelangt
man zu (45) und (46).
§10. Umformungssiatze fiir Restglieder.

Satz 10.
f(z) sei stetig in 0 =x =1/, und es sei 2u < v; dann gibt es
zwei Zahlen v und w derart, dass
Y—u—1 (at1)h
wy 3 f Fonin 6= 6].7) @y (0 — 1, ) di —

a=t ah . 2043
=@ —20)7,,  h Fouin [v|v—-w],
wobei 0=v=(@ —-2p—1)h und ph <w <(u + 1)+

Beweis. Da @, (a, z) ersichtlich die Eigenschaft hat:
Q; (o, x) = Q; (a+ 8, z+ ),
so nimmt die linke Seite von (47) folgende Form an:
(u41)h v—2u—1

(48) [ [ P fﬁM—H (a]r+a h)] . QZMJr2 (0, z) dzx.
.Mh o=0
Wegen der Stetigkeit von f(2) in uh=x=(v — u) h ist die Summe
y—2u—1
2 fuplelztah)
oa=0

eine stetige Funktion von x mindestens im offenen Integrations-
intervall uh < = < (u+ 1)k ; daselbst hat Qo5 (0, %) €in bestin-
diges Vorzeichen. Man kann auf das Integral (48) den ersten
Mittelwertsatz der Integralrechnung anwenden und bringt es
dadurch in folgende Gestalt:

y—2u—1 (Db
(49) [ > N CIECE ah)] . f Qo (0, @) d
a=0 wh

mit wh < w < (u-1)h.
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Der letzte Faktor in (49) — das Inlegral — lasst sich durch einfache
Rechnung auf v, . h**"” reduzieren. Dererste Faktorist eineSumme
gewisser Werte der Funktion 7, [t|t 4 w]; diese Funktion ist

stetig in 0=t=(v—2p0— 1) 4, denn—}z- ist ja eine nicht-ganz-

zahlige Konstante. Nach (35) gilt also

Y—2i—1
S @lwta)=@—2u)f,,, [v]v+w]

aA=0

wobel 0 =v=(» —2u — 1)h. Damit ist der Satz bewiesen.

Satz 11.

Wenn f” (x) in 0=z = uh iiberall existiert, dann gibt es ein «
derart, dass

wh
(50) f fzy (0 iw) Q2y+1 (0, “L) dr =
0
= 0y B (O h) — 0y RMF, (0] 0, 0)

und dabei 0 <wu< puh; wenn resp. f“(x) in l—uh=xr=10 exi-
stiert, dann

(51) ] fw(”—lfullﬁ Q‘W—I«x v —2u, x)de ==
—uh
=0, w+2]‘w (v—2u|l— ph) — Q?M-H j, 248 fm 25, %)

mit [ — ph <s <l

Beweis. Durch Produktintegration ergibt sich zunichst
uh

(52) [ Fu©19) Qo 0,000 =

wh

— £ (0] k) j Qupess (O, ”")dx—ff,,M(OIx m)[fQer (o, t)dt]
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Hierin ist nach Satz 6
X
X
[QW ©,dt = n""" "w+1(h) >0 fir 0<gz=uh
l(J

und gemdss der gemachten Voraussetzung f,, (0w, ) stetig.

Deshalb kann man auf das zweite Integral rechts in (52) den
bekannten Mittelwertsatz anwenden und bekommt dadurch

uh uh x
fw(Owh)fQer (0, x) dux —f fou (O] 2, w)[f Qs (0, ) dt]d.r:

R fou (O | h) hw+3fw (0] #, ) mit 0 < w < ph.

= O T Qg

So ist die erste Behauptung bewiesen. Um (51) zu verifizieren,
vertausche man die Integrationsgrenzen und fithre dann die

Produktintegration aus:
{—ph

f/wm— f FQd —
I yih

I—uh

—fop (v — 200 |1 — 1) f Quuess (¥ — 241, @) dos |-
{

l—uh x

-+ f f‘m (v — 2utx, 3@')[[(,22H+l (v — 2u, t)dt]dy;,
1

l

Nun ist fQW/H-I (’V — 2[”4/) t) At = h?ll+2 62M+1 (l\—hﬁ) >0

fir | —uh =2 <1, also
l—uh

_Afw(v——‘z;t,]l—‘u,h) ’ QW+](1/—2M,w)dJ;=
1

- 02y+1 uh fg# (v —2u |l — uh),
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und wegen der Existenz von f”(x) noch
I_uh

j fw v —2un | =, a‘)[[Qer(l 2u,t) dt]

l—ph x

=l —2p0]s,5) f [ f@zw (v —2p, t)dt]dx
“

1
mit { — puh <s <[ Da aber hierin

l-yk i
L] l —

/ [j Qs v —2u, 1) dt] de == B**T? j Oy (~k—§) dr =

L !

u
= — h“‘“/ e A =—0,, R
0

80 ist (51) bewiesen.

Satz 12.

f(x) sei differenzierbar im ganzen Intervall 0 =z =/ und
zweimal differenzierbar in wh =z =1-—uh (dabei 24 < v) es ist
dann ein solches z vorhanden, dass
(53) fgﬂ (0 ||u’h‘) —fzy (')}— 2“’ l l—-lll/h) == (’)}—-—- 2:“’) h f’QM [Z l Z—{-“’h.l

mit 0<z<l—2uh.

Beweis. Der Ausdruck

Fua© ) #0) — f, (v — 210 L — uh)

—Ww—2u)h o
ist eine Steigung erster Ordnung der Funktion f,, [z |x -+ uhj,
die letztere aber besitzt eine Ableitung iiberall in 0 <z <(v—2u)h.

Man kann also auf diese Steigung den Cauchyschen Satz
anwenden und erhilt dadurch (53).

Anmerkungen.

1. Die Grisse [y, [Jlt—}—/dl] wurde beim obigen Beweis
als die erste Ableitung von f, [« |z +uh] aufgefasst. Sie kann aber
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in (53) ebensogut einen solchen Ausdruck bedeuten, der sich
aus f(z) nach demselben Gesetz gestaltet wie fw[x|x+,uh]
aus f(z). Dass wirklich beides gleichzeitig zutrifft, ist aus fol-
gendem leicht einzusehen: o |® |+ ph] ist ein gewisses line-
ares Aggregat der Werte f(x),f(x+h),..., f(x 4 2 uh), ' (x-4uh)
mit bestimmten konstanten Koeffizienten!?, — seine Ableitung
nach » ist ja eben dieselbe Linearkombination der Ableitungen

@), Fah), ..., @2 uh), (@4 uh).

2. Unter Anwendung der Gleichung (35) nimmt die Differenz
fou (O wh) — [y (v — 20| L — uh)
noch eine andere Gestalt an, wenn man sie zuvor als Summe
y—sp—

3 Ufo (@ @b k) — (@ L] kA = )]

a=0
darstellt. Es wird ndmlich

(54) Foue Ok — [, (v — 2 | 1 — puh) =
= (’1/—2‘1/,) {f;)‘u[s|s_}_iuh]_ﬁg‘u [S—}—hlS—&—h—l—‘U/h}

mit 0 <s <(v —2p —1)h.

§ 11. Herleitung der brauchbareren Rest-
gliederausdriicke.

Es handelt sich also im folgenden um die Anwendung der
vorangehenden Sitze auf die rechten Seiten der Gleichungen (45)
und (46).

Satz 13.

f(x) sei zweimal differenzierbar in 0 <z <1; dann gibt es fiinf
Zahlen a, b, ¢, d, e derart, dass

10 Es ist nimlich

(— DEf7 (o ) _*_‘u)_—, (—1)° fle+2uh— ah) — fx4ah)
(1) B2 - a!' Qu—a)! (u— a) Al
a=0

wie aus (9), (5) und (15) durch einfache Rechnung hervorgeht.

1

frya @+ uh] =



26 ARNOLD TUDEBERG AXXV.7

(55) Ry == — 0, By, 0] a,0)+ fyy, 020010, D)) —
— (v — 2u) BT {62#+l Faleietuhl —v,,, ., ldld+ el
mit 0 <<a<<uh, | —uh <b<l,

0<e<Il—2uh, 0=d=1l—2u-+1)h, puh<c<(u-+1)h,
wobei die drei letzteren Ungleichungen wegfallen, falls »= 2 u.

Beweis. Gleichung (45) und Sitze 10, 11, 12.

Satz 14.
f(x) sei stetig in 0=zx=1; dann ist

(56) Ry=R, =vt, hP*flaja+ 0] mit 0<a<! und 0<b<h,

Beweis. IFolgerung 2 des Satzes 3, Gleichung (46) im
Sonderfall 4 =0 und Satz 10. Oder: dieselbe Folgerung 2 und
Gleichung (55) fiir w=0.

Satz 15.

R R wenn 2u—-1=w.

st — oy

Beweis. Folgerung 1 des Satzes 3.

Wenn man den Ausdruck (46) von By auf dhnliche
Weise umformt, wie es mit (45) vermoge des Satzes 11 gemacht
wurde, dann kommt man zu einem hinsichtlich seiner Anwen-
dungsfihigkeit nicht ganz befriedigenden Resultat. Indem man

némlich von der in der Mitte des Ausdruckes (46) stehenden
uh

Summe den ersten Summand zum Term s und den letzten
0

1
Summand zum letzten Term s {ibertrigt, erhalt man
{—ph

(ut1)h

0
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Y ft—g (“-H.) h
+ E J f;#+1 (a — M l (E) Qg‘u_*_g (0' — Y, .’L‘) dx +
e=ft

l
+ j fw+1(’1!-2.1,4,—1Ix)Qw%(w)‘Z‘u;l,x)dx,
(1) h

worin nun wohl das erste Integral durch Ausfiihrung der Pro-
duktintegration und Anwendung des Mittelwertsatzes in

1
24443 qutl
Oppns B Foprs (Ot By — BT L (0], ) f 0y, (2
0

(mit 0 <<u< uh-+h), — und das letzte Integral in
O B Fouga ¥ — 20— |l — wh—h) 4+
4

- R fw-l—l (v—2u—1|v,v) f Oyyq (2) dx

Q
(wobel I—uh— h<v<])

verwandelt wird. Weiter hitte man aber mit der Differenz
for =20 —1]v,0)—F,, . (0], u)

zu tun, wovon man — unter Voraussetzung (2u - 4)-maliger
Ditferenzierbarkeit von f(z) — nach dem Cauchyschen Satze

bloss sagen konnte, dass sie gleich - L f(“‘““) (w)  ist,

20 --3)!
wobel 0<<w<! und (—@u-+t2h<k<li Fir 2‘u+2>;

konnte man mit diesen Mitteln nicht einmal das Vorzeichen des
Faktors % bestimmen.

Diese Schwierigkeit wird vermieden, wenn man bei der
Umformung von B, einen anderen Weg geht. Das geschieht
durch den néchsten Satz. Vergleicht man den dabei heraus-
kommenden Ausdruck mit den obigen Ans#tzen, so sieht man,
dass dort Steigungen von denselben Ordnungen auftreten und
bis auf die htchste mit eben denselben Koeffizienten.
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Satz 16.

f(x) sei zweimal differenzierbar in 0 = x=1! und es sei
2u -+ 1<"»; dann ist

(58) Ry, =K {20,,, fi,ld+0—2p0—2)7, f,  [Bl0+E]) —

— B o (o Ol e, )+ fry, v —20-—2|d, @)+

T (=20 —2)0,,,, fouy,lele + uh + A},

wobei von den Grissen a, b, &, ¢, d, ¢ die Ungleichungen gelten:
0=a={—QRut+2)h h=0=1—0Qu+2h ph<lk<(uw-+1)h
0le<l(u+1h I—(@+Dhdl, 0<e<I~Qu-t2)h

(wenn etwa »=2u -+ 2, dann fallen von diesen Ungleichungen
natiirlich die zweite, dritte und sechste weg).

Beweis. Man gehe von der Gleichung (57) aus und
setze nach (44)

und
fyﬂ-}-l (W~—2/L——— 1|x) =

= fps 0 — 20— D) [p— (0 — 2 — 2)h] fy, 20— 2] 2).
Es schreibt sich dann

B = 0 o BT [Fyy 5 (0) - Fou 0 — 20— 2)] 4
(pr1)h
+ f f2y+z (0 |6€) Q2M+3(0,.73) dx -+

0
v—u—2 (at1)h
+ 2 fgﬂ+1 ((1 —u i x) Qgﬂ_*_Q (a — oy '7;) dx _.1'
a=u+1 ah
l
-+ f2#+2('u—2u—2]x)Qw%(a}—iZ,u—Q,x)da:.
l(ut1)h
Aut die Summe f,,.,(0) =+ fouss W —20— 2) kann man nun
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v—u—2 (at1)h
die Gleichung (35), auf die Summe 2 J den Satz 10 und
a=pt+1 ah
{(pr1)h l ]
auf die Integrale s und S die Sitze 11, 12 anwenden;
0 I—(ut)h
dadurch ergibt sich (58).

Folgerungen.

Unter Anwendung des Cauchyschen Satzes auf die Ausdriicke
(56), (55) und (58) konnen die Restglieder in eine noch kiir-
zere und fiir manche Zwecke bequemere Form gebracht werden.
Dabei setzt man voraus, dass f(z) im ganzen Integrationsinter-
vall sovielmal differenzierbar ist, wieviel die Ordnung seiner im
Cauchyschen Satz (fiir den betreffenden Fall) vorkommenden
Ableitung betrigt. Es bestehen also!* — jede unter ihrer
Voraussetzung — die folgenden Relationen:

(39) B=757 1 [(a),

_ s [ 2@ - %ot ] (2u42) (B
@0 Tyt [ G e 2 g 0

- (/" )(z[u/‘u—?—‘Q) ! f(2M+)) (C)}

20
(61) R2u+x pou +3[ ﬁ_l;jrz)' f(g,u+z) (d)+

u<4(v—1)

+—2u—2) 5 ’jﬁ‘z), f<w+2><e)]—

20,
U5 348 U3 (2set4)
h [ ‘ZM —}—4)' v 4 —2) (2‘“—{“3)’] ! )

wobei a, 8, ¢, d, ¢, ¢ zwischen 0 und ! liegen.
Im Spezialfall p =2 4 gilt ausser (60) noch:
féd4s
Ra:-erTﬂ{?94“14—@—4,1)[(4,14-2)64“1—rwrl ] } FLak42) ()
mit 0 <7 k<L
il Dabei stiitzt man sich noch auf einen bekannten Satz von G. Dar-
boux. (Den Satz findet man z B. bei K. Knopp, op. cit.?, pag. 81.)
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§12. Koeffizientensitze.

Damit die Definitionsgleichungen, an welche die Sitze dieses
Paragraphen ankniipfen, einmal alle beisammen seien, wiederhole
ich zundchst die Hrklirungen der Koeffizienten o

w0 Ui Q;’.M—l-l:
x
x—1
0, (x) = II t— a) - dt, O (M) = 0pyy Oy, (1) = gty s
o—=0
0
‘L
2 X—1 2x—1
T, = [ —(a+ $)?) - dze = I (z—a)-de,
==0 =0

1 X —
¥ 2—1

I
Qg1 = f O (x) du,
0
und fiige noch folgende Gleichungen hinzu, die die Griossen
o und w} definieren:

1

X1
of =o0,(1)= Il (r—a)-dz,
0 [44==1{}
1
X
W) = z J1 (22— a?)-d.

0 a—1

Wie man {ibrigens leicht sieht, driicken sich 7, und o}
auch folgendermassen aus:

T, == 0, (#) — 0,, (x — 1), Wy =0y, (% +1)— Oprer ()
Ausserdem sei noch nebenbei bemerkt, dass fiir ¢f und o}
aus ihren Definitionen die rekurrenten Abschitzungen folgen:

(1) 0y | <0Gy, | < % |of],
(2b2n)-| o} | < ok, | < @+ 2x 1) 0.

Satz 17.

MOy + Qopg = Ty — Oy -
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Beweis. Indem man an dem mit o,,(x) bezeichneten
Integral die Produktintegration ausiibt, ergibt sich

x
Oou (@) =(x—2u+ 1 Ou— (z) — f09‘11_1 (t) dt,
o
also speziell fliir x=p—1:

Oou (W—1)=—p 6211—1 Q-

Andererseits ist aber, wie oben gesagt,

Ty = Oy — Oy (e — 1).

Eliminiert man aus den beiden letzten Gleichungen die Grésse
Oy (10— 1), SO bekommt man die behauptete Relation.

Satz 18.

Beweis. Durch die Umformung

L.oox
S - w2 2y, ey e
(Ux—-——L/J,'H(.L a?) - da ==
=1
[\

=f<w+;~> T @t 14 )t i—a) - do =

1
2 Xy

= | @+ i+n I [x®— (@t )] de=

=0

e

v #-- 1

11 (2 — (a4 17 - do

\\\_.

3
/xII — (@7 - dx - (b4-x)

«=—0

.

Zerlegt sich @) in zwei Integrale, von denen das erste einen
ungeraden (beziiglich der Mitte des Integrationsintervalls) Inte-
granden hat und daher verschwindet; der iibrigbleibende Term
ist aber (x4 1) 7,.
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Satz 19.
(63) Ru-+1) L —+ GSMJH — o, = 0.

Beweis. Stellt man das mit 7,, bezeichnete Integral als
folgende Summe dar:

H— /3+‘ 21

P / I (x— a)-dz,
e a=0

ﬂ:O ‘3

wobei in simtlichen Summanden die Linge des Integrationsinter-
valls eins ist, so kann man durch geeignete Parallelverschie-
bungen alle diese Intervalle zur Deckung bringen und erhilt damit

1‘. H—1 2U--1
Oy = 1[21 I (x +ﬁv-~a)]dx.

/);:0 a=.0

Hiernach schreibt sich auch
Ru-41) Gz.u"l_ s — cu,j =

H=1 qu
—f 2,u—{—1 2 I (m—l—ﬁ—a}«]—ﬂ(w——y—*z H(xfég)]dw

ﬂoao y=0 d=1

und der Satz behauptet also, dass dies Integral verschwindet.
Der Integrand

u-1

2uU—1 Y u R
Cu+1 2 i @tp—at I #—y—z I #*—)=P@
f=0 =0 y=0 d=1

ist ein Polynom, zundchst gesagt, hochstens vom Grade 2u-1.
Doch sieht man sofort, dass die héchste Potenz mit dem Koeffi-
zienten Null ausfillt, mithin ist der Grad tatséichlich nicht héher
als 2 u.

Die Zahlen o0, 1, 2,..., & sind Nullstellen des Polynoms.
Ferner berechne man noch die Werte dieses Polynoms an

den Stellen —1, —2,..., —u. Ein solcher (allgemein geschrie-
ben: an eincr Stelle —#, wobei 1 =n=y) wire
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M1 pp—1 21
Pl=m=QRe-+-10 Y [ @—a—m+ II(—n—y,
(9:0 a—0 y=u
denn
u
z I (x?—0%)=0 firz=—1,—2,...,—u
d=1
Da ferner
U= ou 1 N1 a1 R 77
Y O —a—n=3 I 4a—B+ 3 Il fa—p—
/_{:0 o= {9:” a=0 1?:7/ o=0
=1 o1 U1 oy g
= X a— (1B = X I (a1 )=
2 o0, 7 @=0
=0 P=0
Ty et
= ) 5
1{'?:0
24 e (u+n)!
md I (—n—p)=— U n4+9)=— g
Yy -0 y=0 (7] —1)!

so ergibt sich

= 2u4 a)! (>u+n
N

al (n — 1)!
=0
Ich behaupte, dass
T (2 u -+ a)l (2 -+ !
(64) ’u+ ny —(ﬂ—,) _ e
! (n— 1!

o=y
fir alle 1.
Fiir n =1 ist das ohne weiteres klar. Angenommen, diese
Gleichung sei richtig fiir n=1=%, dann wird fiir == -4 1 ihre
linke Seite

2 | ) Py )
LTS < LI I
— (t,— 1)!
2 %) ! (2pu 4= !
= ,&ﬂj; /) (% + 9 u + 1) — “ ‘f—,/"ii,l) ,
“®. “a.



34 ARNOLD TUDEBERG AXXV.z

d. h. gleich der rechten Seite mit 5= »- 1. Folglich gilt die
Gleichung (64) fiir alle #.

Wegen (64) erhédlt man also:

P—yp)y=0firn=1,2,..., u

Hierdurch ist man aber zu folgendem gelangt: P(x) ist
ein Polynom hochstens vom Grade 2u und hat sicherlich die
2u~-1 Nullstellen 0, £ 1, & 2, ..., &= u. Daher ist P(z)=-0,
sein Integral Null und der Satz bewiesen.

Satz 20.
(65) 24 6y, , + G)M — 7, = 0.

Beweis. Man verfihrt ebenso wie beim Beweise des
vorhergehenden Satzes, bringt die linke Seite von (65) auf die
Gestalt

1

U--2 9y o 2U—1 H“—1
f[-zu’ (@t a—p) + I (o) — (o — ) I <—>>]dx

P B=0 y=0 d=1

und hat dort als Integranden ein Polynom hochstens vom Grade
2u—1 (weil der Koeffizient von z* verschwindet); zu seinen
leicht ersichtlichen Nullstellen 0, 1, ..., 4 treten wegen Beste-
hens der Relation

T eu—1-4+a! @Qu—1--n)!
# al o (n— 1!

a=0
noch —1, —2, ..., — (#-— 1) hinzu, so dass die Gesamtanzahl der
gefundenen Nullstellen damit 2 x4 wird. Ein Polynom vom Grade
hochstens 2 4 — 1 mit mindestens 2 Nullstellen verschwindet
identisch.

Satz 21.
1

P

1 *
Qo1 = D) Gzy 2p—+1 02[,L+1 .

Beweis. Nach Satz 17 ist

(66) Oou oy =Ty Oy — Oy
aus (65) erhdlt man

— ®_ 1
—Mozﬂ_l_%aw ;tﬂ
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I &

und aus (63)
1 ) w?

*
Oy = ;y—i-l— —
- 241 20+ 1
worin nach Satz 18 noch

COM — T .
2u-1 T
Durch Einsetzen dieser Ausdriicke in die Gleichung (66) ergibt
sich die Behauptung.

§13. Tabellen der Koeffizienten.

Die Zusammenhinge, die in den Sitzen 17 bis 21 ausge-
driickt sind, sind schon an sich einigermassen interessant und
zum Teil erst fiir das nidchste Kapitel wichtig. Zunsichst aber kann
mittels dieser Relationen die Berechnung der Koeffizienten erheb-
lich erleichtert werden. Man braucht ndmlich nur die Hilfs-
grossen oy und o} als Integrale "auszurechnen und nach x zu
tabulieren; 7, o, und 0y i lassen sich dann schon aus diesen
Tabellen mit geringer Mithe auswerten 2.

Die Tabellen von o und o fangen folgendermassen an:

% (O] 121 3 | 4 . 5 \ 6 \
(67) — ,
W, |5 1‘11 — 73 1245 - 3082 110(»3)2}(‘)‘
# 0'1V 2081 415 6 [ 71 8 | 9
(68) o | |1 1\1‘ 19,1 8 o7 72;‘2864
2 Ly gimg Ty T 20 105 BTy — 8T %
10 } | 12 13
—24624m‘ 236 4697—\ 250838427 | 99 126 8790

132 5460

12 Die direkte Berechnung der Grossen ,, und gy, istbedeutend mih-

samer und ldnger als die von o;‘u und G)u+ hat man das Polynom a, u(x)
1 —1
durch Ausfithrung der Multiplikationen und Integration aus H (v — @)

=0
gewonnen, so ist ja aju einfach die Koeffizientensumme dieses Doly-

N - LIS . . <
dagegen ist die Summe derselben Koeffizienten mit ,Gewichten®

noms; 6,
2041 21 2 s0 ist it ¢* und ¢ . PFir hiitte
u , w, ..., ¢« . Ebenso ist es mit i Ot 9011

man abermals zu integrieren und die Integrationsgrenzen O und g einzusetzen
— auch diese Mihe fillt nun weg.
Statt direkter Berechnung der Zahlen a; durch Integration kann man

¥
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Aus (67) erhdlt man also nach Satz 18:

69) # 0 1 2 38 4 05 :
T U gl 2 2 s 16928

aus (67), (68) und (69) nach den Silzen 19 und 20:

v Qi = = | 8
(1) 2L 2‘.5‘-}10‘6 7 8 ! 9
P\_

il ! , 5 5
Or |0 gl o h 1 - aﬁgz‘—sw
H o |

10‘_

24067

10 \ 11 12

—21 777 210442 292320650

182 24 155

und aus (68) vermdige des Salzes 21:

2utll1i8{5 ]| 7 | 9 11

(71) — = :
%uups | 0 B3, 1204 91847 986336,

| 15

tibrigens von gewissen Relationen ausgehen, die zwischen ihnen und den verall-
gemeinerten Bernoullischen Zahlen bestehen s z. B, {indet man bel Norfund, 147
eine Gleichung

1 _

_ ple 1)

) (n) . B
B = f tt—1)... (L —w)di (also o o

und pag. 461 die Zahlen B /‘1)tabuliert (Tafel 8). Ausscrdem lisst sich zeigen

P
(z. B. Whittaker, 143), dass dic Grissen (1" e s Koettizienten in der
o :

—1

Potenzreihenentwicklung der Funktion [log (3 — &))" auftreten und dass 5y, In

Form einer x-reihigen Determinante darstellbar ist:

e 1 0 0 0l
P |
=z 1 & ¥ ! 0

Aber auf diese Einzelheiten braucht hier nicht niher eingegangen zu werden.
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Zweites Kapitel.
Die Laplacesche Quadraturreihe.
§ 14. Erzeugende Funktionenfolge.

Die in § 5 definierte Funktionenfolge fiihrte zu einer Inter-
polationenkette, deren jedes Gelenk sich aus ,Polynomstiicken®
ein und desselben Grades zusammensetzte; jedoch die ent-
sprechende Quadraturreihe bestand aus Gliedern, deren jedes, das
mit einem geraden Index 2 u >0 versehen war, die Steigungen von
zweierlei Ordnungen enthielt (§ 6). Im folgenden wird es sich
um eine andere Kette von Interpolationsanordnungen handeln,
bei welcher die Verhiltnisse umgekehrt liegen: jede Interpola-
tionsstufe setzt sich aus Polynomen von zweierlei Graden zusam-
men, in jedem Gliede der entsprechenden Quadraturreihe kom-
men aber Steigungen nur einer Ordnung vor.

Alle Bezeichnungen des vorigen Kapitels mdgen ihre [e-
deutung beibehalten; also f{z) sei wieder eine beliebige in

=z =1 eindeutige Funktion, A sei c¢in »tel der Intervall-
ldnge, w,=ah (a=0,1,2,..., ») u s. L.

Die Funktionenfolge, von der nun ausgegangen wird, lautet :

(72) q,(x) =fleh) +-f(0) Q (a0, z) In ah=x<(a- 1)h

flir a=0,1,..., v— 1,
fw 1(0) Q)u L (0,2) ino= x<(u-— Ny
0 in (u—Dh=x<(u—=5uh
fzu (@—u) Q)M((l -p,x) in{e — P h=x <ah

(73) Goyy () =1 Fop (@— 1) @y, (o 1—p, @) in ah_ x<(a-+1i)h
(0<’Ml<}),u+1) fira=pu, p+1,...,v—pu
) 0 in w—p+Hh=r<@—u-r+10h
f‘zu—l (v—2p+1) Q?_M—l (r —2u~+2,2) in
—put+bHh=x=]
[0 (0) @y, (0,2) In 0=2 <(u- Hh

0 in (IL—‘)h < uh
f)14+) (CL—“U) Qw I - .’}7) inah=ux< (a»{—%) h
(T4) g, () = f’u+1 —u) Q,,Hl(aJr 1 , )il (e h=x<ca+t1)h

(0<‘u<v;‘-1)
- 0 inv—wh=e<@—up+Ha

fgu()} —2u) Qz‘u(l’-— 21,2 in (r—u +Nh=z=]

fura_u,‘u.—]—l,..., y—yp -1
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wobei in (73) die mittleren zwei Zeilen wegfallen, wenn

v==2u—1, resp. in (74) zwei mittlere Zeilen, falls v=2u.
4

Die Summe X g¢,(x) ist offenbar, wie man auf Grund des
=0

Satzes 1 folgern kann, in 0 =<2k resp. ! —%h=x=1 ein
Interpolationspolynom mit den Koinzidenzstellen 0: hy, ...,z hresp.
l—xnhl—xh4+h,...,l und hat dort allgemein den Grad x;
dagegen besteht sie in S-h=x<1— h aus ,Stiicken der In-
terpolationspolynome (x -+ 1)-ten Grades, und zwar ist sie im
Teilintervall (5 + a)h =< (5 +a+ Dk (fir a =0, 1, ...,
v —x—1) identisch mit demjenigen Polynom, welches die
Koinzidenzstellen a b, (¢« + 1) 4, ..., (a 4+ %+ 1) & hat.

Mit der Bezeichnung
!

L,= fqa (x)do:

schreibt sich
l x*
(75) ff(;r) do= XL, +%,,
'0 a-—=0

als ein Reihenabschnitt |- Restglied, wobei » irgendeine nicht-
negative ganze Zahl = » bedeutet. In den ndchsten Paragraphen
sollen nun die Glieder L, (e =0, 1,..., ) und die Restglieder R,
fir alle moglichen Abschnitte (d. h. fiir x =0, 1, ..., ») stu-
diert werden.

§15. Umformung der Glieder Z,.
Das erste Glied

l v—1

° 2
L,= fqo((v) de =’ {hf(ah) —1—};]01((1)}:/L

—0 «=0
0 [£4==]

v:—i F(ah)+ fluh + k)
—’ 7¥72 i )

stimmt mit K, des vorigen Kapitels iiberein,

0 i Y1 ‘
(76) Lozh{i()jfi—)—l—zf(ah)},
=1
und sein Bildungsgesetz ist identisch mit der bekannten Tra-
pezregel.
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Satz 22.
G;u 2u
Lm—l = 5/1: h” [f2y~1 (O) - f2y~1 (7/ —2u —l’_ 1)]‘
Beweis. Zunichst findet man in
(u—1)h
(77) Ly .= f Touy (0) @y (0,2) dz +
0
v—2ut (B+u) k (B+ut+4)h
+ X0 f Qub.drt [ Q1|+
=0 (B+u—$)h (B+wh

l
-+ f fo 2 =20+ 1) @y, (v —21 42, 2) dx
I (u—-1)h
fiir den ersten Term recbts
o,  WYf

2U—1 2U—1 (0)
und fiir den letzten

gu._lh fzﬂal (’”— >|u+ 1)

Jeder Summand der in der Mitte stehenden Summe enthilt
einen aus zwei Integralen bestehenden Faktor

(B+wh (ﬁ—HlT‘f)h
Quib2)dot [ Qu+1,0)ds
(Bu—1)h (¥ wh

der sich auf Grund der fiir beliebige y und 6 geltenden Relation
Q}, (;}J ‘:C) = Q}, (}} - 67 xr — 6}?')
uh
zu einem einzigen Integral f @y (0, 2) dx zusammenfassen lisst;
(

u—1)k
dies Integral ist unabhéngig von 5. Die Summanden enthalten

daher einen gemeinsamen Faktor, dessen Wert 7, 2% ist, und

die erwihnte Summe wird
v—au

'cﬂh2"+l > fou(B)-
ﬂ:O
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Setzt man hierin noch

ft’ﬂfl (‘b))h— fzzy-1 (1)

fzy (3) == —Z,LL}L ’
so nimmt (77) folgende Gestalt an:
Liyyy = Oy a [Foy (0)— Toumy ¥ — 20+ D] —

Ty 2 . -
_?1“' h ) [ﬂlu—l (0) - f!ﬂ—~1 (v—2 i + l)] =

. r‘u 24 . ] .
) oy (O) — fo oy (# — 24 10].

* (62y~1 o 2"‘“

Nach Satz 20 gilt aber

Q

rlt

g N i
2e--1 2u 2 U ’

N
20

womit die Behauptung bewiesen ist.

Folgerungen.

1. Wenn » eine ungerade Zahl ist, »=2u —1, so ist

L,=0.
2. Wenn f(x) ein Polynom héchstens vom Grade 2 4 —1 ist,

dann gilt auch fir 24— 1<7»: L,, ,=0.

Satz 23.

Ly, = — .-';L:‘l:il i W o (0) 4 fopy (v — 2 ).
Beweis. Nach den Definitionen von L,, und q,, ist
(u—4)h
(78) Ly, = f Fope (0) Qy, (0, ) daw -+
0

v—2i4—1 (Btpe+ 1R (B4 )R
+ X four B { i Qupeys (3 ) dix + j Qupir (,()’—i—l,x)d,-} 4

= (5 sl (B4t p)h

/

v

+ / fzy(’”_zﬂ) Qw (v—2u-+1, 2)de.

{—(p— Lk
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Die #dussersten Terme in diesem Ausdruck von L,, reduzieren
sich auf

Tu 2ut1 Ty opt1
(UQ.H - 73’7) h f2u (0) und (Gw — ) h [y ¥ — 2 1)
Ferner gilt
FARIES I (Fut1)h
/ Q2y+1 (3, z)dr -+ / Q?M+1 B+1,yde =
(Fraah (B 1)
(u+3)h 1
e e 7 u
— / II (x—ah) - dz= / x H(xi’_a‘—’]ﬁ).dx = 0,
. =0 o a1
(u—g)h =4k

also verschwindet die Summe in der Mitte der rechten Seite
von (78), und es ist daher

/U‘IL 201 . o . .
Ly, =\, — 9 h (o (0)—{—/‘_,# (v — 2 u1)].

Beachtet man noch, dass nach Satz 18

*
r{t &tfﬁ ,
2 2u 41
und mithin nach Satz 19
o 7:‘” . O-:Allj;li
2 2 241"

so ist die Behauptung bewiesen.

§ 16. Restglieder.

Durch den Vergleich der Glieder L, mit K, wird man zu der
Identitit gefiihrt: R - R,,, und unter Riicksicht auf die Fol-

21 =-
gerung 1 des Satzes 22 ferner zu: R,,,, = R, wenn v =2pu+1,
—+1

im Falle p< " 5 &

=

so dass nur noch die Restglieder R, |

untersuchen bleiben.
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Ahnlich wie in § 9 ergibt sich zunichst

(u-—-L)h
9%2M~ 17 / fp‘uﬁl (0
‘0

x) Qz.u (0, x) dx +

yoou (atut+ih
+ X Fre@12) Qe (@, ) d -
=0 (et-u—4)h
!
-+ f foums W — 2041 2) @, (v—2p -1, ) d.
(i 1)1
Produktintegration und Anwendung des Mittelwertsatzes, — f(z)
wird dabei zweimal-differenzierbar vorausgesetzt, — verwan-
deln den ersten Term dieses Ausdruckes in
=4

T h
(79) (Gw—zﬂ) PR fg‘udl (O | wh — ;) — fw*1 (0] w, u)h““rgf Oy (z) dz
0
. h
(Wobel 0<u<puh— 2—)

und den letzten Term in

&

Tu) h
(80) Oy _T;ﬁ hm—Hfz —1 WM2M+1”_‘M]L+W2)+
u u

vt

+ fpoms =204 1], v) BT ./ 0, (x) dx

0
(mit Z—Mh—{—% <v<l),
die mittlere Summe formt sich aber folgendermassen um:

(erfe u
(81) f [ 2 fou (a]ah—|—.’lz)] QwJrl (0, zydx =

(‘u—-%)h oa=0
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’;—2# ‘uh_;_%
—y . h cl
= { 2 fou (0| al—=phe —}—72-)} / @y (0,2) de —
«—=0
uh
h
uh+5 ?H

— B fw(a[ah—}—x,ah x) QM (0, yadt |d
+
.. . =0
Wh— 2{ uh_7

v_ou #h+
X fw(a]ahﬁ‘—w, ah -+ w) [ [ QQer (0, ) dt]dw
oa=0
u/le uhf
2 2
u+d
zu+3

—w—2pu+1)k w )2 4w,z 4 w] f [Uerl (r) — 62!l+1(‘t'¢'-

g |
u £

dabei puh — g<w<‘uh-§—g~ und Oézél——?,uh).

Aus all diesem ersieht man, dass hierdurch ganz entsprechende
Terme herauskommen (teils mit gleichen, teils mit komplizier-
teren und unbequemeren Koeffizienten — allerdings aber mit
Steigungen derselben Ordnungen), wie diejenigen, die man er-
hilt, wenn schon anfangs

(82) g{ey—1 = LQM + Rzu

geschrieben wird. Nach den S#tzen 28 und 13 wird nunmehr

20
— 2lt-i—l p
9’{2‘lt~1 — ZM +1 fw [a] ~—

— Qs pRAS [0 (010, 8) - f,, (v — 21} ¢)] —
- (L’ — 2 II'L) hQ#+3 {GQM+1 f,gy [d l d + M/L] - Ty+1 fz‘u_{,l [6 [ e + g]}
mit
O0=aq=@w—2u)h, 0<b<ph, l—ph<lec<l,
0<d<l—2uh, 0=e=l—Q2u+hHh uph<lg<lpuh-+n,

wovon die drei letzteren Ungleichungen wegfallen, wenn » =2 u.

V] dx
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Unter der Voraussetzung, dass f{z) in 0=x=1 (2u —2)-mal
differenzierbar ist, ergibt sich aus dem obigen durch den Cauchy-
schen Satz

) B} 0{{-
‘» R — gt T Tl o) o
(83) Jlg‘ur~1 = —h 21! f (1)
2 20 o
e e PR 2U+1 (epte)
B %[(2‘”‘2” TR el o -

v pleade),
- (’“ - 2 A‘U“ E;:gj__l 2) ! f( ('l())} ’

wobel «, v und w zwischen 0 und / liegen.

§ 17. Die Quadraturreihe mit den von La-
place herriihrenden Ausdriicken der Glieder L,.

Die Steigungen mit dquidistanten Argumenten konnen be-
kauntlich durch einfachere und fiir Anwendungen bhequemere
Grossen ausgedriickt werden, die man Differenzen der Funktion
f(x) nennt und fiir ein konstantes %z (= die zugrunde liegende
Argumentendifferenz) sukzessiv durch die Gleichungen

A (@)= f(x-Fh)—f(x),
A () = A ) — Alf(,[_) (A==1,2,...)

definiert. Durch vollstindige Induktion ldsst sich leicht beweisen,
dass

;. _
S iy = I (=07 () fo+an),

a=0

also besteht zwischen der Steigung und der Differenz ein und
derselben Ordnung die (auch direkt aus ihren Definitionen her-
vorgehende) Relation

. 1 A
1i lx]:“ h[ﬂ f ().

Bezeichnet man kurz mit Ai die Differenz A}'/"(x) fiir x = ah,
so schreibt sich nun (75) nach § 15 folgendermassen um:
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{ v—1
J)J— 1) _
(54) jf( mx—z{[/( S ML St~

X

3 oy e o ]

wobei vom Restglied R, das in § 16 gesagte gilt.

=1

*

Com . - . o;
Die Tabelle der in (84) enthaltenen Koeffizienten .%Jautet
Al
nach (68):
A 01213 4 |5 6 T8 09 10
(85) p \ ‘
g 11 ti_wia sl e 53 $188 | 39250433
/' ! 1 : 2 12 l 24 720 ! 160, 6U 480 | 24 192 % 3 U0 1T 036 S00 ‘ 479 001 600
. I I I : i
i 12 | 138
4 (ul 13 695 779 043 ’ 2221 234 463

788 480 ‘ 2615 348 76 VDO ‘ 475 517 952 W0

§ 18. Historische Bemerkungen.

Die Quadraturreihe (84) ist zum erstenmal!® von Laplace!!
aufgestellt worden ; sie tritt bei ihm aber als eine unendliche Reihe
(also ohne Restglied) auf und entbehrt {ibrigens der Herleitung.
Spéiter hat Clausen '® das Bildungsgesetz der Koeffizienten der

13 ]xun(/c Willers, 97, Whittaker nennt die Reihe (84) allerdings Gregory-
Newtonsche Quadraturformel ( Whettoker, 144) — jedoch man weiss mit Sicherheit,
dass sie den beiden Erfindern des Interpolationskalkiils und der Anfinge der
mechanisclien Quadratur unbekannt war. Wem die Ehre der Entdeckung des
Interpolationskalkiils zugeschrieben werden soll — dem beriihmten Isaac Newton
oder seinem etwas dlteren Zeitgenossen James Gregory --, dariitber findet man
naheres bei Whattaker, 12, Fussnote ¥ und in der dort erwihnten Literatur.
In welcher 1Porm die Methoden der mechanischen Quadratur in Arbeiten und
Briefen Gregorys vorkommen, davon berichtet z. B. auch M. Cantor, Vorl. iiber
Geschichte der Mathematik, 1II. Bd. 2. Aufl. Leipzig 1901 : pag. 687 u. 688.

W Laplace, 207.

% Clausen, 288. Der von ihm gefundene Ausdruck

Pa(e—1) (x—2) ... (#—2)
(j:)f"'f 1-'2-3- RN da
hat einen (4-}-1)-mal kleineren Nenner als richtig wire. Dass das bloss ein
Setzfehler ist, davon tiberzeugt man sich leicht auch durch Vergleich seiner
berechneten Koeffizienten mit diesem Ausdruck.
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Reihenglieder erkannt und zwélf von diesen berechnet. Die
Herleitung der Reihe findet sich jetzt in vielen Lehrbiichern16:
man geht von der Huler-Maclaurinschen Summenformel aus und
fihrt dort Differenzen anstatt der Ableitungen ein. Charlier
hat bei seiner Behandlung dieser Reihe die Hoffnung ausge-
sprochen, dass auf demselben Wege auch das allgemeine Rest-
glied der Reihe sich in anwendbarer Form finden lasse!?. Fiir fast
alle von ihm untersuchten Quadraturformeln sind von Nielsen !8
-— allerdings mit Hilfe einer anderen Methode — Restglieder (in
ziemlich unbrauchbarer Form %) angegeben worden; man hat ge-
glaubt, dass Nielsen auch einen Ausdruck des Restgliedes der
Laplaceschen Reihe gefunden habe?®, — ein aufmerksamerer
Vergleich der Abhandlung Nielsens mit dem Lehrbuch Charliers
zeigt aber, dass dies tatsiichlich nicht der Fall ist. Nielsens
Methode besteht darin, dass er die betreffende Quadraturformel
aus einem Interpolationsverfahren entstehen Lisst, wobei das
Restglied sich aus dem entsprechenden Fehlerglied der Inter-
polationsformel herleitet. Obwohl diese Methode auch bei der
Laplaceschen Reihe zum Ziel gefiihrt hitte, hat Nielsen diese
Reihe nicht behandelt.

Im Enzyklopéddieartikel von Runge und Willers wird die
Laplacesche Quadraturreihe noch zu jenen Integrationsformein
gezihlt, die durch gewisse Relationen der Differenzenrechnung
abgeleitet werden, im Gegensatz zu denen, die einfach aus
Interpolation herriihren 2%

Drittes Kapitel.
Uber die Anwendung der Quadraturformeln.

§19. Allgemeines.

Die Aufgabe der mechanischen Quadratur — im Falle der
dquidistanten Koinzidenzstellen, von denen die beiden dussersten
mit den Integrationsgrenzen zusammenfallen — ldsst sich fol-

18 7. B. bei Charlier, 53 oder Whittaker, 143.

17 Charlier, 47.

18 Nielsen, passim.

19 Man vergl. dazu den Zusatz von Charlier am Ende der eben zitierten
Abhandlung Nielsens, pag. 11 u. 12.

2 Whittaker, 144.

21 Runge- Wallers, 96, 55 und 100.
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gendermassen formulieren. Eine Funktion f(x) ist tabuliert fiir
die im Intervall <o0,!> liegenden x-Werte 0, A, 2h,..., vh,
wobei A= é; es ist 1) aus dieser Tabelle

@ ‘ 0 ‘ h \ 2% | (v—1)h 1 {

F@ |y L ofmy | fek fl—hy |£()

(86)

l
der Wert des Integrals /f(z)dz zu berechnen und 2) irgend-
(4]

wie die Genauigkeit des Resultats abzuschitzen.

Fiir die Losung des ersten Teils der Aufgabe — fiir die
(allgemein gesagt: angendherte) Berechnung des Integrals —
soll also nur die vorhandene Tabelle benutzt werden: das ist
eben die Bedeutung der mechanischen Quadratur.

Fir den zweiten Teil der Aufgabe — die Fehlerab-
schiatzung — reicht die Tabelle allein bestimmt nicht aus, denn
es kommt dabei auf den Verlauf der Funktion zwischen je
zwei aufeinanderfolgenden obigen Argumentwerten an. Da
aber ohne den zweiten Teil der erste ganz bedeutungslos wire
(wenn man keine Schranken fiir den I'ehler des aus einer Ta-
belle. berechneten Wertes im Vergleiche zum Integral selber
bestimmen kann, darf man ja iiberhaupt nicht von einem an-
genidherten Wert des Integrals sprechen), so ist die Frage nach
den Anwendbarkeitsbedingungen der Methode der mechanischen
Quadratur identisch mit der Frage, wodurch das Restglied
einer Quadraturformel abgeschitzt werden kann. Es gibt dafiir
tatsichlich verschiedene Mittel (Einschliessungssitze 22, Rest-
gliederausdriicke), und im Prinzip konnen alle Verfahren be-
nutzt werden, die nicht auf die direkte Integration von f(x)
hinauslaufen.

Damit es mindestens einen Sinn habe, nach dem Wert

!
des Integrals f f(z)dx zu fragen, soll natiirlich vorausgesetzt
0

werden, dass die Funktion f(x) im ganzen Intervall <o0,71>
existiert und integrierbar ist. Es liegt aber in der Natur der
Sache, dass eine derartige Aufgabe wie die oben formulierte
keine einheitlichen ,notwendigen und hinreichenden“ Losbar-
keitsbedingungen hat. Schon durch wenige Zahlenangaben iiber
den Gesamtverlauf der Funktion f(z) — z. B. durch die untere

2 @. Kowalewski, 58 und 69 bis 72.



48 ARNOLD TUDEBERG AXXV,

und die obere Schranke ihrer Ableitung in <0,1> — kann das
Restglied mancher Quadraturformel abgeschitzt werden; wenn
man aber mehr vom Verhalten der Funktion weiss — z. B. die

Schranken ihrer Ableitungen verschiedener Ordnungen kennt —,
dann ldsst sich die Aufgabe etwa auf mehrere Weisen lisen und
diejenige Losung sich auswiahlen, deren Pehlerglied seinem abso-
luten Betrage nach am kleinsten ist.

Als einfachstes Beispiel fiir das oben Gesagte moge noch
derjenige Fall kurz behandelt werden, dass man ausser den
Tabellenwerten (86) der Funktion f(x) bloss weiss, dass sie der
Lipschitzbedingung geniigt, — also dass

(87) | f(@) — @) |<K|&—2|

fiir beliebige =7 " des Intervalls < 0,7> —, und den in dieser
Ungleichung auftretenden konstanten Faktor K kennt. Die
Quadraturaufgabe 16st sich mit diesen Daten durch die {ibliche
Trapezformel, denn fiir den Rest gibt es mit K eine Abschiitzung;

7 r-1
(88) \] flnyde — h {f(‘)) _)‘— i + 2 flak) } <
2 |
g =1
Pt
<X K f(ah + Ry — (fah)]?y =
—L K -0
KU o KU 1

Y —17K 2 [f‘((lll + hJ - f‘((lh)](zg 1 ’ v !
=0

worin die zuletzt geschriebene Schranke proportional der crsten
Potenz von% absinkt. Die Relation (88) erhilt man folgender-
massen. Fir 0 <f< 1 ist auf Gruond der Lipschitzbedingung
einerseits

flah)y — Kth < f(ah +th) < (fah) + Kth
und andererseits

flah + h)— K(1—t)h < flah+ thy < f(ch+ k)4 K1 —t)h
Bezeichnet man nun mit ¢, denjenigen Wert von ¢, der durch
die Gleichung
flaky + Kth = f(ah+h)y +— K(1 —t)h
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bestimmmt ist, d. h.

__Kh 4 flah+h) —flah)
@ 2 Kh
so schreibt sich

t

L]

(ar)h
[ r@as— MM LAED < b g (Bh— [ (ah+ 1) — [(eh)] =
ol ‘

_ KB —[f(ah+ 1) — f (ah))’

o 1 K

und infolgedessen néch Addition tber a =0,1,2,..., v—1 die
Ungleichung (88).

§20. Uber die Anwendung der Laplace-
schen Reihe.
Aus der Tabelle (86) werden die Differenzen der Funktion

f(x) durch sukzessive Subtraktion gebildet und in folgendes
Schema zusammengefasst :

0 i f a4 } R e e i
h \ IR T I e ‘Af-lt
2h ! fen 4 AL A
(89) BEEREERE \
(—2)h| fl—2h) A4, |
(r—1)h f(l—h)idi 1

l

Die in der Gleichung (84) vorkommenden Glieder L, ent-
halten ausser den gegebenen Kunktionswerten die Diffe-
renzen aus der oberen Zeile und dem schrigen unteren Rande
des Schemas. Zwolf ihrer Koeffizienten( ijl)' sind als ge-

a—+1):
wohnliche Briiche in der Tabelle (85) wiedergegeben. Zur

4
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Ubersichtlichkeit des Verlaufes dieser Zahlen mit wachsendem
Index und fiir mancherlei andere Zwecke seien zehn dieser Koeffi-
zienten hier in Dezimalbruchdarstellung hingeschrieben.

. Outr o | T

(a--1)] @t

l

1 — 008333 33333 6 0°01136 73942
2 004166 66667 7 “ — 0°00935 65366
3 | — 0°02638 88889 5 ‘ 0°00789 25540
4 001875 00000 9 ji - 000678 58500
5 | = 001426 91799 10 ‘ 0°00592 40564

Die Teilsumme L, L, + ... L, stelit einen angen#her-
1

ten Wert des Integrals /f(x)dx dar, soweit das Restglied R, sich
0

abschidtzen ldsst. Dafiir nehme man zunichst an, dass die Funk-
tion f(z)im abgeschlossenen Intervall 0 =x =1 mindestens Aimal
differenzierbar ist, mithin die Ableitungen dort beschrinkt sind —

[P | << My, [P | <My, ..., |Tay(@) <M,

—, und dass man die Zahlen M, M,, ..., M, kennt, also ent-
weder aus dem analytischen Ausdruck von f(r) berechnen oder
sonst irgendwie bestimmen kann. Dann gelten fiir Restglieder
nach § 16 die Abschitzungen:

[ | R | < 4107 M,
(90) g Ry s | < Ay B M, (A, —20) B B AL,
|| Ry | <[4, + (#—2u) B, RHOE M., Cu=21—2)

wobei die Koeffizienten

< # 2
v 2 01 20001

IR T =
A= T = o AT uyi

Opur1 4+ } 77_u+1l

B = Gur 1 T 2ut2)!

aus folgender Tabelle zu entnehmen sind.
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Q1 = | A4, B, % % 4, B, | =
0 008333 1 6~\0006'—13 001073 6
1| 08333 ‘ 70 01579
2 \J OLILL 005604 2 8 | 00506 00679 5
3 ’ 08750 \ 9 \‘ 01185 “
40| 00847 01427, 4 10 | 00412 00531 10
5 | 02274 ‘

Ubrigens werden in der Praxis kaum Quadraturformeln von
héherer Ordnung als 10 benutzt.

Die Fehlerabschitzung durch die Ungleichungen (90) for-
dert, streng genommen, die Berechnung der Extremwerte von
f”() FIVG), ..., fOe#H) () in <0, 1>, da die Zahlen M,, M,
oy My, , die Schranken der Absolutbetrige dieser Ableitungen
sind. Es ist aber sehr umstindlich und praktisch meistens un-
moglich solche Extremumaufgaben zu 16sen (man kann ja wissen,
dass all diese Ableitungen existieren, ohne dass man den ex-
pliziten Ausdruck der Funktion, geschweige denn den ihrer Ab-
leitungen kennt). Das whre sogar tiberfliissig, wenn man weiss,
dass die Ableitungen keine starken Schwankungen aufweisen
kénnen, so dass ein Extremwert von ) (r) sich relativ wenig
unterscheidet vom Werte derselben Ableitung an einer beliebigen
Stelle, die hdchstens um z2 von der betreffenden Extremum-
stelle entfernt ist. Denn in dem Fall lassen sich M, M, ...,
M, ihrer Grossenordnung nach aus dem Differenzenschema bestim-
men?. Dafiir bedient man sich einer Beziehung zwischen Diffe-
renzen und Ableitungen, die aus dem Cauchyschen Satze folgt:

(92) A ) = 1" f(z) ()  (r<Tu<T. -+ xh).
Man sieht also, dassin der entsprechender Kolumne des Differenzen-

schemas eine Kollektive von »-- 1 — x solcher Werte #* /' (x,)
(=0, 1,..., »—=x) vorhanden ist. Bezeichnet man mit 0O,
ihren Hochstbetrag, d. h. | 45| =0,, so erhilt man anstatt (90)

[ [Ro] <ol
|
(93) i ’ sjiﬂu—-I IS h {Aﬂlll—l(jQ‘u _}_ [A‘QM + (1’ )U/) Bvu] 2‘(,¢+QI,

l |ER2H l < [Agy —+— V—ZM) Bg‘uJ O 242
mlt Koeffmenten aus derselben obigen Tabelle (91).

2 Man vergl. hierzu Runge-Kdnig, 262.

4%
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Anmerkungen.

1. Aus (92) ist ersichtlich, warum die Differenzen einer
mehrmals-differenzierbaren Funktion desto rascher mit wachsen-
der Ordnung ihrem Betrage nach abnehmen, je kleiner die Ar-

gumentendifferenz & gewihlt wird; 47 strebt ja mit abnehmen-
dem % im wesentlichen wie A* gegen Null.

2. Die Abschitzungen (93) sind besser verwendbar bei
einer langen Tabelle (d. h. wenn » gross im Vergleich zu x ist),
vermoge deren Differenzenschemas der ganze Verlauf der Ab-
leitungen klar genug zutagekommt. Da die Anzahl der im

Differenzenschema vorhandenen Werte von A* £ (4,4 bei der

Vergrosserung von x abnimmt, so lisst sich die Grossenordnung
von R,_, und R, durch das geschilderte Verfahren iiberhaupt
nicht mehr bestimmen.

3. Vergleicht man den Ausdruck von R, mit demjenigen
von L, und die Tabellen ihrer Koeffizienten miteinander, so
merkt man noch folgendes: wenn 4 so klein ist, dass thﬂ+2 << My,
und wenn die Ableitungen von f () sich relativ wenig in <0,7>
verdndern, dann ist der Rest R, eines Abschnittes der Laplace-
schen Reihe ungefihr so gross wie das nichste weggelassene
Glied L, .

§ 21. Weiteres iiber die Abschidtzung der
Laplaceschen Restglieder.

Es fragt sich nun: inwieweit ist die am Anfang des
vorigen Paragraphen vorausgesetzte Existenz der hoheren
Ableitungen wirklich notwendig ftir die durch (93) ausgedriickten
Abschatzungen? Zur Beantwortung dieser Frage greife man auf
§§ 11 und 16 zuriick. Bei dem dort entwickelten Gedankengang
war es wesentlich, dass f(x) zweimal-differenzierbar war. Denn es
handelte sich in den Restgliedern 9t, um die Gréssen 7,, (0| a, a),
Foo @—2u]b,0), —f,le| ¢t ub] 4 [ let h|ct uh +h] und
fuuyr [d]d +-e], die unter dieser Voraussetzung sicherlich existie-
ren. Das sind ja gewisse spezielle Werte der Funktionen, deren
Ausdriicke sich aus f(x) und f(») folgendermassen zusammen-
setzen:
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2u
f’ . — 1)« (ah) — f(x
2u (0 l », ) = _—il)— + 2 ,'f(if — f a f(;)ﬁ
H (r—ah) o= O (2u—a)! h (r — ah)

@y N fu—ah) - )
+ ‘Za! (2u — a)! B (y—l—i—ah

f?.ll (v—2u|y,y)= 2

D) e Fletruh—al) — f+ah)

fole |2+ uh] = & [ 2 )

(u!)® B a!l u—a)! (u—a) k4!

a=>~

. U1
fﬂy-{-1 [u l w + U] — 2{*(11{%’/2)_—{— 2

I (wtak)y e=o

«=0

(— D f(u+t ah) R
al Qu-1—a)! et v-—ah

Die Abschitzung der Restglieder lduft also auf die Berech-
nung der folgenden vier Maxima hinaus:

Max | 7,, (0 | =, @) | in 0 = & = uh
Max | £, =20y, ») | Inl—ph =y =1
Max | 4 f, [¢]z+uh] | in0=2=1—2uh

| . o=u=1Q2u+1)h
Max I fzy—}—l [ I U+ ] | n {‘uh =y = ‘LL}L—’—/L.

Da die Existenz von f”(xr) im abgeschlossenen Intervall
< 0,l>» die Beschrinktheit der Funktion f(z) selber und
ihrer ersten und zweiten Ableitung nach sich zieht, so existieren
auch die erwihnten Maxima. Wenn man die Funktion f(x) expli-
zit kennt, ist es prinzipiell durchaus mdglich, diese Maxima zu
berechnen und mittels ihrer die Restglieder abzuschétzen. Im-
merhin ist dies in der Praxis noch umsténdlicher und fast
ebenso oft unaustithrbar wie die Berechnung der in § 20 an-
gedeuteten Schranken M, .

Deswegen ist es wichtig zu untersuchen, ob und wann die
Grossen (94) sich ihrer Grossenordnung nach aus dem Differen-

J
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zenschema bestimmen lassen. Dazu vergleiche man fo (0|7, z)
mit einer tiblichen Steigung von f(x) etwa folgendermassen.

1) Wenn % nicht ganzzahlig ist, so gibt es ein y derart, dass
=yh <z < yh-+h=uh.

Nach seiner Definition ist (fa, z, ¢) =1lim f(a, b, ¢) fiir alle Werte
a->z
b>x

von ¢; daher unterscheidet sich f(z, x, ¢) von f(a, b, t) schon fiir

a =7yh, b =yh--h beliebig wenig — welchen Wert aus 0 =¢=/
auch ¢ annehmen mag —, sobald dementsprechend nur % hin-
reichend klein ist.

Was mit fw (0] 2, 2) bezeichnet wurde, ldsst sich nun als
eine gewdshnliche Steigung 2u-ter Ordnung der [funktion
f(r, 2, t) von t autfassen; dagegen ist jedes f?u+z (o) (mita=y)
eine Steigung 2u-ter Ordnung der Funktion f(yh, vh+5,t)
von ¢. Falls alle solche Steigungen £, , (@) von gleicher Grossen-
ordnung sind, hat fw (0], 2) dieselbe Grossenordnung, weil ja
die Funktionen, deren 2u-te Steigungen sie sind, bei geniigend
kleinem & beliebig genau {ibereinstimmen. Allerdings gilt unter
den gemachten Voraussetzungen der Hichsthetrag der Grissen
[ (@) als eine wahrscheinliche Schranke firf (0w, =), also

. . < O-zu+2
1 O S oyt g

2y Im Falle x =yh gehe man von f(z, = = t) und
flx—h, v, 0+ h,t) aus; es besteht wegen der Existenz der
zweiten Ableitung /7 (r) die Limesgleichung
Fle,w, x, t) == lm f(«, =, b, 8
a-—>»x
b>x
fiir alle ¢tk des Intervalls 0=t=1{1 Ferner lisst sich wieder
die obige Schlussweise verwenden, mit dem Unterschied, dass
fou (O] @, 2) und fopqe (@) jetzt die (2u—1)-ten Steigungen von
Flr o,z t) und f(r—h, z,z-h,t) in bezug auf die unabhén-
gige Variable ¢ sind.
Mit den drei iibrigen Gréssen kann man shnlich verfahren,
wobhei sich herausstellt, dass
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Lo (—2u |y, )| S 2
I gu( sl 2 (2ut-2)! [EzE

Oupan
A (el e +uk]] S R
! f_y[ |ﬁ+ ”,\ (2#_}_1),h2‘u_1

. ‘ Oopr»
oo 1 e -0 < (é;tjt_ J;*)’, prre

Es folgt also, dass die Abschitzungen (93) schon dann er-
laubt sind, wenn man nur weiss, dass f(x) zweimal differenzier-
bar und & klein genug ist. Ob dies letztere zutrifft, kann man
auch aus dem Differenzenschema einigermassen erkennen.
Wenn nimlich die ersten und zweiten Differenzen in je drei
aufeinanderfolgenden Zeilen des Schemas sich voneinander nur
wenig unterscheiden (relativ zu ibhren Werten selber), dann kann
man mit grosser Gewissheit erwarten, dass f/(z) und f”(x) in
einem Intervall der Linge A (oder 2A) nur geringe Schwan-
kungen aufweisen, und daher f(x, «x, t) mit einem f(yh, yh 4 A, ?)
gut genug {ibereinstimmt (anal. die anderen).

§ 22. Quadraturformeln vom Catalanschen
Typus.

Wenn die [Punktion von solcher Beschaffenheit ist, dass
die Schranken ihrer Ableitungen sich leicht bestimmen lassen,
so ist es mdoglich schon von vornherein zu sagen, mit einem wie
langen Abschnitt der Quadraturreihe die verlangte Genauigkeit
sicherlich (wenn iberhaupt) erreichbar ist. In diesem Fall kann
man sich die — zwar einfache, aber immerhin lange — Arbeit
der Herstellung des Differenzenschemas ginzlich ersparen; dazu
braucht man nur die erwidhnten Abschnitte ein fiir allemal durch
tabulierte Funktionswerte auszudriicken. Das geschieht mittels
der Relation

4
A= X (=" (L) ron+an).
=0

So gelangt man zu einer Serie von HFormeln, deren jede das

!
Integral / f(«)dr durch ein lineares Aggregat (gewogene
0
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Summe) der in Tabelle (86) enthaltenen Funktionswerte niherungs-
weise ausdriickt. Die Koeffizienten von f(ah) —— die ,,Gewichte“ —
sind in solch einer Formel symmetrisch verteilt: f(ak) hat das-
selbe Gewicht wie f(I—ah) (¢=0, 1, ..., »); dabei haben in der
/ten Formel nur die ersten 441 und die letzten 4 - 1 Gewichte
von h verschiedene Werte.

Diese Formeln lassen sich einheitlich so schreiben? — der
Funktionswert f(ah) kurz mit y_ bezeichnet :

4 2 v— )71
0 [ rea={ Sy An_ 0+ 3y,
0 a=0 B=A41

(A=0,1,...,»),
also mit Restgliedern, von denen die Abschitzungen (90) gelten.

Die Koeffizienten
)

—a |7 1“+‘ ~ | 054

("'+1 ) (7—a)!
=«
bilden eine Tabelle, deren Anfang lautet:

i . : ) :
A ! C(/) C(l) O(M OU) O(}) : C(/) C(}) |
H 0 1 2 3 4 5 6 |
1
' 1
0 i P
) 13
1 | 12 12
i —
| -
i 3 7 23
203 G %4
3 o1 299 2n 789
‘ 720 210 240 720
4 A ¥ 23 93 157
288 . 240 30 720 160
. i
£ || 1wosz | sa199 | 1889 | 3762 | 55031 | 61343
2 60450 60 450 30 240 30 210 0480 | 60480
, —_—
8 _59n7 22 081 54 851 103 | $9437 ' 16367 23 917
g 17280 | 15120 120 960 70 | 12090 . 15120 21192
) o A % x—1
2 Die Summe 3 fiir »> 2 ist so zu verstehen: Y = — X  und
p=x B=x B=i-1
x--1 2—1
mithin Y = — 3 = 0.

p=z  p=x
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Die nullte Formel (95) — d. h. diejenige, die A=0 ent-
spricht, — ist die Trapezregel; die zweite ist unter dem Namen
Catalansche Formel ** bekannt. Da das allgemeine Herleitungs-
verfahren der Formeln (95) schon bei dieser zweiten in allem
wesentlichen benutzt wird, so kann man die in (95) zusammen-
gefassten Formeln alle mit dem Namen Catalans benennen —
also: verallgemeinerte Catalansche Formeln.

‘Im Spezialfall 2 = » stellt die rechte Seite der Gleichung
(95) die Newton-Cotesische Formel »ter Ordnung und ihr Rest-
glied dar. Eine Cotesische Formel pflegt man bekanntlich
durch Integration (von 0 bis vk) aus der Identitat

f(x)£2fa(O)-Qa(O,x);f—fv(OIx)~Q,,+1(0,x)

=0
abzuleiten. Die dieser Herleitung entsprechende direkte Be-

rechnung der Koeffizienten (iﬁf) fiir die Cotesische Formel

vh y
f f@)de=h 36y, +R,
0

oa=0

ist recht miithsam 26; aber auf Grund des Zusammenhanges der
Cotesischen Formeln mit den allgemeinen Catalanschen ergeben
sich diese Koeffizienten ohne nennenswerte Rechenoperationen
aus der Tabelle von O(:) :
™) . o0 ()
¢/ =0 +0" —1

V-t

Daher sind die Cotesischen Koeffizienten verkniipft mit den
Grissen o}, durch die Relation

2 Runge- Willers, 108.

2% Man vergleiche dazu — bei G. Kowalewski, 58, 59 — die Vermutung
G. Kowalewskis iiber die Berechnungsmethoden von R. Cotes, der erstmalig
diese Koeffizienten aufgestellt hat.

Die Tabelle der Koeffizienten @ij) befindet sich in vielen Lehrbiichern

und Abhandlungen,_vor allem in: R. Cotes, Uber die Newtonsche Differential-
methode (deutsche Ubersetzung — A. Kowalewski, 12—25), pag. 25,
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@(v) —1— W(— 1)¢ ;‘v 10§+1 I B (— l)’_“ ; | 0 F?-H ] -
¢ al 7 (B+1)(F—a! (v—a)y! = (ﬂ+l)(ﬂ+a——v
p=a (.

Die Restglieder R, lassen sich durch die Ungleichungen
| R, | <A, K M,
| R, | << 4, e Moy

l R2M+1 | << (Am + Bw) R ]”w-{--z

abschitzen, wobei die Faktoren M,, M,,... dieselbe Bedeutung
haben wie in §20 und die Ixoefflzwnten Ay, Ay, A, ..,
B,, B,,... der Tabelle (91) zu entnehmen sind.

0§ 28 Formeln vom Simpsonschen Typus.
Ihr Genauigkeitsvergleich mit den Catalan-
schen Formeln.

v sei durch » teilbar, » = yx. Die » Teile des Integrations-
intervalls moégen in y Gruppen zusammengefasst werden, je z
aufeinanderfolgende zu einer Gruppe. Wendet man nun auf
jede solche Intervallengruppe die xte Colesische Formel an, so
ergibt sich als Summe dieser Resultate eine Formel vom Simp-
sonschen Typus, und zwar diejenige von der Ordnung x. Der-
artige Formeln bieten an sich ziemlich wenig Interesse; fiir die An-
wendung auf eine gegebene Tabelle hat man unter diesen Formeln
entweder eine sehr beschrankte oder praktisch iiberhaupt keine
Auswahl (wenn z. B. » = 19). Bei einer bestimmten Ordnung z
(schon von » =3 an) ist ja die Teilbarkeitsbhedingung von »
meistens nicht erfiillt (die Folge der Teilbarkeitswahrscheinlich-
keiten - entsprechend der Folge der Ordnungen x = 1,2, 3, ...
— laatet 1, &, &, ...).

Diese Schwierigkeit wird tiberwunden durch Hinzunahme
eines passenden Zusatzgliedes, welches dem Werte des Integrals
von f(r) in etwaigen Ubrigbleibenden Teilintervallen Rechnung
trigt. Fiir eine [lormel von der Ordnung » wiirde man z-—1
solche Zusatzglieder bendtigen.

Die Formel zweiter Ordnung (die ibliche Simpsonsche) be-
darf nur eines Zusatzgliedes — fiir den Fall, dass » ungerade
ist. Als ein solches Zusatzglied wird gewdhnlich ein von Mansion
herrithrender Ausdruck benutzt, den man Fiinf-Acht-Regel zu
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nennen pflegt?’. Die Genauigkeitshetrachtung fiir die Simpson-
sche Formel samt threm zusétzlichen Finf-Acht-Glied fihrt zu
folgender Relation :

Y-k
) h . b4 y—1
f fx) cl;v:; ( Yot ¥y +d X Vg 112 3 1y
0 o=t =1
h _ | iv 1 4 prr
+ F (O yzy—{—l e 8:1/2)'— ?/2;'—1) _~ q_() f ( —1_ ”_I h f (u)

(mit 0 <7 ¢ < 2yh und 29k — b < w < 27h -+ h).

Eine fast ebenso einfache, aber im allgemeinen erheblich
genauere Ergidnzung der Simpsonschen Formel fiir den Fall
v =27y -1 erhdlt man dadurch, dass man irgendwo in der Mitte
des Integrationsintervalls ein Stiick mit der Linge % als den
iiberzahligen Teil auffasst und dort die Funktion f(x) mittels
eines Interpolationspolynoms dritten Grades annidhert. Die so
ergianzte Formel (wobel als {iberzihliger Teil das dritte Teil-
intervall gewihlt ist) und ihr Restausdruck ergeben die Identitit

@r+uh

] ) (Z«L’~—{Z/0+uu g [31 T u) + 20 (y,+u )+

7 ]L~) ’ 11 5 IV
e .y 2 Y 4 "i7 4 yz(!) }_ Ve 90 f o (v) + o0 h f” (u')
=3

(mit 0 << v <29+ h und kh < w < 4h.

Wenn f(r) etwa ein Polynom dritten Grades ist, dann gibt
die zuletzt erwiithnte Formel noch einen genauen Wert des
Integrals, wiahrend die Simpsonsche Formel mit dem Fiinf-Acht-
Glied schon als ungenau erscheint.

Auf die Zusatzglieder der Iformeln héherer Ordnungen
braucht hier nicht ndher eingegangen zu werden. Was ausserdem
noch einige Wichtigkeit hat, ist die Ifrage, welche Formeln
fiir genauer zu halten sind, die Simpsonschen oder die Catalan-
schen. Der Linfachheit halber werde vorausgesetzt, dass die
betreffende Simpsonsche Formel ohne irgendein Zusatzglied an-

27 Runge- Willers, 106.
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wendbar ist. Damit der Vergleich auf einem wohlbestimmten
Grunde geschehe, werde zudem der Fall in Betrachtung gezogen,
dass die im Simpsonschen Restglied enthaltene Ableitung im
Integrationsintervall konstant ist (oder sich ohne betriichtlichen
Fehler durch eine Konstante und alle htheren Ableitungen sich
durch Null ersetzen lassen).

Fiir » = 2u (also v = y- 2u) laulet das Simpsonsche Restglied
(Argument der Ableitung weggelassen):

L 2y j RS plutn O outa 28 g ot peita)
Rym = g o = [
und das Catalansche:
2Qoup ‘ O outt P 2 papte)
mw*"%@u+mf+”—zmhwwfUFYMw+mJk =

24-+3 6§u+2 } 4+3 f(Q‘uH)

{ Lmﬁ3w+uu+mJ+W"”*2”@p+w!

Im Falle % =2u— 1 resp.

20 4] T
B k.t SRS T N T PR S B 2u+1 UL p20)
Ry [(ZM)‘ (2p10—1)! (Z,u)!] ! (2 u—}—l)’ f
und
R . ,i o 2L p2u Fe,

=1 T (Zu—i—l)'

Aus den am Anfang des § 12 hingeschriebenen Un-
gleichungen folgt:

R I < | o* I L _ |-
Sy zu+2‘ ‘ 2y+2+2‘u_{_3 Q‘MF}—:}‘<‘)‘UI+_3 2#-1—2 )

also sind die Simpsonschen Formeln von geraden Ordnungen tat-
sdchlich im allgemeinen etwas genauer als die entsprechenden
Catalanschen. Bei ungeraden Ordnungen liegen die Verhiltnisse
aber umgekehrt.

ﬁbrigens sind es interessante und bemerkenswerte Tatsachen,
die sich hierdurch klargestellt haben:
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1) Catalan hat versucht die Simpsonsche Formel zu ver-
bessern 2 — uand ist zu einer Formel gelangt, die fiir die
Anwendung zwar bequemer und geschmeidiger, aber immer-
hin etwas ungenauer ist als die Simpsonsche;

2) die ,pulcherrima et utilissima regula“ Newtons 2’ ist keine
ausgezeichnete Quadraturformel dritter Ordnung — die allgemeine
Catalansche Formel gleicher Ordnung hat ausser dem Vorteil
der bequemeren Anwendbarkeit noch eine merklich grossere
Genaunigkeit.

§24. Historisches zum Anwendbarkeitspro-
blem der Quadraturformeln.

Zum Schluss méchte ich bemerken, dass die in dieser Ar-
beit benutzte Methode die Restglieder (§§ 10, 11) zu behandeln
im wesentlichen von Steffensen3® ausgebaut worden ist, ihre
Antfénge aber bis Markoff, Biermann ! und Nielsen zuriickreichen.
Ein knapper Uberblick {iber die historische Entwicklung der
Anwendbarkeitsbedingungen der mechanischen Quadratur
wiirde die Bedeutung der Methode Steffensens hervorheben
und iiberhaupt fiir den heutigen Stand der Sache einigen Hinter-
grund liefern.

Nachdem gegen Ende des 17. Jahrhunderts die allgemeine
Idee der Interpolation und der daran gekniipften mechanischen
Quadratur gewonnen war, beschiiftigte man sich begeistert mit
der Zusammensetzung der ,schénen und niitzlichen Regeln«, die
das gesuchte Integral ,mit um so griosserer Genauigkeit liefern,
je mehr Funktionswerte in dieser Operation benutzt werden*.
Aber es sollte noch lange dauern, bis das Bediirfnis empfunden
wurde, diese Genauigkeit wirklich irgendwie abzuschitzen.

Erst rund ein Jahrhundert spiter machte sich das Bestreben
geltend, die Theorie der mechanischen Quadratur durch die Metho-
den der Fehlerabschitzung zu begriinden. Den ersten systema-
tischen und allgemeinen Versuch in dieser Richtung hat Gauss
gemacht . Seine (Gedanken wurden von Encke weiter ausge-

28 Runge- Willers, 108,

2% G, Kowalewskr, 60.

30 Steffensen [2].

3L DBiermann, 170—178,

C. E. Gauss, Neue Methode zur niherungsweisen Auffindung von Inte-
gralwerten (1814), — in: A. Kowalewsk:, 26—62,
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baut3. Diese Untersuchungen gingen von der Annahme aus,
dass die zu integrierende Funktion sich in eine im abgeschlos-
senen Integrationsintervall konvergente Potenzreihe entwickeln
lisst. Wie nachher mehrfach bemerkt worden ist, entspricht
eine derartige Voraussetzung keineswegs dem Wesen der Sache 34
Nicht nur wird dadurch die Klasse der Funktionen, auf die
die Methode des mechanischen Quadrierens mit Gewissheit an-
gewendet werden kann, wesentlich und dabei nicht einmal
naturgemiss eingeschrinkt, — sondern diese Annahme selber
gewidhrleistet auch noch keine strenge Anwendbarkeit der
zur Fehlerabschitzung errichteten Verfahren. Denn die Potenz-
reihe soll verhiltnisméssig rasch konvergieren, damit man sich
im Pehlerausdruck, der in Form einer Reihe erscheint,
mit ein paar ersten Gliedern begniligen konne.

Mit Markoff?® beginnt eine Wendung in der Genauigkeits-
behandlung der Interpolation und Quadratur. Ausgehend von
der Cauchyschen Form des Interpolationsrestgliedes, sucht Mar-
koff den Fehler der Quadraturformel durch eine héhere Ablei-
tung auszudriicken. Steffensen hat diese Behandlungsweise
vervollstindigt und mit restlos befriedigender Einfachheit
und Strenge bei der Cotesischen Formelserie durchgefiihrt.
Walther3 hat dieselbe Methode auf die Untersuchung der
Maclaurinschen Quadraturformeln iibertragen.

Obwohl iiber die Voraussetzungen, unter denen die nume-
rischen Quadraturmethoden angewendet werden konnen, seit den
zuletzt erwidhnten Untersuchungen allgemein schon einige Klar-
heit herrscht, gibt es noch spiter crschienene Lehrbiicher, in
denen Quadraturformeln als unendliche Reihen auftreten, ohne
dass iiber ihre Restglieder ein Wort verloren wird *.

38 Hncke, 103—116.

3% Walther, 148 ; Norlund, 205.

8 Markoff, 50—60.

35 Walther, 152—188.

37 7. B. Lindow, 64—-75; besonders charakteristisch in dieser Hinsicht ist
auch seine ,Einleitende Bemerkung®, pag. 64.
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