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Im ersten Teil der vorliegenden Arbeit werden die wichtig-
sten allgemeinen Tatsachen, über Orthogonalsysteme von Poly-
nomen in wenigen Lehrsätzen dargestellt . Der zweite Teil 
beschäftigt sich mit einem Beispiel zu der allgemeinen Theorie; 
es ist dies eine Klasse von Polynomensystemen, die im wesent-
lichen aus gewissen Spezialfällen der Systeme Jaco&ischer Poly-
nome besteht und ihrerseits u. a. die Tseheby sehe f f sehen und die 
Legendresehen Polynome als Sonderfälle enthält . Die Ergebnisse 
des zweiten Teils dienen sodann dazu, um — im dritten Teil 
— eine Gruppe von Extremalaufgaben der Interpolationsrech-
nung von einem einheitlichen Gesichtspunkte aus zu bewältigen 
und die Lösungen der einzelnen Probleme miteinander zu 
vergleichen. 

Orthogonalsysteme von Polynomen haben in verschiedener 
spezieller Form schon seit Laplace1 und Legendre2 in der Poten-
tialtheorie, seit Oauß3 und Tschebyscheff4 in der Interpolations-
rechnung und seit Jaeobih in der Theorie der Differentialgleichun-
gen eine Rolle gespielt; in ihrer vollen Allgemeinheit sind sie 
jedoch erst in der Lehre von den Stieltjesschenc' Kettenbrüchen 
aufgetreten und seitdem vielseitig untersucht worden. 

1 P. S. Laplace, Theorie des atträetions des Spheroi'des et de Ia f'ignre des 
Planetes. Mdmoires de Mathematique et de Physique, tires des registres de VAca-
denue Royale des Sciences. Annee 1782. Paris 1785. 

2 A. M. Legendre, Sur l'attraction des Sphero'ides. Memoires de Mathe-
matique et de Physique, presentes ä VAcademie Boyale des Sciences, par divers 
savans. 10. Paris 1785. 

3 C. F. Gauss, Methodus nova integralium valores per approximationem 
inveniendi. Commentationes Societatis Regiae Scienliarum Gotiingensis recentiores. 
3. 1816. 

4 P. Tchebychev, Sur les questions de Minima qui se rattachent a Ia 
representation approximative des fonetions. Mnnoires de VAcadnnie Imperiale 
des Sciences de Saint-Petersbourg. VIe serie, 5), Ie partie. 1859. 

P. Tchebichcf, Sur les quadratures. Journal de Mathemaliques pures et 
applique.es. (2), 19. 1874. 

5 C. G. J. Jacobi, Untersuchungen über die Differentialgleichung der 
hypergeometrischen Reihe. Journal fiir die reine und angewandte Mathematik. 

1859. 
6 T. J. Stieltjes, ßecherches sur les fractions continues. Annales de Ia 

Faculte des Sciences de Toulouse pour les sciences mathematiques et les sciences 
physiques. 8. 1894. 
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Wenn nun hier der Gegenstand nochmals in Angriff ge-
nommen und alles aufs neue von Anfang an entwickelt wird, 
so veranlaßt dazu der Wunsch, einige in der umfangreichen 
Literatur zeitlich und örtlich zerstreute Dinge in ihrem inhalt-
lichen Zusammenhang aufeinanderfolgen zu lassen und womög-
lich daran auch hie und da eine neue Folgerung zu knüpfen. 

Erster Teil. 

Über Ortliogonalsysteme von Polynomen. 

§ 1 . D e f i n i t i o n e n u n d v o r b e r e i t e n d e S ä t z e . 

Die Funktion ip(x) sei im Intervall a<Zx<Cb definiert 
und dort nur nichtnegativer Werte fäh ig : 

(1) ip(x) = O für a<Cx<Cb; 

ihr (Lebesguesches) Integral, über dasselbe Intervall erstreckt, 
sei positiv: 

b 
(2) J ip(x) dx Z> 0. 

a 

Die Integrale 7 

b 
J xa ip(x) dx — ma (a = 0, 1, 2, . . .) 
a 

wollen wir die zur Funktion ip(x) als einer Belegungsfunktion 
gehörigen Momente nennen. Ferner definieren wir das (mit 
derselben Belegungsfunktion in demselben Intervall — im 
Belegungsintervall oder Grundgebiet — gebildete) innere Pro-
dukt (F, 6) zweier Funktionen F(x) und O (x) durch das 
Integral 

b 
f F (x) O (x) • ip (x) dx = (F, G). 
a 

7 Im ersten Teil sind alle Integrale im Lebesguesehen Sinne zu nehmen. 
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Die Punktionen F(x) und G(x) werden zueinander ortho-
gonal genannt, falls dieses Integral verschwindet, d. h. wenn 
(F, G) = 0 ist. Das innere Produkt einer Funktion F{x) mit 
sich selbst wollen wir als Norm dieser Funktion bezeichnen — 

b 
(F, F) =J [F(x)]2 ip (x) dx = NF, 

a 

wofür wir also kurz N F schreiben. 

S a t z 1 (verschärfter Mittelwertsatz). 

Es sei <f>(x) ^ 0 in allen Punkten x einer linearen (beschränk-
ten oder unbeschränkten) Punktmenge Sß; das Integral von 
<&(x), über die MengeSß erstreckt, sei positiv; wenn nun irgend-
eine Funktion F(x) so beschaffen ist, daß das Integral 

f F(x) <P(x) dx 

existiert, dann liegt der (konstante) Quotient 

J F(x) (x) dx 
« 

f <Ž> (x) dx 
$ 

oberhalb jeder unteren Schranke von F(oc) bzw. unterhalb jeder 
oberen Schranke von F(x), falls F(x) in Sß von unten bzw. von 
oben oder in beiden Richtungen beschränkt ist. 

B e w e i s . Den linearen Ausdruck (in y) 

/3n y f <&(x) dx — f F (x) $ (x) dx 
v * $ 

bezeichnen wir kurz mit L(y)\ es ist also 

(4) L (y) =f\y — F (x)] $ (x) dx. 
sp 

Falls nun F(x) >- A f ü r alle x in c^, so ist L{A) < 0 ; das 
zeigen wir folgendermaßen. In (4) ist dann der Integrand 
[A — F(x)\ <P(x)^0 überall in Sß und daher sicherlich L (A)^O; 
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es bleibt also noch nachzuweisen, daß L (A) ^ 0 ist. Die 
Menge derjenigen Punkte x von Sß, in denen O ist, — 
wir bezeichnen sie mit 91 —, hat ein nichtverschwindendes 
Maß, weil sonst ja f<P(x) dx = 0 wäre; SR ist zugleich die 

HS 

Menge aller Punkte von Sß, in denen f A — F ( x ) \ <I>(x) < 0 ist. 
Nun sei S0t« die Menge solcher Punkte x von Sß, wo 

[A —- F(x)] $(x) = — --

ist, unter a eine positive ganze Zahl verstanden. Wir be-
haupten, daß mindestens eine der Mengen SDt« (a = 1, 2, 3 , . . . ) 
(und daher auch alle nachfolgenden) ein positives Maß haben 
muß. 91 ist offenbar die Vereinigungsmenge aller 931«; wären 
nun sämtliche 9K« Nullmengen, so wäre SR als Vereinigungs-
menge von abzählbar-vielen Nullmengen ebenfalls eine Null-
menge, was aber nicht der Fall ist. Folglich gibt es eine der 
Mengen 9Jt«, etwa SDlv, vom Maß m v > 0 . Dann gilt offenbar 

f \ A — F(^)] $ (x) ix S f\A - /"(a)] <5> (x) dx= <C 0, 
$ SDiv

 V 

also L(A) < 0 . 

Wegen der Voraussetzung f ¢(.¾) dx >> O gilt andrerseits, 
HS 

wie aus (3) leicht ersichtlich, 

L(y) + + oo, wenn y -> -j - 00 • 

Der Wert des Quotienten 

f F(x) fP(X) dx 

f (x) dx 
HS 

der die einzige Nullstelle von L(y) ist, liegt daher tatsächlich, 
wie behauptet, oberhalb der Schranke A. 

Im Falle F(x)<_B (für alle x in Sß) ergibt sich analog 
aus L (B) >> O und 

L (y) -> — 00, wenn y -> — 00 

der zweite Teil der Behauptung. 
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Der Fall A<iF(x)<CB (für alle x in Sß) ist eigentlich 
durch die beiden vorangehenden bereits erledigt, am einfachsten 
aber direkt durch L (A) < O und L (B) > 0 . 

S a t z 2. 

Wenn eine Funktion F(x) zu irgendwelchen v-\-i Polyno-
men P0 (x), Px(x), P2(x),..., Pv (x) orthogonal ist und dabei 
jedes Pa(x) genau den Grad a hat, d. h. 

Pa (x) = p(f xa + P^xa-1 + ... + Pi^x + p(f 

mit ^ (a = 0, 1, 2, . . . , v), 

so ist F(x) zu jedem beliebigen Polynom Q(x) vom Grade ^ v 
orthogonal8 . 

B e w e i s . Das Polynom Q(x) sei vom Grade ia^v: 

Q(x) = q0 X^ + qx xt*-1 + ... + X^qfx. 

Wir behaupten, daß es auf genau e i n e Weise möglich 
ist, das Polynom Q(x) als ein lineares Aggregat der Polynome 
P0(x)f P1(X), . . . , Pjl(x) darzustellen. Für fi = O ist die Behaup-
tung richtig; denn Q(x) ist dann eine Konstante, nämlich q0, und 

P0(
x) = p ( d a h e r also

 Q(X) = C0P0(X) mit C0 = i } • 

Vorausgesetzt, daß die Behauptung für alle zutrifft , 
folgt aber sofort ihre Gültigkeit auch für ^ = x -j— i. Denn 
setzt man versuchsweise 

Q (x) = Cx+1 Px+1 (x) Cy Px (x) -{-... + C0 P0 (X), 

so ergibt sich daraus durch Vergleich der Koeffizienten bei 
x%+i Bedingung 

Qo = C x + 1 > 

die immer (und zwar auf nur eine Weise) erfüllt werden kann 
(weil ^¾+1) o): 

C = —?0- • 
p(x+l) ' 

8 Insbesondere ist F(x) dann zu den sukzessiven Potenzen xn  

(a = 0,1, 2, . . . , v) orthogonal. 
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die Differenz Q(jf)— Cx+1Px+1(x) ist nur noch ein Polynom 
vom Grade i x , die Konstanten Cx, Cx x, . . . , C0 sind mithin 
voraussetzungsgemäß eindeutig bestimmt. Es schreibt sich daher 
allgemein 

Q(x) = C[LPß(x) -(- Cu^1 P ( x ) -j- . . . + C0P0(x). 

Wir berechnen nun das innere Produkt (F, Q). Die dazu 
erforderliche Integration läßt sich gliedweise ausführen (/% 1 
Glieder), wodurch wir erhal ten: 

(F, Q) = Cp (F, Ptl ) + C^(F, P^1) + ...+ C0 (F, P0). 

Da nach der Voraussetzung des Satzes sämtliche (F, Pa) fü r 
a <, v verschwinden, verschwindet auch die rechtsstehende 
Summe und der Satz ist bewiesen. 

A n m e r k u n g . Bei den folgenden Sätzen (Sätze 3 bis 10) 
werden der Belegungsfunktion ip(x) stets dieselben Forderun-
gen (1) und (2) gestellt. Will man aber die Behauptungen und 
Beweise auch im Falle eines unendlichen Grundgebietes beste-
hen lassen, — also wenn a durch — oo ersetzt wird, oder b 
durch -|- oo, oder gleichzeitig a durch — c o und b durch -j-oo, 
— so braucht man der Belegungsfunktion nur noch die weitere 
Voraussetzung aufzuerlegen, daß sämtliche zu ihr gehörige 
Momente existieren. Da sich dabei alles genau ebenso ent-
wickelt (einige Beweise verkürzen sich bloß an manchen Stellen, 
was auch jeweils leicht einzusehen ist), brauchen wir auf die-
sen Fall nicht gesondert einzugehen. 

S a t z 3. 

Jedes Polynom hat eine positive Norm. 

B e w e i s . P (x) sei ein beliebiges Polynom v-ten Grades; 
seine Norm 

b 
NP= f [ P (./•) J2 ip (x) dx 
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existiert und ist sicherlich ^ 0, weil in a < a ; < & der Integrand 
nirgends negativ ist. Wir zeigen, daß sie nicht verschwinden 
kann. 

Die Anzahl der reellen Nullstellen von P(x) kann höchstens 
v sein; von diesen mögen etwa jj, im Integrationsintervall liegen. 
Diese fi (einfachen oder mehrfachen) Nullstellen ) • • • j jx 
zerlegen das Intervall a<C.x<C.b in offene Teilintervalle: 

X1 <C. oc <i x.>, . .., x^ <C x <C b. 

Wir fassen diese Teilintervalle zur Punktmenge Sß zusam-
men und wenden den Satz 1 an : 

b 
da J ip (x) dx = J ip (x) dx = m0 > 0 

sp a 

und [ P { x ) \ 2 0 für alle x in % 

/ [P (x)\2 Ip ix) dx 

so ist * - >> 0: 
J ip (x) dx 
% 

folglich auch 

b 
f [P(x)]2 ip (x) dx = f [P{x)]~ 'ip (x) dx >> 0, 
a sp 

q. e. d. 

S a t z 4. 

Wenn es ein Polynom 

F (x) ^ xv —f- Ic1 x
v~1 -j- ko xv~ ~ -J- • • • -)- ^v—i x H-

gibt, das zu irgendwelchen Polynomen Pa(x) (a = 0,1, 2 , . . .,v—l)» 
je vom Grade a, orthogonal ist, so gilt für dieses F(x) die 
Beziehung 

NF = (F, xv). 

B e w e i s . Es ist 

NF = (F, F) = (F, xv) + Jc1 (F, Xv-') + L2 (F, xv~*) + . . . + 

-J- (F, x) -(- Iv (F, 1), 
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worin nach Satz 2 
(F, Xv-1) = (Fj Xv-*) = ... = (F,X) = (F, 1) = 0. 

Eine Punktionenfolge 

F0 (x), Fi (x), F2 (x), F3 (x),... 

wird als ein zur Belegungsfunktion ip(x) im Grundgebiet a<ix<^b 
gehörendes Orthogonalsystem bezeichnet, wenn für je zwei die-
ser Panktionen die Orthogonalitätsbeziehung 

(Fct>Fß) = ° ( a ^ ß ) 

stattfindet, wobei unter (Fa,Fß) das mit der Belegungsfunktion 
ip (x) in a < x < b gebildete innere Produkt der Funktionen Fft, (x) 
und Fß (x) zu verstehen ist. 

In den folgenden Paragraphen wollen wir nun solche Ortho-
gonalsysteme behandeln, die ausschließlich aus Polynomen be-
stehen. Diese Polynome schreiben wir fortan in der Form 

xa -f- q^ xa~l -j- q^ xa~- -j- . . . -f- q^a\ oc -j- = Qa (^c)» 

d. h. mit dem Koeffizienten Eins bei der höchsten Potenz. 

§ 2. A l l g e m e i n e S ä t z e ü b e r O r t h o g o n a l s y s t e m e 
v o n P o l y n o m e n . 

S a t z 5 (Fundamentalsatz). 

Zu jeder Belegungsfunktion ip(x), die den Bedingungen(I) 
und (2) genügt, gibt es im Intervall a <> '< !& e i n u n c^ nur ein 
Orthogonalsystem von Polynomen 

Q (.r) = »:« - f 2(«) Xa-1 - f q(f Xa-2 - f . . . - f qM x -j-

(a ••= 0, 1, 2, 3, . . .) 

(die also bei der höchsten Potenz den Koeffizienten Eins haben). 

B e w e i s . Das nullte Polynom ist durch die Forderung, 
daß der höchste Koeffizient Eins sein soll, allein schon eindeu-
tig festgesetzt: 

Q0(x) = x° = 1, 
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und seine Norm ist 
b 

NQ0 =f ip (x) dx = m0. 
a 

im nächsten Polynom 

Q1OO = ^ 

kann man den einzigen zu berechnenden Koeffizienten aus 
der Orthogonalitätsbedingung (Q1, Q0) = 0 bes t immen: 

b 
(Qv Qo) = f ( x + 3(1}) (z) dx = Tttl-]- Itl0 g<f> == 0, 

a 

weil voraussetzungsgemäß m0 >> 0 ist. 

Allgemein hat man zur Best immung der v Koeffizienten 

des Polynoms Qv {x) die v Bedingungen 

( Q v i Q J = 0 (a = 0, 1 , 2 , . . . , v — 1), 

die nach Satz 2 mit den Bedingungen 

(Qv,x
a,)= 0 (a = 0, 1? 2, . . . , v— 1) 

völlig äquivalent sind. Die letzteren sind lineare Gleichungen 

in den Unbekannten q(*\ 

m
v+<x + mv-i+a <1^1 + mV-I +« H- • • • 4" ma+i ciyll+

 ma = 0 

(a — 0,1,2,... , v— 1). 

Bs ist also die Lösbarkeit des Gleichungssystems 

I tn2V-2 fIivX + m
2vs q(v

2
] + • • • + m

V-x cIivJ = - M2V-l 

(5) { M2V-S ~f~ t1tZV-X 1^2 + • • • + mV-2 ^vJ = m2V-2 
I • * 
I mV-I q.{i] jT mv-2 cLiIj + • • • + mO ^ivJ = - m

v 

zu untersuchen. Die Determinante dieses Systems ist eine aus 
den Momenten ma gebildete v-reihige HanJcelsche Determinante; 
sie sei mit Av bezeichnet: 
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tn, 

Wir behaupten, daß die Determinante Av für alle v von 
Null verschieden, und zwar positiv ist. Im Palle v — 1 tr i f f t 
die Behauptung offenbar zu: A1 — m0 > 0. Die allgemeine 
Gültigkeit unserer Behauptung beweisen wir nun durch den 
Schluß von v auf i ' - f -L Angenommen, es sei Av > 0 . Dann 
ist das Gleichungssystem (5) auf genau e i n e Weise lösbar, 
und die Lösung laute t : 

i ( ß + 0 zl 
Av) = 1 

a A 
[a = J, 2, 3, . . . , v), 

wenn wir mit Av^1 die zum ß-ten Element der ersten Reihe 

gehörende Unterdeterminante von Av+1 bezeichnen9 . Das mit 

diesen Zahlen q^vJ als Koeffizienten (nach der obigen Vorschrift) 

gebildete Polynom Qv (#) ist aber dann zu sämtlichen Potenzen 

xa, mit a = 0,1, 2 , . . . , v — i, orthogonal, und es ist daher nach 
Satz 4 

NQv = (Qv,x
v). 

Diese Norm drückt sich somit durch die Momente folgender-
maßen aus: 

(Qv,x
v) = mlv -f gW miV_^ + q^ m2V_,2 + . . . + q{vJ mv 

= (MIV KIIJT M2VAVIIJT M2V--> + -"jTttlv   

avjri 

av 

9 Es ist also /(1) = 
v-\-i 

1{2) ^v+2 — 

in in in m 2V—1 2V— 3 2V—4 V-I 

m in m m 2V—2 2V—1 2V—5 V-2 

in m nt V—2 V—3 0 

11. S. f . 
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Nach Satz B ist nun NQ v > - 0 und daher - . v + 1 >- 0, woraus, we-
ZJ Y 

gen der Annahme AV ;> 0, folgt Av+l ;> 0. Also gilt unsere 
Behauptung für alle v. 

Das Gleichungssystem (5) hat hiernach stets eine und nur 
eine Lösung; sämtliche Qa (x) sind also eindeutig bestimmt, 
und der Satz ist bewiesen. 

F o l g e r u n g . Sobald irgendwelche Polynome 

PA (,x) = p^xcc-[-p^xa~1-\-.. . - j -P^ 1 x ~r P^aJ 

(a = 0,1,2, 

ein Orthogonalsystem (in bezug auf die Belegungsfunktion ip(x) 

im Intervall a<ix<ib) bilden, so sind sämtliche P (X) 
p\a) 1 0 

ebenfalls zueinander orthogonal. Nach dem soeben bewiesenen 
Satze stimmt aber das Orthogonalsystem 

p(o) pTõ Ii?) AO)' • • • 
* 0 ' 0 "fO 

mit dem System Q0{x), Q1(X), Q2(x), . . . völlig überein. 

Andererseits ist die Folge 

C0 QQ {X), C1 Q1 (x), C2 Q2 (x),... 

auch stets ein Orthogonalsystem, wobei man über die Konstan-
ten C0, C1, C2,... noch frei verfügen kann (es darf bloß keine 
darunter verschwinden). 

Aus beiden Tatsachen folgt, daß durch die Angabe der 
Belegungsfunktion und des Grundgebietes also in dem zuge-
hörigen Orthogonalsystem von Polynomen sämtliche Elemente 
(d. h. die einzelnen Polynome des Systems) bis auf multipli-
kative Konstanten eindeutig bestimmt sind. 

S a t z 6 (der erste Nullstellensatz). 

Jedes Polynom eines Orthogonalsystems von Polynomen 
hat lauter einfache reelle Nullstellen, die sämtlich im Grund-
gebiete des Systems liegen. 
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B e w e i s . Bs sei 

Qv(x) = xv+^xv-1+ q(v

2

] Xv-2 + ... + qM 

ein Polynom unseres Orthogonalsystems und sein Grad v sei 
positiv (für v = o ist die Behauptung noch sinnlos). Wir führen 
den Beweis in drei Schrit ten. 

1) Qr (x) hat keine komplexe Nullstelle. Gäbe es eine 
solche, etwa v-\-iw, so wäre v — i iv ebenfalls eine Nullstelle 
von Qv (x), weil die Koeffizienten von Qv (x) reell sind. Dann 
könnte man Qv (x) in zwei reelle Faktoren zerlegen: 

Qv ( x ) — C7'2 — 2 v x - j - V2 
- ( - w~) P (x), 

von denen P(x) ein Polynom (v — 2)-ten Grades wäre. Es müßte 
daher nach Satz 2 (Qv, P) = 0 sein. Nun ist aber 

b 
(Qv' P) ~ f O2 —-2vx + V2 -j- w2) [P (x)]2 ip (x) dx, 

a 

worin 
X1 

— 2 vx + V2 + tv2 = (x — v)2 -[- to2 O 

für alle reellen x\ nach Satz 3 ist ferner 
b 

f [P (.')]- ip (x) dx = NP S> 0, 
n 

und daher nach Satz 1 
(QviF) > 0. 

Die Annahme, daß eine komplexe Nullstelle vorhanden ist, 
führ t also zu einem Widerspruch. 

2) Qv (x) hat keine mehrfache Nullstelle. Denn hätte 
es eine solche, etwa u, so wäre Qv(x) durch mindestens die 
zweite Potenz von — u teilbar: 

Qv (x) = (x — uf R (x), 

und der Quotient R(x) wäre ein Polynom (v—'2)-ten Grades; 
hiermit würde einerseits aus Satz 2 folgen: 

(Qv ,R)= 0, 

anderseits aber — wenn wir (x — u) R(x) kurz mit S(x) bezeichnen 
— wäre ,(Qv, R) = NS, und daher nach Satz 3 (weil S(x) ein 
Polynom (v — l)-ten Grades ist) 

(QV,R)> 0. 
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3) AlleNullstel lenvon Qv(x) liegen im Intervall a<lx<b. 
Gäbe es eine Nullstelle t derart, daß t^a [oder t^b\ gälte, 
so wäre in der Identität Qv(x) = (x — t) T(x) der Faktor 
x—t^> O [oder x — t<C 0] f ü r a<Cx<ib, und T (^) wäre ein 
Polynom (v — l)-ten Grades. Da nun 

b 
(Qv ,T) = / (x — t) [T(x)f O) dx 

a 

und nach Satz 3 
h 

f [T(X)Y V(x) dx > 0, 
a 

so würde hiermit aus Satz 1 folgen: 

(Qv, T) > O [oder (Qv , T) < O]. 

Im Widerspruch dazu ergäbe sich aber aus Satz 2: 

(Qv ,T) = 0. 

F o l g e r u n g aus Satz 6. 

Q , „ ( a ) > 0 , Ö 2 ß + 1 ( r t ) < 0 und Qa(b)>0 

(a = 0, 1, 2, . . .). 

S a t z 7 (Hilfssatz). 

Für je drei aufeinanderfolgende Polynome Qu (x) gilt die 
Identität 

Qv+1(x) |.r NQv 

N Q v 

Qv OO + N Q " Qy i ( / 0 = 0 (>' 1 >• 

B e w e i s . Die Differenz Qv+1 (x) —- xQv(v) ist offenbar ein 
Polynom vom Grade - v: 

Qv+x (x) — -V Qv O) = (q[v+x) — q^) xv + (q\v+x) — ql/]) xv~ 

(q(v+0 — //vh x 4- q(vArx) , 
V V ' 1 3 V+L 

und läßt sich daher als ein lineares Aggregat der Polynome 
Qo (x), Qi (x), ...,Qv(X) darstellen : 

(6) Qv+l(.x) — xQv(x) = CvQv(X)ArCv^x Qj^1OO-K-H-CoQoO)-
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Zur Berechnung der Koeffizienten C0, C1, ..., Cv bilden wir an 
beiden Seiten der Gleichung (6) die inneren Produkte mit Qa (x) 
und erhalten f ü r a = 0,1, 2 , . . . , v 

(7) — (x Qv, Qa) = Ca NQa, 

Nun gilt aber (x Qv, Qa) = (Qv, x Qa) und, da x Qa (,/•) ein Poly-
nom (a -J- l)-ten Grades ist, nach Satz 2: 

(Qv, x Qa) = 0 für a = 0,1, 2 , . . . , v — 2. 

Ferner ist 

* Q r - i (») = + «<r-" + # - * » * - * + • • • + ¢ : , ° * 

und somit 

(Qv > xQv-1) = (Qv' xv) = NQv. 

Aus (7) folgt dann : 

C0-C1- C2 = .. . = Cv_2 = 0, 

j i NQv (Qv ,x Qv) 

~ ~ NQ1T1' " ~ ~NQv 

Setzt man diese Werte in (6) ein, so ergibt sich die be-
hauptete Identität. 

S a t z 8 (der zweite Nullstellensatz). 

Zwischen je zwei aufeinanderfolgenden Nullstellen von 
Qv(x) (V^>IY° liegt stets genau e i n e Nullstelle von Q1^1(X). 

B e w e i s . Wenn wir allgemein die a Nullstellen von Qa (x), 

der Größe nach geordnet, mit \ x(f>, . . . , x^aJ bezeichnen, 

lautet die Behauptung des Satzes im Falle v = 2: 

X ( f <C X11
1^ < x(2J. 

Nach Satz 7 ist 

10 Für v 1 wäre die Behauptung inhaltslos, denn Q0(x) hat ja gar keine 
Nullstelle und Qx (x) hat nur eine. 
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also — da JVQ1 > 0 , NQ0^>0 und Q0(x) = l — 

q% o ( ; } ) < 0. 

Ferner wissen wir aus Satz 6, daß. a < x^<C b, und aus 
der Folgerung desselben Satzes, daß Q2 (a) > 0 und Q2 (b) > 0 ist. 
Es liegt daher zwischen a und mindestens eine Nullstelle 
von Q2(%), und zwischen xW und b mindestens noch eine; 
da nun Qi (x) nicht mehr als zwei NullsteJlen haben kann, 
folgt hieraus: 

a < x(2) < Xa^ < b. 

Die Behauptung unseres Satzes ist also im Falle v = 2 richtig. 

Allgemein wird der Satz nun durch Schluß von v auf v-\-l 
bewiesen. Wenn die Behauptung fü r irgendein v gilt, so be-
deutet dies, daß das Polynom Qv_x(x) an aufeinanderfolgenden 
Nullstellen von Qv (x) abwechselnde Vorzeichen h a t 1 1 : 

sg Qv_x 0* i vJ) = — sg Q,v_x (a = 1, 2, 3,. . . , v — 1), 

und dabei, wegen Satz 6, 

sg Qv^1(
xivJ) = sg Qv^(O) = (—lf-1, 

sg Qv^1 (xivJ) = sg Qv_± (b) = + 1. 

Nach Satz 7 ist aber 

Qv+1 Qv-l (für « = 1, 2 v), 

also 
sg Qv+1 (xivJ) = sg Qv_x {xivJ). 

Der Folgerung von Satz 6 entnehmen wir noch: 

sg Qv+1 (a) = sg Qv_t(a) und sg Qv+l (6) = sg Qv^1 (6) = -(-1. 

11 sg u bedeutet im folgenden die Kroneckersche Vorzeichenfunktion, 
definiert durch 

!

1 für u > O 
O für M = O 

—1 für u < 0. 

2 
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Somit haben wir für das Vorzeichen von Q.v+1(x) in den 

Punkten a, x(v\x^J,x^vJ, . . . , x^vJ und b folgendes gefunden: 

sg Qv+1 (ä) = — sg Qv+1{x^vJ\ 

sg QV+MVJ) = — sg Qv+1 ( « = 1 , 2 , 3 , — v — l ) , 

— ^ (X i v J) = Sg Q v + 1 ( 6 ) = + 1 . 

Da Q r + 1 0 ) aber genau v-\-i Nullstellen hat, folgt daraus: 

a < ^ + l ) < xW < ^ < ... < ^ < #("+1) < J. 
1 I J V ^-|-1 

Also gilt die Behauptung des Satzes auch f ü r v-\-i, sobald sie 
fü r v als gültig fes t s teh t ; für 2 war sie aber schlechthin richtig, 
folglich ist der Satz bewiesen. 

§ 3 . E r g ä n z e n d e S ä t z e ü b e r S y s t e m e , d i e 
z u s y m m e t r i s c h e n B e l e g u n g e n g e h ö r e n . 

Wir sagen, daß eine symmetriche Belegung vorliegt, wenn 
die Belegungsfunktion ip (x) in zwei Punkten x und x' (des Be-
legungsintervalls) gleiche Werte annimmt, falls a? von dem einen 
und x' von dem anderen Endpunkt des Intervalls gleichen Ab-
stand haben. Einfachheitshalber denken wir uns den Punkt 
x = O in den Mittelpunkt des Belegungsintervalls verschoben 
und setzen fortan a =— b. Die Bedingung der symmetrischen 
Belegung lautet dann: 

(8) ip (x) — ip (— x) f ü r — b <C_x<Cb (a = — b); 

ip (x) soll also eine gerade Funktion sein. 

Wir wollen im folgenden nun das Orthogonalsystem von 
Polynomen im Falle symmetrischer Belegung etwas weiter stu-
dieren. Unter den Voraussetzungen (1) und (2) bleiben alle Sätze 
des vorigen Paragraphen auch hier bestehen, lassen aber mit 
Rücksicht auf (8) noch einige Folgerungen zu. Zu diesen Folge-
rungen gelangt man durch Benutzung der einfachen Tatsachen 
über gerade und ungerade Funkt ionen: 

wenn F (— x) — F (x) und G (— x) = G (x), 

so F (— x) O (— x) = F(x) G (x); 
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wenn F(—x) = F(x) und H(—x) = —H(x), 

so F (— x) H (— x) = — F (x) H (x); 

wenn K(—x) = —K{x) und H(—x) =— H{x), 

so K (— x) H (— x) = K (x) H (x); 
U 

wenn K(—x) = — K{x), so fK(x)dx = 0 
—u 

o —u -f-u u 
(weil ja JK (./•) dx — — f K {cc) dx = — / K (— x) d (— je) = — f K (ic) dx ) • 

—u O O 0 

S a t z 9. 

Im Falle symmetrischer Belegung enthält das Polynom 
Qv (x) nur gerade Potenzen, falls v eine gerade Zahl ist, und 
nur ungerade Potenzen, falls v ungerade ist, d. h. 

Q irJ = = = • • • = £ v ) = 0, wobei »' = v — 1-HL • 

B e w e i s . Aus (8) folgt zunächst, daß die Momente mit 
ungeraden Indizes verschwinden: w 2 a + 1 = o (a = 0,1 ,2 , . .). 

Zur Bestimmung der Koeffizienten q(\\ q { v J , . . . , q ^ erhält 

man aus dem Gleichungssystem (5) (beim Beweise von Satz 5) 
ein homogenes Teilsystem, das aus der ersten, der dritten, der 
fünften, . . . und der v'-ten Gleichung des Systems (5) besteht. 
Sämtliche Gleichungenjenes Teilsystems sind voneinander linear-
unabhängig, da alle Gleichungen von (5) dies waren; die Anzahl 

der Unbekannten q(vJ, q^v), q( v J , . . . , q(?) ist gleich der Anzahl der 

Gleichungen. Daher hat dies System eine einzige Lösung: 

2 ^ = 2 ^ = 2 ^ = - - - = 2 ^ = 0. 

F o l g e r u n g aus Satz 9. 

Qv ( — a O = ( — 1 Y Qr (x) • 

S a t z 10. 

Für je drei aufeinanderfolgende Polynome Qa (x) (a ^ 1) 

gilt im Falle symmetrischer Belegung die Identität 

Qa+1 (x) — x Qa(X) - f Qa , (x) = 0. 
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B e w e i s . [Qa(x)]2 ist stets eine gerade Funktion, da j a 
Qa(oc) nach Satz 9 entweder gerade oder ungerade ist. Folg-
lich ist x [Qa(x)J2 ungerade, also auch x[Qa(x)}2 ip (x) unge-
rade, und somit 

(Qa 'xQJ = f x \Qa O)] 2 V (x) d x = °-
— b 

Hiernach folgt aus Satz 7 die Behauptung. 

Z w e i t e r T e i l . 

Eine Klasse von Polynomensystemen. 

§ 4 . P o l y n o m e Q^P] (x) u n d i h r e N o r m e n . 

Die Klasse von Orthogonalsystemen von Polynomen Qa(x), 
mit der wir uns jetzt beschäftigen wollen, sei durch folgende 
Daten festgesetzt : 

1) das Grundgebiet (Belegungsintervall) ist das Intervall 
—1 <C x <C 1, und 

•2) die Belegungsfunktion lautet (also in — l < a ? < l ) : 

(9) ip(x) = ( 1 — x 2 ) p , wobei p>—1 ist; 

für nichtganzzahlige Werte von p sei unter ip(x) stets 
e

p Iogil-X2) m i t dem (für —1 < x < 1 reellen) Hauptzweig des 
Exponenten zu verstehen. 

Jede in der Form (9) gegebene Belegungsfunktion erfüllt 
die Bedingungen (1) und (2), denn es ist 

m = f ( l — x2)Pdx = 22P+1ftP (1 — t)P dt= 15 

o —1 O 
'2P4-1 13 

1 2 Es ist die Substitution x = 2 t — 1 benutzt worden. 
1 3 Die Eulersche Betafunktion; sie drückt sich bekanntlich durch die 
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zu jeder gehört daher nach Satz 6 ein völlig bestimmtes Ortho-
gonalsystem von Polynomen Qa (x). Alle solche Systeme zu-
sammen bilden unsere Klasse. 

Zur Unterscheidung der einzelnen Systeme dieser Klasse 
führen wir obere Indizes ein: es sei nämlich 

Q(PHoc)t C f f t ( x ) , QW(Z), qfr)(x), ... 

dasjenige Orthogonalsystem von Polynomen Qa(x), das zur Be-
legungsfunktion (1 — x2)p (mit gleichem p) gehört ; der obere 
Index gibt also den (das betreffende Polynomensystem kenn-
zeichnenden) Wer t des Klassenparameters p an. 

S a t z 11. 

Es ist 

(!0) QÖ» (x) - ( - D T t f r + "+1) A l - s V g , 
v r ( 2 p —}— 2 —f- 1) (1 — x2)P dxv 

f ü r alle (nichtnegativen ganzzahligen) v, wenn man unter 

d° (1 — x-)P 
dx° einfach ( 1 — x 2 ) p versteht. 

B e w e i s . Für v = 0 ist die rechte Seite von (10) identisch 
gleich Eins, also die Behauptung richtig. Für v > 0 ergibt sich 
mit Rücksicht auf die (für beliebige u und v geltende) Identi tät 

[xu (1 — x2)v] = [— (2 v + u) Xu+1 + u xu-1J (1 — x2) v~x, 

Oammafunktion folgendermaßen aus: 

B ( r , , . . ¾ . 
^ ' ' — r ( r + s) 

Die weiteren Eigenschaften der Gammafunktion, von denen im folgen-
den Gebrauch gemacht wird, sind: 

1) r(r) — (r— 1)!, wenn r positiv und ganz, 
2) r(r) = (r — 1) r(r — 1), 
3) r(r) > 0, wenn r > 0, 
4) r(r) -> oc, wenn r O (r > 0), 
5) r{r) < 0 , wenn —1 < r < 0. 
Die erwähnten fünf Eigenschaften sind übrigens einfache Folgerungen 

aus der allgemeinen Definition der Gammafunktion: 

r(r) = lim u! aT 

a-*oo r (r -f- 1) (r -f- 2) . . . (r -J- ce) 
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daß man 
dv(l — x2)P+v 

dxv 
= ( I - ^ ) P pv(x) 

setzen kann, wobei Pv (x) ein Polynom v-ten Grades ist und 
zwar mit dem Gliede 

( — l ) v (2 2? -J- 2 v) ( 2 p -\-2v — 1) (2 p-\- 2 v — 2) . . . (2p -|- v -f- l)xv 

anfängt. Polglich stellt die rechte Seite von (10) stets ein 
Polynom v-ten Grades dar, und der Koeffizient bei xv ist Eins. 
Es bleibt also nur noch nachzuweisen, daß die rechte Seite 
von (10) im Falle v ^ l zu den sukzessiven Potenzen xa (mit 
a = o, 1 , . . . , 1 / — l) orthogonal ist [bezüglich der gegebenen 
Belegungsfunktion (1 — x 2 ) p und des Grundgebietes — 1 0 < 0 ] -
Das innere Produkt der rechten Seite von (10) mit xa gestaltet 
sich ganz allgemein folgendermaßen: 

" ' ' ' ' - ' . 
J r(2p + 2v+l) (I-X2)I' dx-
—1 

_(—l)T(2p + v+l) Cxtl Or-\ ih. 

r (2p + 2 v -j- 1) J dxv 

—l 

Die Funktion (1— x2)p+v hat für v>l den Grenzwert Null an 
beiden Integrationsgrenzen, d a ^ > — 1 , also p-\-v^>0 i s t ; 
ebenso verhält es sich mit ihren Ableitungen, deren Ord-
nungen <Cp +v sind. Infolgedessen ist nun für v l (weil 
dann 0 = v — 1 < p-\-v): 

* d v ( i — j ? ) p + v
d r ^ l u 1 - 0 ^ 0 - U 

dxv X ~ [ dx*-' J a j - i + o 
—1 

ferner gilt, aus demselben Grunde, f ü r o < a ^ v : 

" Unter P * 1 O - - ^ f + "I i s t h i e r 

L dxv~l ]x^~i+o 
—1 / t <>\P+v dV~1 C1 — <r2\P+V 

lim ' lim - — zu verstehen, und 
x -+ I—O dxv~1 a;-»—i+o dxv~l 

im folgenden allgemein: 

[ f(%) = lim f(x) — lim f(x). 
.£-»-1+0 «->1—0 »-»—1-1-0 
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C ad
V(l— X2)P+V , C a i Clv-Hl-X2)P+V , 

i xa — dx — — a / Xcc-1 dx, J dxv J dx"-1 

also 

( u ) f \ , ^ ( 1 - - ^ d x = ( - i r a ! Ä dx, 
J dxv J dxv'a 
— l — i 

wie man durch einmalige bzw. a-malige Ausführung der Pro-
duktintegrat ion leicht bestätigt, und außerdem 

—x*)P+v [ dv-a~x{l — x2)P+v~\x 1 - 0  

dx — = 0 
dxv~* L dxV-«~* J »->—1-1-0 

— ± 

fü r 0 < a ^ v — 1. 

Folglich ist die rechte Seite von (10) in der Tat zu allen Po-
tenzen xa mit O ^ a O orthogonal, und der Satz ist bewiesen. 

S a t z 12. 

N ( f t ] = 2 8^+ 2"+ 1 v ' r ^ 2 p ^ V ^ v j r 1 ^ 2 . 
v ' r(2p -f- 2v — 1 ) Jf (2p -\-2v-\-2) 

B e w e i s . Im Falle v = o lautet die Behauptung: 

/SfQ(P) = - f p + i [ r ^ + 1 ) ] 2 • 
0 t(2p-\-2) 

dies tr i f f t aber wirklich zu, weil ja allgemein 

NQ0 = OT0 

ist und in bezug auf unsere Belegungsfunktion (l — x 2 ) p 

m =92?+1 [f(P + Dl" 
0 T(2p + 2) 

gilt, wie wir am Anfang dieses Paragraphen gesehen haben. 

Im Falle v >> 0 ergibt sich aus Satz 4 

w [ p ) = (4v"\ x"), 

und somit nach Satz 11 

NO{p) = r— 1F r('2P^~vJr l) f „ dv(i — x2)P+v 

A2p+2v+i)J® dxv  

—1 

1 
dv n — -y-2\p+v 

dx. 
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Wegen (11) ist daher 

r / c - V f f c 
—1 

woraus mit Rücksicht auf die bekannte Beziehung 

—i 

die Behauptung folgt. 

F o l g e r u n g . Zwischen je drei aufeinanderfolgenden 
Polynomen (a?) besteht die Beziehung 

(12) (X) — x (x) -(- : V ^ V\ r— ($•& (x) = 0, v %+r (2p -\-2v — 1) (2p -f- 2v 1) v-i^ 

denn die Belegungsfunktion (l — x2)P genügt der Bedingung (8), 

also gilt für die (#) der Satz 10; der dabei auftretende 

Quotient der Normen läßt sich aber nach dem soeben bewiese-

nen Satze sofort berechnen: 

4v (2p 4- v) (p •-}- v)2 

n q(p) (^p j t 2v) ('^p H~ — !) (2p-\-2v +1) (2p -j- 2v) 
v—i 

v (2p -f- v) 
= (2p + 2v — 1) (2Ip + 2v+7)' 

§ 5 . B n d w e r t e u n d N u l l s t e l l e n v o n (x). 

S a t z 13. 

Es ist 
n(p) m — 2 f t~1 r(p-\- a) T (2 pa-\- 1)  

a r ( p l ) T(2p-\-2a) 
f ü r a >> O.15 

15 Für a — O würde der angeführte Ausdmck seinen Sinn verlieren, wenn 
p=z O oder p — — \ ist; denn im Zähler und im Nenner würde I7(O) bzw. im 
Zähler P(O) und im Nenner P(— 1) stehen. Aber auch sonst wäre die Behaup-
tung für a = O trivial, weil ja Qi

0
p^ («)== 1 schon vom Anfang an feststeht. 
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B e w e i s . Für a = l lautet die Behauptung: 

O(P)(I) = r<j> + l)r&£±_2) ^ 1 . vI r(p + i)r(2i, + 2) A-

dies tr iff t zu, weil ja nach Satz 9 (a?) = x ist. Ferner wird 

behauptet : 

Q ^ ( L ) 
2 T(p -4- 2) r(2p + 3) 2 (p-j- 1). 
r{p + 1 ) r ( 2 p - j - 4) 2 p a 

mit (x) =S= l und Q(p\x) = x folgt aus (12): 

Q ( P ) ( I ) = 1 + J = 2 ( P + n , 
2 K J (2 p -J- 1) (2p -J- 3) 2p-\- "6 

also gilt unser Satz auch für a = 2. 

Vorausgesetzt, daß die Behauptung für a = v—1 und f ür 
a = v richtig ist, erhält man nun wiederum aus (12): 

q(p) c-t\ __ 2V~* r(p -\-v) r(2p-\-v-\-l)  
»M-i F ( p l ) T (2p-\-2v) 

v(2p-\-v) 2v~i r(p-\-v—l)r(2p-\-v) 
(2p-\-2v — l ) (2p-J-2v-j- l) F(p - ) - l ) P ( 2 _ p - | - 2 v — 2) 

2 V-2 

-r(p+i)r(-zp+2v+2)^2(2p+2v)i2p+2v+1)r(t,+,')mp+v+1)~ 

—v(2p-\-v)(2p~\-2v—2)(2p-\-2v)r(p-\-v—l).T(2p-J-o>)] = 

= ^ ( p + v + y r y p + v + i ) = 

r ( p + i ) r ( 2 p + 2v-{-2) 

2VF (p —[- v -J- 1) T (2p -J- v -J- 2) 
r (p i) r (2 p 2 v 2 ) 

folglich gilt die Behauptung auch für a = V j
r I , und der Satz 

ist bewiesen. 

F o l g e r u n g . Dem Satz 9 zufolge ergibt sich aus dem 
Obigen noch: 

2"-1 r(p-\-a)r(2p-\-a+l) 
«W ( - 1 ) = ( - 1 ) ' 

C P + i ) r ( i ä p + 2 a ) 
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S a t z 14 (Hilfssatz). 

Setzt man in (x) das Argument x = cos t, so schreibt 
sich 

1 v 

( p ) (cos t) = —; X g i p ) . cos (v — 2 a)t 

v 2v '' v,a 

mit den Koeffizienten 

p- 2 p l - J - 2 

ß 
g(p)= i und ^ = M n — ^ ( a > °)-

ifVtCi \aj „ 2p-\-2v-{-l—2ß 

B e w e i s . Die Behauptung ist im Falle v=o offenbar 
r ichtig: 

(cos t ) = g ^ cos O = i, O v / .7 0)0 

und desgleichen im Falle v — 1: 

(cos t) = ~ [ cos t -J- c os (— £)] = cos t. 

Wenn der Satz aber f ür v — 1 und für v als gültig 
feststeht, folgt aus (12), daß 

, V 
ü(p) (cos t) = —— y , p(p) cos (v — 2 a) t — 

^V •*** lrVjCl 
a—o 

v(^p -\-v)— £ £ (p) c o s ^ — j — 2 a ) t 
(2®+2v-l)(2p+2v+l) o v-i w yv-i ,a 

^ a~-o 

ist. Nach Umformung 

cos t • cos (v — 2 a)t = — [cos (v -f- 1 — 2 a) t-\-cos(v— 1—2a)t] 
2 

ergibt sich daraus: 

( 1 3 ) QlpIl ( c o s < ) = 1 c o s (v + 1 ) t + 

v 4 v (2p 4 - v) g(P) 
I y . r J p ) + -fl(P) l ± — — ! ^ = ± - ' \ cos (V+1— 2a)t + 
' w L v,a ^ ^v,a—l (2_p-j-2v—l)(2_p-(-2v-(-l)J 

«=i 

g(p^ cos (— v — 1) £ ] . 
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Es ist hierin nun definitionsgemäß 

q(p) = g(P) = 1 g(p) = g(p) = 1 
-v,o ^v+i,o c7VjV ^v+i, v+i 

und ferner 
Av (2p + v) gW L I *V_1)0 

1 ' IJ n 

= V 

v,i ^v,o (2p + 2i>— 1) (2p —j— *2-̂  —}— 1) 

2p-\- l , 4v (2 p + v)  
2p + 2v— L (2p-\-2v—1) (2p + 2v + 1) 

[(2p + 1) (2p -f- 2v -}-1) — 8p — 4i/]= 
(2p-\-2v— l)(2p + 2 v + l ) 

= 1 I V(2P— 0 = (v + 1) (2P + !) = (p) 
2p + 2i> + 1 2p + 2v + 1 v-fi, i 

Für a > l (und also i / ^ a ) erhält man analog: 

lv(2p + v)g(P\ 
Jp)+q(p) 

/V 1) /7 

V—l, C f - I 

v,a tfVfa-1 ( 2 p + 2 l / — l ) (2p 2v + l) 

M " 2 p - l + 2ff , / v \ " " 1 2p 1 + 2ß 
*"V=i 2 p + 2 * + 1 - 2 0 2p+2v+l-2ß 

4v (2p -f- v) ivA 2p — 1 -\-2ß 
fc;)n (2p + 2i> — 1) (2p -|-2i/-|-l) W-1' ^Z1 2p-\-2v — l—2ß 

A "n(2p—l+2ß) 

= — [(i/--a+l)(2p+2v+l)(2p—l+2a)+ 

( v — a + l ) II (2p+2i>+3—2ß) 
ß=x 

+ a(2p+2i>+l)(2p + 2v—(—1—2a) —4(2p+v) a(i>—a + l)], 

woraus, nach den einfachen Umformungen 

(2p + 2i/+1) (2p— l + 2 a ) — 4a(2p-\-v) = (2p — 1) (2p+ 2i>+l—2a) 

und 

(v— a + 1) (2 p — 1) + a (2p + 2v + 1) = (v + 1) (2p — 1 + 2a), 
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, . , . 4v (2p -j- v) ,(p) I » 1 tfV-U a—i 

fo lg t : 

„vf) i_q\ f ) - y - i , u—i 
v,a v,a-1 (2p-\-2v—1) (2p-\-2v-\r\) 

a—l 
n (2 p — i + 2 ß ) 

a—i 
lv\ 

i=i 
a-f-i 

(v—a-j-1) JT (2p-{-2v-\-3—2ß) 
ß=i 

(v-f 1) (2p—\Jr2a)(2pJr2vAr 1—2a) 

= ("+1) II — = q(p) 
a ß=i %P -\~2v 3 — 2ß yv+i, a 

Die Koeffizienten rechts in (13) stimmen daher sämtlich 

mit den entsprechenden g ^ a (a = 0, 1, 2 , . . ü b e r e i n ; aus 

der Gültigkeit der Behauptung für (x) und Qf& (x) folgt 

also ihre Gültigkeit auch für (sc), und der Satz is t be-

wiesen. 

S a t z 15. 

Mit p^>—und beliebigem v besteht die Beziehung 

[ e W ( a ; ) | < 0 « ( l ) 

für alle x des Intervalls — l ^ ^ ^ l , d. h. die Endwerte 
der Polynome (x) sind zugleich die absolutgrößten Werte 

dieser Polynome im Belegungsintervall, wenn der Exponent p 

der Belegunsfunktion (1 — x2)P mindestens — | beträgt. 

B e w e i s . Nach Satz 14 ist (x) ein lineares Aggregat 

der !Funktionen 

cos vt, cos (v— 2) t, cos (v—4) t, , cos (2—v) t, cos (— v) t 

mit t = arc cos x (für —1 ^ x ^ l) ; die Koeffizienten g^ sind 

lauter nichtnegative Zahlen, wenn p ^ ^ ist (nur für p = — 4 
verschwinden sie mit Ausnahme des nullten und des v-ten). 
Da nun der absolute Betrag von c o sß t höchstens Eins und 
gerade für t = O Eins ist, so erhält man den größtmöglichen 
Wert von (cos t) in der Tat mit t = 0, also — wie behauptet 
— mit x = l . 
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A n m e r k u n g . Daß der Ungleichung \ Q ^ ( x ) \ ^ Q^(I ) 

im Falle p<<—^ hingegen keine allgemeine Gültigkeit zukommt, 

ist ebenfalls leicht einzusehen. {x) = l und (x) = x sind 

zwar für alle p dieselben, ihre Bndwerte werden mit p <C —i 
noch nirgends im Belegungsintervall übertroffen. Aber schon 

bei (x) liegt die Sache anders; es zeigt sich nämlich, daß 

für p < — i 

1 « < r t ( 0 ) j > 

ist. Aus (12) erhält man: 

•>/ 

und aus Satz 13 : 

Q(P)11) = 2 Z + 2 , 
K> 2p+3 

also 
I t f r t ( O ) I l 
— r - r ~ = ^—j—^ > 1 f ü r — 1 < p < — i • 
« ' ^ ( l ) 2i> + 2 

S a t z 16. 

Mit wachsendem p nähern sich alle Nullstellen von c f p \ x ) 

dem Punkte x = o als ihrem gemeinsamen Grenzwerte. 

B e w e i s . Die Behauptung wird bewiesen sein, sobald 

wir gezeigt haben, daß die Quadratsumme der Nullstellen von 

(») mit wachsendem p abnimmt und Null zum Limes hat. 

Da nun in (a?) entweder nur gerade oder nur ungerade 
Potenzen auftreten (je nachdem ob v gerade oder ungerade ist), 
so drückt sich die Quadratsumme der Nullstellen durch den 

absoluten Betrag des Koeffizienten q^ (bei xv~2) aus. Wir 

behaupten, daß dieser Koeffizient 

M = V(P-I) 
2 2 (2 p -\-2v — 1) 

ist. Für v = 2 ist unsere Behauptung richtig, denn es ist 
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Sf = 4 » W = - > 

wie wir schon vorhin gefunden haben. 

Durch Koeffizientenvergleichung (bei Xv-1) in (12) erhält 
man allgemein: 

( * + l ) = Jv) Vdp + V) qy-ri) = q 
-1o (2p -(- 2v — 1) (2p -f- 2 v -\- 1) 

Wenn nun unsere Behauptung für v als richtig angenom-
men wird, so folgt sofort ihre Gültigkeit auch für v - f -1 : 

(V+1) = _ V(V-I) ^ (-2 + v )  

* 2(2p + 2v — 1) (2p-\-2v—1) (2p-\- 2 v+l) 

v[(v — 1) (2p 4 - 2v-\~ 1) - |- 4 p 4~ 2 v] 
2 (2 p 4 " 2 v — 1) (2 p 4~ 2 v 4~ 1) 

v (v 4~ 1) (2̂ 9 4~ 2 v—1) (v-{- l )v 
2(2p-\-2v — l) ( 2 p 4 - 2 v 4-1) 2(2p + 2v+\) 

Die Quadratsumme der Nullstellen von Qf&) (%) ist daher 

v(v — 1) 
2 (2p -\-2v — 1) ' 

also tatsächlich ein Ausdruck, der mit wachsendem p abnimmt 
und den Limes Null hat. Damit ist der Satz bewiesen. 

Vom zweiten Paragraphen her wissen wir, daß die Null-

stellen eines Polynoms (x) und die des Polynoms (x) (das 

also den nächstniedrigeren Grad hat, aber demselben Orthogonal-

system angehört) sich gegenseitig trennen (Satz 8). Obwohl 

nun gemäß Satz 16 die Nullstellen von (x) dem Absolut-

betrage nach im allgemeinen kleiner sind als die Nullstellen 

von (x), trennen auch sie die Nullstellen von (x) auf 

dieselbe Weise. Wir behaupten dies in 
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S a t z 17. 

Zwischen je zwei aufeinanderfolgenden Nullstellen von 
(x) (v^2) liegt genau e i n e Nullstelle von Q^p+1) (x). 

B e w e i s . Nach Satz 11 bestehen die Identitäten: 

(.14) (i x?)p Q(P) cx) . (1 X-YjTv 

( *>) Vv (X) rC2p+2v+Ij-- dxv 

(15) (I_ : 1 ;2 ;p+1 qf.p+1) ( x ) = < - 1 

V-I r(2p-j- 2 v - f l ) 

Aus (15) ersieht man sofort, daß die Nullstellen von Q(P+)HX) 
V-I ' 

— wir bezeichnen sie der wachsenden Größe nach mit »(p+1»*'-1), 

x(p+\,v-i)^ ^ jjp+uv-x) — zugleich Nullstellen von 

dv~l ( i - x 2 ) p j t v  

dxv~l ~~ 

sind. Wegen p -|- 1 > 0 ist ferner 

l i m (1 — x2)p+1 = O u n d l i m (1 — X2)P+X = o, 
0?-»—l-j-0 .«->1—0 

also hat 
dv~l (1 — x2)P+v 

dxv~l 

in den beiden Endpunkten des Belegungsintervalls den Grenz-
wert Null. Nach dem Bolle sehen Satze verschwindet daher 

äv_( 1 — x2)P+v 

dxv 

mindestens an einer Stelle zwischen —1 und X[p+^v-1\ j e 
mindestens einmal zwischen a;(i,+1»v-1) und ^(p+1^-1) mit 

a a-\-1 
a = l , 2, 3 , . . . , v — 2, und schließlich mindestens einmal zwischen 

x(p.fi,v_i) u n ( j i Nach (14) können das nur Nullstellen von 
V-X v ' 

Ö « (x) sein, da (1 — x2)P zwischen —1 und 1 nirgends 
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verschwindet; mithin ist ihre Anzahl genau v. Bezeichnet man 
sie der Größe nach mit 

x(p>v) x(p,v) x(p,v) 
1 ' 2 ' 3 ' ' ' * ' V ' 

so gilt folgende Kette von Ungleichungen: 

— 1 < xtPri < xip+^v-y) < x{p.v) < x(P+hv-i) <  

1 1 2 2 

<#(*>.»0 < ^ X ^ + 1 , v - i ) < _ < x ( p , v ) < x { p + u v - i ) < 3 C { p , V ) 
3 3 V—l V— 1 V 

q. e. d. 

§ 6. D i f f e r e n t i a l g l e i c h u n g e n d e r P o l y -
n o m e Q « (K) u n d I n t e g r a l s ä t z e . 

S a t z 18. 

Das Polynom Qip\x) genügt der Differentialgleichung 

(1—^2) — 2 (H-I) a? ^ + v (2p -f v + I) y = 0. 

B e w e i s . D e r A u s d r u c k 
d2q(p\x) 

(1 — x2) 
dx2 2 (p -J- 1) a? 

dx 

den wir kurz mit A(x) bezeichnen, ist offenbar ein Polynom 
vom Grade ^ v und läßt sich daher als ein lineares Aggregat 
von Q{p\x), QfP\x)> QfP\x),..., Qip\x) darstel len: 

A (x) = Co Qj,?) (X) + Gi QM(X) + ...+ Cr QfH=O) • 

Wegen der Orthogonalität der Polynome @f(x) lassen sich 

die Koeffizienten CA aus den Gleichungen 

C0NQff =(A1QW) 

C1 NQW = (4, Q<M) 

(16) 
C^1NQffi = (A, Q(P)i) 

Cv ATQ(P) - (A, Q(P)) 

berechnen. Die rechten Seiten dieser Gleichungen sind am 
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einfachsten mit Hilfe der inneren Produkte (A, xa) zu finden, 
indem man A (x) in der Form 

a , „ ! _ *<!>1 
( 1 — x 2 ) P dx[ dx J 

umschreibt. Es ist also 

f 1 d r dQ(pXx)-i 
(A, xa) — / (1-—,t2)P+ 1 — - • xa(\—x2)P dx = 

J (I-XiV1 dx L dx J J (1—x2y dx 

r d r d Q ^ ( x ) ' l 

' J ' ' " , / , - I " - ' v ' ' ' ; ,/, I 
—1 

woraus für a = 0 fo lg t : 

d Q^(X) f ^ ] - ( r ayy>(x)Y 
U7> •••»• 

jJJ" — 1+0 

und im Falle a ; > 0 (durch Produktintegration): • 

/

1 d (x) 
Xa-1 (1 — x~)P+x . v dx . 

dx 
—i 

Für a — 1 ergibt sich ferner aus (18): 

(19) (A,x) = — [ ( 1 — x 2 f + 1 <$V\x)f^1"" -
L v ^x l+o " 

1 

— 2 (p - j-1) j X(I —x~)P Qjf \.r) dx — 

—i 

= — 2 ( p + ! ) ( « , 

und f ü r a > l : 

(20) (A, xa) = — a \xa-x (1 — x 2 f + 1 QfP) {x)T* 1_° + 
V -*£C-> —J-+-0 

1 

+ a J | (a— 1) Xa-2 (I-X2)P+1 — 2 (p^l) xa (I-X2)Pj Q(P) (x) dx = 

—l 

= — a (2 p - f a + 1) (#«, Q(P)J -f- a (a—1) [xa~2, J . 
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Da nun Q f ) (x) zu allen xa mit a = 0 , 1 , . . . , v—1 ortho-
gonal ist, so folgt aus (17), (19) und (20): 

(21) (A^xa) = O mit a = 0,l,...,v—l; 

nach Satz 2 ist daher auch 

^A, Q f ) ^ = 0 m i t a = 0, I t . . . , v — 1. 

Setzt man dies in (16) ein, so folgt : 
C0 = C1 = ... = Cv^ = 0. 

Wegen (2 L) ist ferner 

also nach (17), (19) und (20) — mit Rücksicht auf Satz 4 — 

j 0 , wenn v = o 
^at q(p)j = J — 2 (p-f- l) n q f ) für o; = 1 

^ — v (2 p -)- v -f- 1) NQf) f ü r v^>l, 

was sich offenbar auch für alle v so schreiben läßt: 

(22) ^ A , Q f f ^ = - v ( 2 p + v + l ) N Q f r K 

weil ja eben ^ (2p -J- v -j- l) mit v = 0 verschwindet und mit 
v=l den Wert 2p -f-2 annimmt. Aus (22) und der letzten 
Gleichung in (16) ergibt sich daher 

CV = — v (2 p -j- V -{- 1). 

Es ist folglich 

A (./;) = — v (2 p + v + I) Q(P) (./:) , 

d. h. 
d'q(p)(x) dq('p)(x) 

(23) (1 - 2 (p + 1) x — = 

= — v (2 Pj

rV 4-1) Q(p) (oc), 

q. e. d. 

B e m e r k u n g . Das Polynom Qf) (x) ist übrigens bis auf 

einen konstanten Faktor die einzige polynomiale Lösung seiner 

Differentialgleichung. 
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Diese Differentialgleichung 

(1 — X2) y" — 2 (p - f - 1 ) x y' -f- v (2p -f- v -|- 1) y = O 

hat stets die triviale Lösung y = 0; daß aber jede nichttriviale 
polynomiale Lösung genau vom Grade v sein soll, zeigt sich 
folgendermaßen. Geht man mit dem Ansatz 

y = C0X
x Ar C1 Xx-1 + . . . + cx_x X + cx (C0 ^ 0 ) 

in die Differentialgleichung ein, so erhält man durch Koeffi-
zientenvergleichung bei xx: 

co [ — — 1) — ^ i p j t 1) h j t v (zp —j— ^ - f - 1)] = O , 

also: 
(v — x) (2 p -{- v -j- x -j~ 1) = 0 • 

Wenn nun 2p Ar l - f v-\-x^O ist, folgt daraus x = v. Der Fall 
2p -j-l ArV

j

rK = O kann nur f ü r p — — v = o eintreten und 
f ühr t dann eindeutig zu x = O (also gleichfalls zu x = v). Denn mit 
pZ>~~ 1 ist auch 2 p 4 ~ l > — 1; damit nun 2pJ

rlA-v-\-x f ü r 
irgendwelche ganzzahlige nichtnegative x und v verschwindet, 
soll 2p^r 1 nichtpositiv und g a n z sein. Die einzige Möglichkeit 
ist daher : 2p -J- 1 = 0 (d. h. p=—\), und zwar liefert dies nur 
mit v = o f ü r % einen nichtnegativen ganzzahligen W e r t : x = 0. 

Es sei dann 

P v ( x ) = C0 Xv - | - C1 X v C v _ 1 X - } - Cv (c0 0 ) 

irgendeine polynomiale Lösung der obigen Differentialgleichung ; * 

nach Satz 18 ist das Polynom (x) auch eine Lösung, und, da 

die Differentialgleichung in y, y' .und y" linear-homogen ist, soll 

K1 Pv (.¾) + Ki Q « (x) 

(mit beliebigen Konstanten K1 und K2) ebenfalls eine Lösung 
sein, also insbesondere auch 

Pv (x) — c0 Q(p) (¾). 

Dies ist aber ein Polynom höchstens (v— i)-ten Grades und kann 
infolgedessen keine nichttriviale Lösung sein. Folglich ist 

Pv (x) — c0 Q(P) (x) = O,. 

3* 
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und jedes Pv (x) stimmt daher bis auf einen konstanten Faktor 
mit dem Polynom (x) überein. 

S a t z 19. 

Für v ^ 1 ist 

\ dx lx=1 r ' ( p - f 2 )T(2p + 2 » ) " 

B e w e i s . Setzt man in (23) x = 1, so hat man: 

Id Q(p\x)\ 
2 (|> + 1) \ — v ^ x — ) x i = v (2 P j

r V j
r 1) ( 1 ) . 

Weiterhin braucht man nur noch für Q ^ ( I ) den durch Satz 13 

ausgedrückten Wert einzusetzen, alsdann an beiden Seiten der 

Gleichung den (positiven) Faktor iZipj
rI) zu unterdrücken, 

und der Satz ist bewiesen. 

F o l g e r u n g . Mit Rücksicht auf die aus Satz 9 folgende 
Relation 

dx I x=-1 \ dx I 
l d - x j l i I = C - D v - 1 . 

x=t 

ergibt sich aus dem Obigen noch: 

/dqü»(x)\ _ • , r ( p + v ) r ( 2 p + y + 2 ) 

\ dx ' ' r(ß+2yr(-2p+2v) x~—\ 

Wir kommen nun zur Berechnung der Integrale 
i i 

(24) f q(p) (x) dx und f x {x) dx . 

In verschiedenen Spezialfällen kennen wir sie bereits. 

l . Im Falle p = 0 ist die Belegungsfunktion (1—a2)° = i 

und nach Satz 12 N Q ^ = 2 und N Q ^ = 1 ; es folgt somit 

aus der Orthogonalität der Polynome Q(°) (#): 
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/ > ( « ) & = ( < ? , O = P f
t

t t r " = 0 

I1 l O Iur v = 1, 2, 3,.. . 
und 

f X <£>(») dx = «», O = IJ - « 1 
Jfi (0. für v ^ 1. 

2. Wegen (x) = l und (x) = # ist auch allgemein 

/Qirt (x) dx = 2 und f x QfP) (x) dx = f . 

3. Ferner ist allgemein (nach Satz 9) das Polynom 

Q(p) (x) entweder eine gerade oder eine ungerade Funktion, je 

nachdem der Index v eine gerade oder ungerade Zahl ist; in-

folgedessen gil t : 
i i 

S dx = O u n d f x (x) dx = O (̂ ¢- = 0 , 1 , 2 , . . . ) . 

Zur vollständigen Kenntnis der Integrale (24) — also für 
alle p >> —1 und v = 0, 1, 2, 3, . . . — haben wir daher nur 
noch die Integrale 

/ (x) dx und f x Q^+l {x) dx 

im Falle p ^ 0, fi> O auszuwerten. Dies geschieht in den zwei 
nächsten Sätzen. 

S a t z 20. 

f q(p) ( x ) d r — 2 ' i / / + 1 r (p 4- 2^) r(2p -f 2/j,)  
J w } 2(j, + 1 r(p) r(2p - f 4(i) 

(für p ^ O und fi = l, 2, 3, . . . ) . 

B e w e i s . Nach Satz 18 ist 

d2Qfp\x) d QftXx) 
v(2p + v+ 1) cfrt(x) = ( x 2 - I ) - + 2 0 + 1 ) 2 J j - - , 
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also: 

(25) v (2p -(- v -j- 1) J'Qf^Xx) dx 

d*QkP){x) r dQip\x) r a-wx'kx) r 
= J ( X 2 - I ) dx —(— 2 —j— 1) J , x —^ dx • dx 

—1 

Nun ist aber, wie man durch Produktintegration feststellt, 

d2<$P\x) x d QfP)(x) 
— 1 ) — ^ — d x — 3 y . 2 I x v dx dx 

und 
n d Q^P) (a?) r 

J x ' ~ k ~ d x = [ e ' p > ( 1 ) + Q i p ) ( — J ) ] — J Q [ p ) < * ) d x • 
— 1 — 1 

Mit Benutzung dieser Beziehungen ergibt sich aus (25) im 
Falle v = 2 \i: 

i 

[2 ß (2p -f- 2 ̂  - f 1) -}- 2p] J Q(P) (x) dx = 2p (1) = Q&) ( — 1)] , 

—l 

und hieraus, mit Rücksicht auf Satz 13, nach einfacher Rechnung 

» + „ B , + « , . , / « « w , i , - » . • 

- l 

Dies geht durch geeignete Kürzungen in unsere Behauptung 
über. 

S a t z 21. 

Lq<P> (X)dz =2*+* • . " - ^ 7 + V ! x 2 I t 2 f t ' 
J 2̂ +1 2fJb 4- 3 i(p) r(2p 4" 4fi 4~ 2) 

—l 

(für p 0 und l, 2, 3 , . . . ) . 

B e w e i s . Wir berufen uns auf die Beziehung zwischen 

Qt^i(X), Q^)(x) und Q^1(X) (Folgerung von Satz 12) und er-

halten daraus durch Integration: 
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fxQ(p\x) dx = f (x) dx-\~—— v('2^~ha') — — rq(p) ^ _ 
J % v j j vv+1\ j * (2p-\-2v—l){2p+2v-\-l) J ^v-i ' 
—l —i —l 

Alsdann drücken wir für den F a l l _ p ^ 0 , ^ = 2 ^ - f - l die 
rechterhand stehenden Integrale durch die Werte der Gamma-
funktion aus (gemäß Satz 20) und haben: 

f X 0(r> ix) de- ' 2 W r<-p + 2fl + 2 ) r ( 2 p + 2 f l + 2 ) I 
J XV2M+1{X> 2 / t + a T ( p ) T ( 2 p + 4;t + 4) ^ 

— 1 

, (2ß -j- 1) (2p -f 2(i -j- 1) 22^+1 F (p-\-2(i) F {2p-\-2(i) 
(2p -J- 4^-j-1) (2P H- H- 3) 2fi —|— i r (p) r(2p —i— 4^0 

Wegen 
r(p -\-2fi) •±r(p-\-2(i-\-2) 

(2p -j-~ 4jtt—|—l)(2p —j— 4̂ 6—j—3)-f(2_29—j—F(2jtj—)—4̂ tx—j—4) 

ergibt sich daraus: 

f xQ(p) (x) dx 
J 

= 2 W . 2 ^ + - 2 ^ + ] _ ' -j' • - , n 2 ' ' ' . ( 2 j ) + 2 ^ + 2 ^ + 3 ) = 
2 ^ + 3 F(p)F{2p-f4ju-f-4) F ' ^ ; 

__ 22//+3 2^ 4 - 2 m 4"1- r(p 2,a -j- 2) F(2j) -j- 2f,i) 
' 2(i + 3 F{p) ' f ( 2 p + 4//-:-3) 

Beachtet man ferner, daß 

r(p-\-2ii-\-2) (p 2p, -}- 1) r(p -|- 2p, -{- l) 1 F(p -j - 2(i 1) 
r(2p—j~4|tt—|— 3) (2p —(— 4̂ m. —f— 2) r(2p -(- 4/^- j - 2 ) 2 F(2p —|—4^66—j—2) 

ist, so gelangt man zur Behauptung des Satzes. 

D r i t t e r T e i l . 

Extremalaufgaben der Interpolationsrechnung. 

§ 7 . B e z e i c h n u n g e n u n d P r o b l e m s t e l l u n g e n . 

Die zu interpolierende (resp. zu integrierende) Funktion 
bezeichnen wir mit f(x). Ihre Steigungen definieren wir suk-
zessiv durch die Gleichungen 
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(26) f l X l i X ) = f l * ) - f M 

(27) KXliX2,...,XjeiX) = 

X — X1 

/'(X1, x2i , Xx vX) — f(xx, .r2,. . . , aßx_v Xx) 

' X Xx 

(x = 2, B,...),16 

wobei im Palle x = xx der obige Differenzenquotient durch 
seinen Grenzwert 

lim f(xx, x2,..., xx, x) = f(xlf x2,... ,xx,xx) 
x-*-xx 

zu ersetzen ist. 

Unter Benutzung dieser Ausdrücke schreibt sich die allge-
meine Formel der sogenannten parabolischen Interpolation mit 
beliebigen (reellen) Koinzidenzstellen X1, x2i ..., xQ in der Form 
(die iVewfomsche Interpolationsformel): 

q cc—1 

(28) f(x) = £ fix 1 ,X2, ...,xa) n (x — Xß) + 
a—i ß=y 

9 
jT f(x 1J X2 . • • • » X0 ,x) n (X — xa).17 

q 
cc—l 

Da hierin die Summe 

(j cc-1 

J T f(xt ,x2i ... ,Xa) II (x — Xß) 
ß=l 

cc-1 ' 

ein Polynom (g — l)-ten Grades ist — die Steigungen 
f(xx, x2, ..., xa) sind ja gewisse konstante Koeffizienten —, 

1 6 Unter f(xl ,x2,...,x , x ) verstehen wir dabei den Wert der be-

reits definierten Steigung f{x1,x2,...,x}( , x) für x = x^ . 
17 Die Steigung-/(X i

1 , x2,..., x ) bedeutet im Falle u = 1 einfach f{xx); 

o 
das „leere" Produkt TI <PR ist gleich Eins zu setzen, abgesehen davon, was 

/9=.1 P 

für ein Ausdruck <P0 hinter dem Produktzeichen steht (analog ist die „leere" 
P 

o 
Summe Z <!>„ stets Null). 
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so nennen wir auch die Formel (28) eine Interpolationsformel 
(e — l)-ten Grades. Das letzte Glied 

9 
f (X1, x2, ..., xp, x) n (x — xa) = Rp (x) 

CC=1 

bezeichnen wir als Restglied der Interpolationsformel (28). 

Aus der Gleichung (27) erhalten wir nun 

(29) f(xi,x2,..., xx_v x) = f(xux2, ... , xx_x , xx) -f-

-f (x — Xx) f(xlt X2, Xxi x), 

eine Beziehung, die es gestattet, durch Umformung des Rest-
gliedes RQ(x) den Grad der Interpolationsforme! (28) schrittweise 
zu erhöhen 18. 

Durch Integration erhält man aus (28) die allgemeine 
Quadraturformel 

b b 

r p CC—1 
f(od) dx — 2 f(X1, X2, ...,Xcc) / n (x — Xß)-dx-\-

CC=I J ß=l 
a a 

b 

H- I f (xi> X2 , ..., xp , hc) II (x — xa) ' dx, 
J CC= 1 

a 

worin das vom Restglied Rp (x) herrührende Integral 

9 
f(xi, x2, xp, x) II (x — xa) • dx = 9l{) / CC= 1 

als Restglied der Quadraturformel (30) bezeichnet wird. 

Vorausgesetzt, daß die Funktion f(x) in dem von den 
Zahlen xu x2, ..., xo, x aufgespannten Intervall £>-mal differen-

18 Ausgehend von der Gleichung (26), die, in der Form 

f (x) = f(xi) + (® — ®i) f(xi, x) 

geschrieben, offenbar als eine Interpolationsformel nullten Grades angesehen 
werden kann, läßt sich übrigens durch die erwähnte schrittweise Erhöhung des 
Grades auch die allgemeine Formel (28) herleiten. 
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zierbar ist, gibt es für diese Punktion in diesem Intervall (nach 
einem Satze von Cauchy) mindestens eine, durch die Zahlen 
X1, x2, . . . , xQ, x bestimmte Zahl u derart, daß 

ist. Polglich verschwindet das Restglied R()(x) identisch, sobald r  

/ ^ ) (^ ) = 0, d. h. f(x) ein Polynom vom Grade ^g— 1 ist, und 
zwar n u r in diesem Falle. 

Das Restglied verschwindet gewiß auch, wenn f(o)(x)=o 
ist, kann aber noch für solche f{x) verschwinden, die Poly-
nome etwas höheren Grades als des (<?—l)-ten sind. Dabei 
kommt es auf die Verteilung der Argumentwerte X1, x2, ...,x 
an; wählt man sie beispielsweise so, daß 

Wir sagen, daß die Quadraturformel (30) vom Grade a 

sei, wenn das Restglied 9¾ im Falle f-a+^{x) = O verschwindet 

und im Falle f (x) = const ^ O von Null verschieden 

ausfällt. 

Wir kommen nun zur Formulierung unserer Extremal-
aufgaben. 

I. Wie sind die Argumentwerte X1, x2, ... ,xQ(bei festem g) 
zu wählen, damit die Quadraturformel (30) einen möglichst 
hohen Grad hat? 

II. Wenn man die Endpunkte des Integrationsintervalls 
unter die g Argumentwerte aufnimmt (etwa X1 = a und xQ = b 
setzt), wie müssen dann die übrigen g — 2 Werte gelegen sein, 
damit die Quadraturformel (30) ihren höchsten Grad erreicht? 

III*. Mit welchen g Koinzidenzstellen x1,x2,...,xQ fällt 
im Intervall a ~ x^b das Restglied Rp (x) der Interpolations-
formel (28) im Mittel am kleinsten aus? 

a 

ist, so verschwindet das Restglied 9ip noch im Falle 

f(c)(x) = const 7^ o. 
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IV*. Fixiert man zwei Koinzidenzstellen in die Bndpunkte 
des Interpolationsintervalls (etwa X1 = a, x = b), welches 
müssen dann die übrigen Koinzidenzstellen sein, damit das 
Restglied JRQ(x) im Mittel am kleinsten wi rd? 

Die zwei letzteren Fragen bedürfen zunächst noch einer 
prinzipiellen Erläuterung und Präzisierung. Das Integral 
b 

/ [ ^ K T 2 dx stellt ein natürliches Maß für die mittlere Größe 
a 

des Restgliedes d a r J 9 ; es liegt nun nach Satz 1 der Quotient 
6 

h f{xu x2, , xqjx)]2 II (x — ^a)
2 • dx 

b 

/

0 
n 

CC=1 

n (x — xa y2 • dx 
t=i 

zwischen denselben Schranken wie Ifix1, OCi) j • • • j QC> Q) x)]2, und 
es gibt daher, wenn die Steigung f{xx, x2, ... ,xQ, x) f ü r alle x 
in a^x^b existiert und stetig ist, eine Zahl v in a <C x <Cb 
derart, daß 

6 6 

/ \Rq(x)~Y dx = [/" ix\, x2,.. ., xQ, y ) ] 2 n (x — xa)
2 ' dx 

J J a=l 
a a 

ist. Das linksstehende Integral, das durch eine gehörige Wahl 
der Koinzidenzstellen möglichst klein gemacht werden soll, 
zerfällt also in zwei Faktoren, von denen der letztere allerdings 
nur von den Koinzidenzstellen, der erstere aber noch von der zu 
interpolierenden Funktion selber abhängt . Will man sich nun 
auf keine speziellen Funktionen f (x) beschränken, so bleibt 

b 

nichts übrig, als die Abhängigkeit des Integrals J dx 
a 

von dem Faktor [f{xu x2, •.xQ, v)}2 zu vernachlässigen (a. h. 
so zu verfahren, als wenn sich diese Abhängigkeit „im Durch-

19 Das (quadratische) Mittel von RQ{%) in a-g^x^=b definieren wir, 

wie üblich, durch die Relation 
b 

R 2 = J—!— f\R (x)\*dx . Q b — a J Qy ' Q b — Ct J Q a 
Bei den obigen Fragen kommt es daher allein auf das erwähnte Intergral an. 
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schnitt für alle fix), die wir je zu interpolieren haben", aus-
b 0 

gliche, und nur den anderen Faktor J IT {x — xa)
2 • dx mög-

a a=l 
liehst klein zu machen. Die Fragen IIP und IV* ersetzen wir 
daher durch die folgenden: 

III. Wie sollen die Zahlen xlf x2,..., x0 gewählt sein, da-
mit das Integral 

b 

II (x — xü)2 • dx 
a 

am kleinsten wird? 

IV. Mit welchen Zahlen Xj J Xty • • •) wird das Integral 

f. 

f 
b 

V 

{x — a)2
 (x — b)2 II (x — xa)

2 - dx 
a=l 

am kleinsten? 

§ 8 . L ö s u n g d e r A u f g a b e n I u n d II. 

Der Einfachheit halber setzen wir a = —1 und 6 = 1, 
was keine wesentliche Einschränkung der Allgemeinheit be-
deutet20. Die erste Aufgabe besteht darin, solche Zahlen 
X1, x2,..., xQ zu bestimmen, daß in der nach (29) formal gel-
tenden Entwicklung 

c " I fix j , X2, . . X Q , x) n ix — xa) • dx = 
a = 1 

z Xq ic-i 
= 2Jf(xi,x2,...,xQ, xQ+l...,xQ+a) / n ( X - X ß ) - n (x—xQ+y)-dx -f 

J ß=1 y=1 
a-rl -1 

1 

/

y+z 
fixu x2,..., xQ, Xq+1, ..., xQ+T , x) n ix — xa) • dx 

g=zl 
— 1 

bei möglichst großem t sämtliche rechtsstehende Glieder mit 
Ausnahme des letzten verschwinden, wie auch immer die 
hinzugekommenen Argumentwerte xQ+1, xQ+2,..., xQ+T gelegen 

20 Man kann ja die unabhängige Variable x s te ts auf solche Weise 
linear transformieren, daß ein beliebiges Intervall a ^x in — l ^ X ^ l 

übergeht ; die Transformation laute t : ^ = + —-y-0 
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sein mögen. Es soll also das Polynom p-ten Grades (mit 

reellen Nullstellen) JJ(X -Xcc) zu beliebigen Polynomen, deren 

Grad einen möglichst langen Abschnitt der Folge 0, 1, 2, 3 , . . . 
durchläuft, orthogonal sein, und zwar in bezug auf die Be-
legungsfunktion ip(x)^l und das Intervall — l < C x < C l . 

Dies setzt zunächst eine obere Schranke für den Grad o 

der Quadraturformel (30); das Produkt JI (x — xa) kann nämlich 

keineswegs zu beliebigen Polynomen e-ten Grades orthogonal 
sein, weil es dann insbesondere zu sich selbst orthogonal sein 
müßte (was nach Satz 3 unmöglich ist); folglich gilt stets 

% — l < e 

und (wegen G = Q j
r T — 1 ) 

o < 2 Q . 

Der Fall ö = 2^ —1 tritt aber gerade für 

ein: l) nach Satz õ ist ja das einzige Polynom p-ten 
Grades mit dem höchsten Koeffizienten Eins, das zu sämtlichen 
Polynomen vom Grade <Cq orthogonal ist (bezüglich der Bele-
gungsfunktion ^ e = I und des Grundgebietes — l < a ? < l ) , und 
2) nach Satz 6 hat Qi

p (x) lauter reelle Nullstellen. 
Die Lösung der ersten Aufgabe lautet daher: die Null-

stellen des Polynoms Q(
p(x) als Argumentwerte X1, x2,...,xQ 

gewähren der Quadraturformel (30) den höchsten möglichen 
Grad 2 p — l. 

Bei der Lösung der zweiten Aufgabe gehen wir aus von 
dem Restgliede21 

9*„+2 = f(—1,1, x{,x.2,..., xv, x)- (x* — 1) JT (x — xa)' dx 

und denken es vermöge (29) folgendermaßen umgeformt: 

21 Wir fangen mit der Numeration der Argumentwerte erst nach den 
zwei vorgeschriebenen (—1 und 1) an; der Index p = y-}-2 bei 9¾ bezieht sich 
auf ihre Gesamtanzahl. 

q 

JT (x — xa) = Q{\x) 

v 

—l 



46 ARNOLD TUDEBERG A XXVIII. 

/

y-^-(x— 1 
(x2 — 1 ) n (X—Xß)' dx + 

ft=i 

/s V-\-X 

- f I f(—1,1,X1, X2,..., Xv, Xv+v...,xv+t n (x—xy)-dx. 
j y=i 
—i 

Gefragt wird also nach solchen Argumentwerten f t̂ f) J alay j 
daß für ein möglichst großes % sämtliche Integrale 

i r-f a—\ 
(31) J (x2—1) II (x — xß)'dx (a = 1 , 2 , . . . , r) 

ß=i 1 

- i 

verschwinden, ganz abgesehen davon, was die (reellen) Zahlen 
j • • •' XyJrX i sind. 

Schreibt man nun den Ausdruck (31) in der Form 
i 

/

< v a—l 
I I (x — Xß) • II (x — xVJ^y) • (1 — X2) dx , 

ß=i 7 = 1 
—l 

so ist dies Integral ein inneres Produkt der Polynome 

v a—l 
II (x — xß) und II (x —xv+y), 

ß=i y=i 

in bezug auf die Belegunsfunktion 1 — x2 und das Belegungs-
intervall — 1 < X 1 . Die Forderung, daß das Integral (31) 
verschwinden soll, bedeutet also, daß das Polynom 

II (x — Xa) 
Ct=1 

zu einem beliebigen Polynom (a—l)-ten Grades (mit reellen 
Nullstellen) orthogonal sein soll. Ähnlich wie früher, erhalten 
wir daraus auch hier eine obere Schranke für T und daher 
eine für o: 

v — I O , a < 2 v-{-2, [d. h. ff<<2£) — 2], 

denn es ist ja, gemäß der früheren Festsetzung, 

7»-J-2 = Q und ff = {)-(- T—1. 
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Der Grad o = 2 v -j-1 ist aber schon erreichbar, und zwar 
nur durch 

V 

n (x — Xß) = = (x), 
ß=l 

wie aus den Sätzen 5 und 6, analog wie oben, folgt. 

Unter der Bedingung, daß in der Endpunkten (—l und 1) 
des Integrationsintervalls je einer der Argumentwerte liegen 
soll, hat die Quadraturformel (30) also höchstens den Grad 
2 Q — 3, und dieser wird nur dann erreicht, wenn für die übri-

gen Q — 2 Argumentwerte die Nullstellen des Polynoms Qj2_2(re) 
eingesetzt werden. Damit ist die zweite Aufgabe gelöst. 

§ 9 . L ö s u n g d e r A u f g a b e n III u n d IV. 

Setzt man, wie im vorigen Paragraphen, a = — l und b= 1, 
so lautet die dritte Aufgabe wie folgt. Es sind die (reellen) 
Zahlen X1, x2, .. , xQ so zu bestimmen, daß das Integral 

i 

(32) j II (x — xay
2 • dx 

J CC=1 
—1 

seinen minimalen Wert annimmt. 

q 
Das Produkt II (x — xa) ist jedenfalls ein Polynom p-ten 

CC=z 1 

Grades mit reellen Nullstellen, also auch reellen Koeffizienten, 
und zwar mit dem Koeffizienten Eins bei der p-ten Potenz; 
folglich ist es in der Form 

II (X xa) — Q'ff Ct) "b^'o-1 Qi^L1 (-^jT CQ_2 Ql^2 (X)Ar.. .4-
CCz=I 

darstellbar, wobei C0, C1, . . . , C 0 1 irgendwelche reelle Zahlen 
sind. Daraus ergibt sich nun, wegen der Orthogonalisätseigen-
schaft der Polynome Q(

p (x), 
1 

f n (x-xa)2.dx=wo™+cJ_1Afe^I+^_2^i2+...+c^^0). 
J CC=Zl 
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Das Minimum des rechtsstehenden Ausdruckes tritt offenbar für 

C0 = C1 = ... = (V1 = 0 

ein; es fragt sich nur, ob das linksstehende Integral dies Mini-
mum wirklich erreichen kann, wenn für xx, x2, ...,xQ nur reelle 

Werte zugelassen werden. Da nun Q{
q (x) lauter reelle Nullstel-

len hat, ist diese Frage zu bejahen; Aufgabe III ist also 
lösbar, und die Lösung lautet: die Nuüstellen von Qq

}(X), für 
X11 x2, ..., xQ eingesetzt, liefern dem Integral (32) seinen klein-
sten Wert. 

Die vierte Aufgabe besteht darin, die Wahl der (reellen) 
Zahlen X1, x2, . . . , xv so zu treffen, daß 

(33) T (x-—l)2 JJ (x — xa)
2 -dx 

J «=i 

am kleinsten wird. 
V 

Das Integral (33) ist die Norm des Polynoms jrj (x—xa) in 
C t = I 

bezug auf die Belegungsfunktion (1 —x2)2 und das Intervall 
— l < x < l . Bs folgt somit, indem man 

17 (x-xa)=$\x)+Cr_fi™p)+Cv^Qfl2(x) + ... + C0Qf(x) 
Ct=1 

setzt, 

f v 

j (x2 — l)2 II (x — xa)
2 • dx — 

J «=i 

= NQf + C^1 NQiI1 + Cl_% NQt2 + • • • + C0

2 AfQf. 

Das Integral (33) hat also den kleinsten Wert, wenn 

V 

C0 = C1 = ... == Cv_x = 0, d. h. n (x - xa) = (*) 
Ct=I 

ist. Folglich müssen xux2,...,xv die Nullstellen des Polynoms 

Q(*\x) sein. 
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§ 10. V e r g l e i c h e n d e u n d e r g ä n z e n d e Be-
m e r k u n g e n . 

1. Die erste und die dritte Aufgabe haben ein und die-
selbe Lösung — die Gesamtheit der Niillstellen von Qi^(X). 
Obwohl nun die zweite Aufgabe gegenüber der ersten und die 
vierte gegenüber der dritten den gleichen Unterschied aufweisen 
(nämlich, daß zwei von den Argumentwerten X1, x 2 , x Q in 
den Endpunkten des Intervalls festgelegt sind), ist dennoch 
die Lösung der zweiten Aufgabe von jener der vierten im 
allgemeinen verschieden. Denn außer den zwei trivialen Fällen 

Qo\x) = Qf\x)=1 und Ql^(X) = Q1Xx) = x 

sind die Polynome Qi
v (x) und Qi^ (x) nicht miteinander [und 

auch nicht mit den Q^Xx)] identisch, also stimmen auch ihre 
entsprechenden Nullstellen keineswegs sämtlich überein. Die 

Polynome (ff(x) und ihre Nullstellen x ^ v \ x M 5 . . . , x ^ - v ) sind22 

z. B. für v = 2, 3, 4, 5 : 

= ^ s - - K 

, r — v i , 

Q{°\x) = .c'' — ix , 

x m = _ ) = 0 i xw> = , 

= x' — 7 -r s-, • 

*<*•> _ I = _ | -.' ' - ' , 

;r(0,4) = y3-2 vv2 ^ x(0a) = | / 3 + 2 v1-2 ? 

Q^ (x) = x° — f xs - J I i x , 

- - 1 Y&+2V^ , 4°'5) = - • , 

« T - » . < - 6 , = i / 5 - 2 / V " , i y 5 + 2 F f , 

22 Der Kürze halber bezeichnen wir im folgenden den p o s i t i v e n Zweig 
der Quadratwurzel (aus einer positiven Zahl u) mit yu (anstatt mit \yu\). 

4 



50 ARNOLD TUDEBERG A XXVIII. 3 

die entsprechenden Qv\x) und ihre Nullstellen x ^ v \ x^ v\...,x^- v): 

Q2\X) = x- — i , 

x ™ = - v i , 4 1 , 2 ) = K i , 

Q^\x) =x3 — f x, 

^ = x ™ = 0, 4 U 3 ) = / j , 

Q1

4

1' (X) = X 4 - 1 X2 4 " -Jf ' 

= - ] A ± ~ * , 4M ) = - 1 / 1 H p - . 

4M ) = I i j ; 1 1 . » r - | 1 : f 1 . • 
'/A /y»'-' 111 /yi3 I Jl_ /vi 

Vx/ ,>6 11 33 ' 

1 4 W - - 1 / s " , t ^ . 

= 0 > = 1 / 5 r - ^ 1 , = I : - ; p , 

und die Polynome Q(

v(x) mit ihren Nullstellen: 

Q{*](x) = x2 — \ , 

^ = x f » = K ' [ , 

Qf \x) = Xs \ X , 

^ 3 ) = - K i , ^ = 0 , ^ = v i , 

Qf \x) = Xi — I1 X 2 , 

(2,4) _ _ ] / 3 + 4 K : l I z 3 - 4 K l 
|/ 2 J 5 -̂ 2 — \ 11 

J ^ ) __ l / 3 ~_ 4 K l (2,4) __ ]/ a + 4 X A 
3 I' 11 ' 3 x 11 
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y>\ -v'i'3 JJ] /yiB I 15 rv\ ^ ) 1¾ & j 143 5 

I / 5 + 4 7 I l / f . - 4 ) / I 
(2,5) _ / 11 „(2,5) _ _ / 1' 

x I — v 13 ' x 2 » 13 ' 

4^» = o, l / 5 _ Z ^ I 
3 ' 13 ' 5 ' 13 

Berechnet man für alle obigen Nullstellen ihre Näherungs-
brüche (etwa Dezimalbrüche bis zu einer gewissen Zehner-
potenz), so ist es leicht, das Bestehen der in den Sätzen 8 und 
17 allgemein hergeleiteten Beziehungen in diesen Spezialfällen 
zu erblicken. 

2. Setzt man die Nullstellen von Q 0 V) als Argumentwerte 
X1, x2f . . . , in die Formel (30) ein (im Falle a = —1, b = 1), 
so erhält man bekanntlich die Quadraturformel von Oavß. Diese 
hat, gemäß der Lösung der ersten Aufgabe, den Grad 2@—1 
und ihr Restglied lautet: 

1 

* , = f f ^ \ *„,*)<$'(* 
J CC=1 
—1 

wobei den Größen xp+v xp+2, ..., x2p beliebige Werte beigelegt 

werden können. Für den Fall, daß die Funktion f(x) in — l < a ; < i 
stetig und an den Nullstellen von Qi

pUx) differenzierbar ist, er-
gibt sich, indem man xQ+a = wählt, nach Satz 1: 

1 

* e = f f ^ \ «j*. 4*. J s = 

—1 

- « j * . *<*> u).n^' 

(worin —1 < 1 ) , 

und daher, falls die 2^-te Ableitung von f(x) in —1 < j c < i 
überall existiert, unter Anwendung des Cauchyschen Satzes: 

ATQf0t 

&Q = (2^y; fi2e) (v) (mit —1 < v < 1), 

4* 
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also 
CR = ql au>) (V) 

& 2 ^ ( 2 0 + 1)((2 0 - 1 ) ! ! ] 3 

weil nach Satz 12 ja N $ > = .. i s L 

Die Oaußsehe Quadraturformel ersten Grades enthält einen 

einzigen Argumentwert x{^1} = 0; sie ist die unter dem Namen 

„Tangententrapezregel" bekannte Formel 
i 

f f(x) dx = 2 f(0) + £ f''(v) (—1<><1). 
—l 

Iu den nächsten Formeln (vom Grade 3, 5, 7 , . . . ) treten 

schon irrationale Argumentwerte auf, was bei mancher prakti-

schen Anwendung einen erheblichen Nachteil bedeuten kann. 

3. Mit den Bndpunkten des Integrationsintervalls und 

den v Nullstellen des Polynoms (x), d. h. mit den Zahlen 

—1, x[1,v\ x^ , v \ . . . ,x^ v \ l als Argumentwerten erhält man eine 

Quadraturformel, die (laut der Lösung der-dritten Aufgabe) den 

Grad 2 v + l hat, während jede andere Wahl von v Zahlen (mit 

denselben zwei festgehaltenen Argumentwerten —1 und l) 
sicherlich zu einer Quadraturformel niedrigeren Grades führt. 

Da die Zahlen — 1, x[hV\ x[1,v\ . . . ,x^v\ l voneinader ver-
schieden sind, kann man diese Quadraturformel (etwa von der 
Lagrange sehen Interpolationsformel ausgehend) folgendermaßen 

schreiben: 
i 

(34) f f(x) dx = Ü<"V(-1 ) - ( -2" H ^ / i x ^ ) -f H^f(\)+<Xv+t 

_ 1 Ct=I 

mit den Koeffizienten (den Gewichtskoeffizienten bei den 
Funktionswerten) 

i 

= w t r r F(l~x} Q'*(x) d x' 2 « , " ( - l ) 
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I '• qv\x) 

(i,v) , . «, x — x\ j(v) 

;i— x1) dx 

H " r „ / C w i ( f ü r a h 2 ' - ' v ) ' 
L0 x ) dx 'L=Jy > 

1 

= / ( 1 + x ) 
V —l 

und dem Restglied 

i 

9 ^ + 2 = j 1 /"( x2^> • • • > a jV ,V)» (^2 — ^ ' 

— 1 

welches für eine in —i^x^l stetige und in den Punkten 

x^'v\ x [ l , v \ . . . , xy^ differenzierbare Punktion f(x) in der Form 

i 

9 t „ + 2 = J f{—1, x[1,v\ x[uv\...,x^,v\ x ( f v \ 1, x) (x2—l) [_Qv\x)Y,dx 

— 1 

— A - 1 , 4 " ' . • ? * . 4 ' , v ) . 4 1 V , . - - 4 1 ' V ) . ^ , i , » ) * < £ " 

(mit — 1 < w < 1) 

darstellbar ist, und daher für eine in — l == 1 (2 v-f 2)-mal 
differenzierbare Funktion f(x) in der Form 

ofl — — L . n q i l ) z= — 1 vI . a~vjt ^ iv\ 
^v+2 (2v + 2)! 2v + 3 2"[(2v4-l)!!]3 ' [ V ) 

(mit — i <. V < i). 

Die Koeffizienten und lassen sich übrigens ganz 
allgemein berechnen. Wir erhalten nämlich aus den Sätzen 20 
und 21 

< 2-v\ 

r m . (^+iTfi fur"=2" 
I (l±x)Ql

v(x)dx = \ 

-i 1-(-2+1)!! f i i r v = 2*1+1 <p = 0,1,2,...), 
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aus Satz 13 

« ? ' ( ! ) - ( - 1 ) " « ' < - 1 ) = 2 ¾ ¾ , - , . 

und somit 

T a v ) __ TT(^) = _ _ _ ? 
0 v + x (V-I - I ) ( v - f 2) ' 

4. Die Formel (34) ist für v = o die übliche Trapezregel 
(Sehnentrapezregel): 

i 

J f (x) dx = f{—1) + /"(1) — i f"{v) ( — 1 < Ü < 1 ) , 

—l 

und für v = l die Simpsonsche Regel: 

i 

j f(x)dx = -\ f(—1)' —^/"(0) —3" /*(1) — (v) (—1<CU<C1)-

Von den nächsten Spezialfällen (v = 2) 

J fix) dx = I A - I ) + ! /•(- / ö ^ ) + fr/"(/0^) + 1 Ai) -
—i 

9 /-VI , \ 

23 625 f iV) 

und (v = 3) 

i 

(35) J fix) dx = o-l [/"(—1) 4" AU] + . 
—1 

+ i{?-3 [/"(—Kl) + /"(^?)]+ — 

fvm(v)  
2 778 300 

ist der letztere in mancher Hinsicht bemerkenswert: die Formel 
(35) drückt das Integral von f(x) durch fünf Funktionswerte 
aus, von denen nur zwei zu den irrationalen Argumentwerten 
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gehören, und hat dabei den Grad 7. Die Gtaufisehe Formel 
desselben Grades lautet: 

f t m * - » - < ? ) M - I + + 
—1 

+(-•* + ' i l : i V " ) ] + 
/.VlIIx ^ I f (v) 

^ 3 472 875 ' 

enthält also vier irrationale Argumentwerte, und die Gewichts-
koeffizienten bei den entsprechenden Funktionswerten sind 
auch sämtlich irrational. 

Was nun das Restglied der Formel (34) und das der 
6raw/3schen Formel desselben Grades betrifft, so können sie hin-
sichtlich der Größe des Koeffizienten bei der 2@-ten Ableitung 
ganz allgemein verglichen werden. Dieser Koeffizient beträgt 
im Restglied der Formel (34) (indem man v -)-1 = 0 setzt) 

g —1~ 1 ^ (g — 1 ) ! 

2 0 - [ - 1 2 ^ ( ( 2 0 - 1 ) ! ! ] 3 

und im Restglifed der Oaußsehen Formel 

- f . 
(2 0 + 1) • 2 ^ - 1 [(2 p — 

also sind die beiden von gleicher Größenordnung; der zweite 
ist allerdings etwas kleiner als der erste, ihr Quotient 

Q ~T" 1 

Q 

strebt aber mit wachsendem Q gegen —1. 
Aus der Tatsache, daß diese Koeffizienten entgegengesetzte 

Vorzeichen haben, folgt der E i n s c h l i e ß u n g s s a t z : 

wenn f{x) eine in - l < . r < l zeichenbeständige 2^-te 
Ableitung besitzt, so liegt der durch (34) angegebene Nähe-
rungsausdruck (d. h. die rechtsstehende „gewogene Summe" 
der Funktionswerte, ohne Restglied) an der einen Seite und 
der Qaußsehe Näherungsausdruck an der anderen Seite des zu 
berechnenden Integrals. 
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5. Die Interpolationsformel (28) mit den NiillsteUen von 
Qi

p (x) als Koinzidenzstellen pflegt man die Gaußsehe Inter-
polationsformel zu nennen. Für den mittleren Wert Rg ihres 
Restgliedes Rg(x) in — e r h a l t e n wir, wenn f(x) in 
— 1 < X I 0-mal differenzierbar ist, 

V = 4 r c P l d - M ) ] 2 n q f 

= [ / l f e l W ) 2  

(2 9 — 1 ) ! ! (2 9 + 1 ) ! ! 

(mit —l < u<i und — 1 < X 1 ) . 

Für die Schranken des Restgliedes Rg(x) in — 
ergibt sich, mit Rücksicht auf die Sätze 13 und lõ, 

m0 
I Ri> W i < (2^=1) I ! ' 

indem man die obere Schranke von (x) | in —1 ^ x == 1 mit 
Mn bezeichnet. 

Setzt man die Nullstellen von Q(*} (x) und die Zahlen —1 
und 1 als Koinzidenzstellen in die Formel (28) ein, so gelangt 
man zu einer Interpolationsformel, deren Restglied durch die 
Beziehungen 

(äv + 2)2= -I- [/•(—i, 42'*0,4V)> • »k"'. i. » ) ] W 

— (l~h3)av± 41 [/-(y+2) (v)] 2 

(v-\- (v-[-2) (2v-f- 3) ! ! (2 v -f- 5)!! 

(mit —1 < u < l und — i < v < 1) 
und 

< i n ~ 1 < x < 1 ) 

charakterisiert ist. 
Zum Vergleiche der Restglieder der beiden Interpolations-

formeln ist natürlich v-\-2 — q ZU nehmen. 
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