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Beim axiomatischen Aufbau einer Disziplin sollen die Grund-
aussagen zur Deduktion der iibrigen Aussagen und die Grund-
begriffe zur Definition der iibrigen Begriffe hinreichend, dabei aber
auch alle notwendig sein. Dieser letzteren (6konomischen)
Forderung gemiss darf also keine der Aussagen, die als Axiome
(oder als deren Teile) in ein Axiomensystem aufgenommen sind,
aus den iibrigen Aussagen dieses Axiomensystems deduzier-
bar sein.

In seiner Untersuchung iiber die Grundlagen der Geo-
metrie hat Herr Prof. J. Sarv sich unter anderem eben die
Aufgabe gestellt die Anzahl der Grundbegriffe und Grundsitze
zu reduzieren!. Ks ist aber bereits von Herrn Doz. J. Nuut
gezeigt worden?, dass das System der von Sarv benutzten
Grundsitze einige iiberfliissige (d. h. beweisbare) Aussagen ent-
hilt: die Vierpunktaxiome (Grundsitze V bis VIII) sind nicht
villig voneinander und von den vorangehenden unabhingig; an
Stelle dieser vier Axiome sind von Nuut zwei andere (4
und B) vorgeschlagen und ihre Unabhingigkeit nachgewiesen
worden. Es blieb nur die Frage offen, ob in dem so erhaltenen
System alles durch diese zwei Sitze Postulierte noch von den
drei weiteren (nichtlinearen) Axiomen unabhingig ist.

In den nachstehenden Zeilen mdochte ich diese Frage be-
antworten. Die Priifung der von Sarv aufgestellten linearen
Axiome fiihrt zu dem KErgebnis, dass die Vierpunktsitze aus
gewissen Aussagen deduzierbar sind (§ 1), von denen man
weiterhin zeigen kann, dass sie entweder nur Teilaussagen des
Nuutschen Axioms A sind oder sich nach Hinzunahme der
Sarvschen ebenen Axiome beweisen lassen (§ 2). Als Neben-
resultat ergibt sich dabei die Moglichkeit einige Anordnungs-

1 J. Sarv, Geomeetria alused (Die Grundlagen der Geometrie). Acta
et Commentationes Univ. Tartuensis A XIX.4, 1931.

Rl

2 J. Nuut, Einige Bemerkungen iiber Vierpunktaxiome. Ibid. A XXIIL 4,
1932,

1*
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aussagen (Aussagen des Zwischenliegens und der Nichtidentitit)
im Veblenschen Axiomensystem? zu streichen.

Es wird hierbei nétig” sein, simtliche Beweise vollstindig,
also in allen Einzelheiten, anzufiihren, denn bei Erdrterung der
Frage, welche Aussagen in einem Axiomensystem in der Tat
entbehrlich sind, kommt es ja gerade auf diese HKinzelheiten an;
um mich jedoch méglichst kurz zu fassen und einige Ubersicht-
lichkeit der Beweisgéinge zu erzielen, benutze ich die folgende
verkiirzte Ausdrucksweise:

1) eX fiir die Aussage ,es cxistiert der Punkt X*
2y X=Y flr ,der Punkt X ist identisch mit dem Punkt )
(X und Y sind ein und derselbe Punkt)“,

8) XYZ fir ,der Punkt Y liegt zwischen dem Punkt X wund
dem Punkt Z*,

4) pfirdie Negatioh der Aussage p (ein Beispiel fiir das Uber-

streichen einer Aussage: XYZ; dics bedeutet also: ,der
Punilt Y liegt nicht zwischen dem Punkt X und dem Punkt Z*),

5) p > q tlir ,wenn die Aussage p wahr ist, so ist awch dic
Aussage q wahr,

(p Pl
| 4 q |
6) { : oder - } fir ,die Aussagen p, 4, ..., 8 und t sind
| s s | gleichzeitig gultig®,
[t t |
P p
|1 4
7) | : oder :| fir ,es gilt mindestens eine der Aussagen p,
N 8 q, ..., 8 und t*
t t
Ferner schreibe ich <(XYZ)> als Abkiirzung fiir die Aus-
Cvvy <XYZ>
X3z S | |
sage ‘YG& und (XYZ) {fiir 1 y—z - Wenn es irgend drel
Z- X

3 (0. Veblen, A System of Axioms for Geometry. Transacitons of the
American Math. Soc. 5 (1904), pag. 343—384. Dieses Axiomensystem weist
namlich mit dem S arvschen System eine so tiefgehende Verwandtschaft auf,
dass seine Grundbegriffe — poini und order-relation — als vollig identisch mit
denen des Sarvschen Systems — Punkt und Bezichung des Zwischenliegens —
.anzusehen sind.
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Punkte gibt, die zueinander in der Beziehung (XYZ) stehent,
so sollen sie ein echtes kollineares Punkttripel heissen; drei
Punkte, die der Bedingung (XYZ) geniigen, nenne ich ein allge-
meines kollineares Punkttripel. Das in den Beweisen ofters
anzuwendende Adverbial ,auf Grund der im Satze S gegebenen
Vorschyift“ driicke ich kurz durch [:N] aus.

Die Grundsitze I bis X von Sarv nehmen bei der oben
erklarten Schreibweise folgende Gestalt an®

[ eB : . ACB)
I ed > 54 V. 4BD| CBD
; CAB)
e V1.
{ p VI 48D~ CBD
R -
o d=B>\ 5B nBC ] sob
| cBA Vil
. l
DJ yB])O
U. ABC > CBA
ACB )
Yui. 4bB | ¢DB
IV. ABC > ACB c—p| |DCB
o ( 007
AB’CSl [ e
X. ABD |- AFC
BEC J | <DEF>

4 Ob es solche drei Punkte gibt, dariiber sollen erst die Axiome Aus-
Kunft geben ; ebenso bleibt zunichst dahingestellt, ob die Relationen XY,
YZX, ZXY (resp. <XYZ> und X=Y,Y ~Z, Z=X) einander ausschliessen
oder nicht. Jedenfalls folgt aus den’obigen Erklarungen: <XYZ)-» <XYZX)>
and (XYZ) - (YZX).

5 Unter den Priimissen des zweiten Axioms (und der folgenden) brauchen
dic blossen Existentialaussagen (wie ¢4 und eB) nicht noch gesondert auf-
gefiihrt zu werden; denn ein Punkt wird ja schon dadurch als existierend
angenommen, dass man die sonstigen Prémissen als von ihm erfiiflt voraus-
setzt. — Die Axiome VII und VIHI von Sarv sind hier wibrigens in einer
etwas abgeschwiichten Fassung wiedergegeben: anstatt ,dann gilt eine u
nur cine der Aussagen BCD, BDC* ist bloss gesagt ,dann gilt wmindestens
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§ 1.
Das System der Axiome I bis VIIL

Wie Nuut bemerkt hat, kann der Grundsatz VI, unter
Beibehaltung der {ibrigen, durch das weniger aussagende
Postulat ,

VI*. CAB
ABD} -+ ( BCD>

ersetzt werden; wenn man dies nicht tut, lisst sich der achte
Grundsatz auf

VIII“. ACB)
ADB\ .. {BCDY
0=-D|
abschwichen. '

Ich will nun eine andere Moglichkeit zeigen: man kann
den Grundsatz VIII abstreichen (weil er beweisbar ist) und
dazu noch entweder 1) den Grundsatz V durch eine schwichere
Aussage ersetzen, oder 2) die Grundsidtze VI und VII zu zwei
einfacheren Postulaten zusammenziehen® Ehe ich zu der Aus-
einandersetzung der erwdhnten Moglichkeit iibergehe, ziehe ich
drei Folgerungen allein aus den Grundsitzen III und IV.

Satz ¢. ABC - CBA.

Beweis. Wenn die Behauptung nicht allgemein zutrifft,
so miisste es mindestens einmal derlei drei Punkte geben, dass

die Bedingung {fgg erfillt ist. Da aber CBA - ABC [:1II],

so kann es keine solchen Punkte geben, und die Behauptung
ist bewiesen.

Satz D. ABC - BAC.

eine der Aussagen BCD, BDC*; dass dabei nur eine gelten kann, folgt ja
schon aus IV,

Die Negation von ,es gilt mindestens eine der Aussagen P, ¢, ..., S und t*
lautet: ,es gilt keine der Aussagen p, , ..., 8 und t* oder ,p, @, ..., 8 und 1
sind gleichzestig giltig*. (ABC) bedeutet also: die Aussagen ABC, BCA, CAB,
A=B, B=:C und C=4 sind gleichzeitig giiltig.

6 Beidemal benutze ich noch anstatt II das weniger aussagende I ™~ 7.
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Beweis’. ABC - CBA [:NI], CBA - CAB [:IV],
GAB » BAC [:0).

A=B
Beweis. Wire der Satz falsch, so miisste mindestens ein
ABC
Punkfttripel 4, B und C existieren, fiir welches die Relation {A~4:—B
B_C
besteht. Aus 423}~ BAC und 4BC -~ BAC [:D]
bzw. aus 3§20} > ACB und ABC > ACB [:IV]
ersieht man, dass es kein solches Tripel geben kann.
Die erste Variante.
Ich setze die Giiltigkeit der Aussagen
e o eC __ ACB :
Im . A:B—>{ABG und A . ABD} -> (BCD)

und der Grundsitze III, IV, VI und VII voraus und deduziere
die Sitze V und VIIL

Es ist leicht einzusehen, dass VY~ sich sofort verschirfen
lisst: ACB - C=B [:E], ABD » B=D [:E], terner C=D
(da sonst aus ﬁ?}))} -+ ABC und ABC -~ ACB [:1V] cin Wider-
spruch gegen die Pramisse ACB folgen wiirde) und somit:

Voo ol cron),

ABD
(BCD)
. ) e BECl
weil per definitionem ~—<¢ = (BCD .
C=D,
DEBJ

Hilfssatz F. ABC » A= C.

7 Aus I, IV und D folgt iibrigens: wenn ¢ XYZ), so gilt eine und
nur eine der Aussagen XYZ, YZX und ZXY; und aus III allein:
KXYZ) » (ZYX).
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Je])
| BCD

} > ACD [:VI], ACD - A= ¢ [:K].

Beweis® ABC > B=( [:E], B=C ~

4BC
BCD

Beweis von Satz V. Der Salz besagt, dass von den
in V7 aufgezihlten drei Fillen BCD, ¢CDB und DBC der erste
und der zweite auszuschliessen sind.

In der Tat, kiime der erste Fall vor — gibe es vier Punkte,

ACB
die der Bedingung {?;gDD geniigen —, so wiirde folgen:

LI,

S : s Bod 1CAD [
ACB ~ BCA [:111], ABD > A=D [:F), BCD | — |3l VI
A D ‘

daraus miisste aber wegen
04D}~ BAD [:VI] und (py | > BDA [:VI]

P LAD
zwangsliufig | g4 hervorgehen. Durch

BAD - ABD [:D] und BDA~> ADB[:1I1], ADB >~ ABD [:1V]
fihrt dies also zum Widerspruch gegen die Pramisse ABD;
folglich ist der erste [fall unméglich.

ACB
Im zweiten Falle, {ABD, ergibe sich aus
CDB

ABD ~ DBA [:11], 95} - oBA [:v1],
CBA - ABC [:III], ABC —» ACB [:IV]
ein Widerspruch gegen ACB. Damit ist der Satz bewiesen.

Beweis von Satz VIII. Zunichst kann man zu den

Punkten 4, B, C und D einen Punkt FE folgendermassen hinzu-
nehmen:  ACB > A= B [:¥], A=8 » |*Gp I 1.
Esergibt sich nunausj%%} > CBE [: V] und ‘41119)},3} - DBE [:V]
. . (CBE { EBC e
notwendigerweise { DBE, also auch | gpp [ ILI}.  Darauf ist aber

infolge der dritten Priamisse des Satzes das Axiom VI an-

CEBCY - pep — , .
wendbar: ELI)I- > | gpe [: VII]. Mit Hilfe von L1 folgt sodann
Cz=:D ‘

: . | DCB
die Behauptung CDB’

8 1N@\Ch den Sitzen E und F besteht jedes echte kollineare Punkt-
tripel aus drei voneinander verschiedenen Punkten. Diein den Grundsatz II aufge-

nommenen Aussagen C=B und C== A sind damit ebenfalls bewiesen.
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Die zweite Variante.

Die drei Sitze VI, VII und VIII sind aus den Aussagen
I~ I, 1Iv, v, ‘

F. ABC » A= C

und
ABC.
CAB:
P. ABI)}' - (40D)
deduzierbar.
ABC)
Hiltssatz G. 48D} » ﬁ%%
C=2D]| '
Beweis. ABC > 4= C [:F), 4ABD > A= D [:F], also
(4CD))
ABC Aty

ABD} > (ACD> [:P], weil per definitionem {rig} = <ACD >-
C=D —

C

=4
Der Satz behauptet nur noch, dass der in <ACD> enthaltene
Fall DAC nie vorkommen kann; das muss bewiesen werden.
ABC
Angenommen, es sei eimmal die Bedingung{;l)glc{ erfiillt ;
dann erhielte man aus '

ABD ~ DBA [:U1], D¢} > BAC [:V] und BAC -~ ABC [:D|

einen Widerspruch gegen die Annahme ABC.

Beweis von Satz VII. Aus den Primissen des Satzes
folgt |50 [:6]. Im Falle ACD folgt nun 455} » BCD [:V]
und im Falle ADC bzw. j}?fé} - BDC [:V]; es kann also tat-

séichlich, so wie der Satz behauptet, nur %ﬁ% gelten.

Beweis von Satz VIII verliuft Wort fiir Wort ebenso
wie bei der ersten Variante.

Beweis von Satz VI. Es lasst sich zunichst feststellen,
dass die Punkte C, B und D voneinander verschieden sind:



10 ARNOLD TUDEBERG

A XXVL g

und da nun CAB -~ OBA [:1V], 0B4 - ABC [: 0],

so ferner jg%} - O =2D. Nach den einfachen Umformungen

CAB -> BAC [:111] und A4BD - DBA [:1I1] lisst sich das
Postulat P in verschirfter Form anwenden:

WBDO))
) B=D
{ﬁg}' > <BDC» (weil ja definitionsgemiss 3. ¢ } - (BDC>).
¢=5B

Der Satz behauptet nur noch, dass von den drei Féllen BDC,
DCB und CBD nur der dritte moglich ist.

1) Wiren der Behauptung entgegen einmal solche vier Punkte

CAB
A, B, C und D vorhanden, dass die Aussage {ABD gilte, so
BDC
wilrde dies, wie folgt:
Y > - T _— n A (3‘1]_): l A “B M
BDC - CDB[:111], ABD - A = D [:F], CUB f —>l Dap [VILH],
A—D

zu ABD fithren (denn 4DB — ABD [:IV] und auch
DAB - DBA[:V1], DBA ~ ABD [:0]) und somit einen Wider-
spruch gegen die Primisse ABD ergeben.

2) Gibe es aber einmal solche vier Punkte, dass der zweite

CARB )
Fall vorlige, d. h. { ABD , so ergibe sich aus
DCB
DCBY

ABD - DBA [[UI}, ppa; > CBA[:V], CBA —> CAB [:1V]
ein Widerspruch gegen die Primisse CAB. Damit ist der Satz
bewiesen.

§ 2.
Das System der linearen und ebenen Axiome.

Ich will nun zeigen, dass das System der Axiome II bis X
mit dem folgenden (verkiirzten) System® dquivalent ist:

9 Darin enthiilt 11— gegeniiber Il eine Nichtidentititsaussage weniger,
baw. X — gegeniiber X drei solche weniger, die Vierpunktaxiome Y bis YIII
aber sind durch ein ecinziges Postulat () ersetat.
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[eC {4BC»

M. 4=B->)0=4 ABD
| ABC Q. BCA } > (4CD)

III. 4ABC - CBA BDA |

DAB |

1V. ABC - ACB

e
w =m0,

(ABG)] [ eF
X . UBD | > | AFC.
BEC | |(DEF)

Dazu muss ich einerseits die Aussagen I, Q und X = aus
dem System II bis X deduzieren konnen und andererseits im-
stande sein, von dem verkiirzten System ausgehend die Sitze I, V
bis VIII und X zu beweisen. Der erste Teil dieser Aufgabe ist
leicht za erledigen. Mit IList ja II™ von selbst erfiillt; dasseibe
gilt von X und X 7, da per definitionem <DEF > - (DEF). Unter
Anwendung von III und IV zerfallen die Voraussetzungen von
in fiinf einander ausschliessende Kombinationen, resp. der Satz Q
in fiinf Aussagen:

ABC BCA y CAB|
Q. ABD } >(4CD), Q,. ABD }—>(ACD), Q- ABD > (ACD),
BCA BCA| |
Q4' BDA } - (ACD), Qa- DAB[ > (ACD).

Diese Aussagen kénnen folgendermassen deduziert werden '°;
- BCA Co DBA ,
die fiinfte — BAD} > CAD [:V]; diedritte — g ¢ ; > DAC [:VI];
die zweite —jg% } > CBD [ V], ]B’é’j} - DCA [:VI];
die erste, im Falle C =D, —

ABC . ‘
ABD}'*‘?%% VI, 8p) > ACD [:VI}, %50} >ADCLVI];

- Bod CDA [ .yy
die vierte, im Falle C-—D, — Z>’Q_4}—>fDCA [:V1II];
(oY)
und schliesslich — die erste und die vierte, im Falle C=D, —
C=D —> (ACD) [per definitionem].

18 Wo dabei das Axiom IM zur Verwendung kommt, ist ohne jeweilige
besondere Angabe klar.
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Beweis der Siitze II, X und VY bis VIIL

Wollen wir uns jetzt dem zweiten Teil der Aufgabe zu-
wenden. Da die Sdtze C, D und E im vorigen Paragraphen
nur aus den Axiomen HI und IV deduziert wurden, so behalten
sie ihre Giiltigkeit; aus II™ und E folgt aber sofort II. Der
Beweis von X stiitzt sich auf den folgenden

(ABC) )
Hilfssatz H. <4BK>|-> K=1L.
BLC |
Beweis. Wiare die Behauptung falsch, so miisste es

mindestens eine Moglichkeit des simultanen Bestehens der Pri-
missen und der Relation K==L geben; da aber <§i§>} > {ABL>,
CABLy > ¢ BLAY [per def.], ‘374" ~ (BAC) [:Qu 5] und
(BAC) — (ABQ), so kann es keine solche Moglichkeit geben,
und der Satz ist bewiesen.

Beweis von Satz X. Fir die fiinf Punkte A, B, C, D
und E, die den Primissen des Satzes geniigen, existiert nach

X solch ein Punkt F, der die Bedingung {&%ﬁ% erfiillt. Da aber

(ABOC) S (BCA4) —
ABD ¢ > D=E[:H], ¢cEB' [ > E=F [:H] und
BEC CFA
, (DEF) ]
BAC N
(I)BA)} > D= F [:H], so folgt aus g - } -> ( DEF) [per del.],
AFC = J

dass von demselben Punkte F auch die Aussage { <14);Iq1?> gilt.

Satz F. ABC -> 4=C.

Beweis !, Wenn die Behauptung des Satzes nicht allge-
mein zutrife, so miisste mindestens ein Gegenbeispiel moglich
sein. Nehmen wir also an, dass tatsiichlich ein Punkttripel

existiere, das der Bedingung {ﬁicc geniigt. Wollen wir zu-

11 Axjom Il — besagt, dass es fiir jedes Paar voneinander verschiedener
Punkte 4 und B mindestens einen solchen Punkt C gibt, der der Bedin-
gung 4BC geniigt und dabei von A verschieden ist; der Satz behauptet nun,
dass jeder Punkt C, der der Bedingung ABC geniigt, von 4 verschieden
sein miisse.
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nichst von der Aussage A = C absehen; das Bestehen der Rela-
tion ABC gewihrleistet jedenfalls — auf Grund unserer Axiome —
die Existenz der Punkte D und E, die auf folgende Weise hin-
zugenommen werden ;

ABC->A=DB[:E, A=B > {(%9’155 [: IX],
ey
(4BD) > B=D [per def.], B D—>{E‘B [l 1.
BDE

In betreff der Punkte 4, B, D und E kann man einige Tat-
sachen feststellen:

1. A, B, D und E sind alle voneinander verschieden. 4, B
und D sind es wegen (ABD); E'= B war durch Il = gesichert;
ferner BDE > D=F [:E]. Gilte aber E=4, so wirde BDE
in BDA iibergehen und mit (4BD) einen Widerspruch ergeben;

daher auch = 4.
2. CABES . Denn ABE steht wegen s ny| - (BDA) [:4s]
im Widerspruch mit (ABD); dasselbe gilt von BEA wegen

Eﬁf} > (BDA)[:Q,], resp. von EAB wegen EAB} > (BDA4)[:Q,].

3. (ABE). Folgt aus den beiden vorausgehenden Tatsachen.

4. (ADE>. Denn <ADE) ergibe durch

<{§£§‘ >} - (HAB) [:Q] einen Widerspruch gegen die soeben

bewiesene Aussage (4BE).
5. (ADE). Folgt aus 1. und 4.

Zu den Punkten 4, B, C, D und E lidsst sich noch ein
Punkt F hinzunehmen:

(ABE)|  [eoFf
ABC | > AFE  [:X].
BDE | | <CDF>

Erst jetzt wollen wir dem zweiten Teile unserer Bedingung
Rechnung tragen, d. h. die Aussage A=C benutzen. Wenn

also die Bedingung {j‘fg erfilllt werden konnte, so wire es

sicherlich mdoglich, unter Benutzung unserer Axiome solche
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Punkte 4, D, E und F anzugeben, die der Bedingung
(ADE) &

{(AFE) geniigen. Da aber <jﬂ?>} - (ADE) [:Q], so kann die
{ADF>

letztgenannte Bedingung keinesfalls erfiillt werden. Daher kannes
anch kein Punkttripel 4, B und C geben, das der Bedingung

{ﬁig geniigte, und der Satz ist bewiesen.

CABCYS

Satz J. CABDS

}—+(ACD)

Beweis. Der Satz zerfillt nach IIT und IV in neun
Aussagen, deren fiinf das Postulat Q bilden. Von den tibrigen vier:

ABC CADB ABC CADB .
BDA DA ’DAB}Q%ACD%DAB}A{ACD)
folgen die erste, zweite und dritte entsprechend aus den Teilaus-

sagen Q,, Q; und Q; desselben, weil (ADC) -~ (ACD). Die vierte
aber ldsst sich auf folgende Weise verifizieren:

}»{AODL }»{AOD)

BAC\ . Bl [ : =D .11
pip| " (BOD) [, BAC> B=C [:F], BAD > B=D [:F]:
wenn nun noch C=D, so gilt <BCD>, und daher folgt:

BCD

> o4 [0, 5al L > a0 B0, Bal | > (A0 )

wenn dagegen C==D, so gilt definitionsgemiss (4CD).

(ABC)
Satz K. (ABD> | - {ACD>

C=D

Beweis. Aus den beiden ersten Pramissen folgt nach
Satz J zundichst (ACD). Nach der dritten Primisse und den
Sitzen E und F (auf die erste und die zweite Primisse ange-
wandt) sind die Punkte 4, ¢ und D voneinander verschieden;
dies verschirft (ACD) aut <ACD>.

(AB0))
Satz L. (ABK){ > K= A.
(ACK) )
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Beweis. Die Punkte 4, B und C sind wegen (4BC)
voneinander verschieden; ferner
Aol )y (ABO o = h
k) > K= und gAKC;f >K=b.
Wire noch — der Behauptung entgegen — einmal K= A, so

wiirden die zweite und die dritte Pramisse entsprechend in

{ABK> und <{.CK)> iibergehen und durch §j§f§§} -> (ABC) [:d]

zum Widerspruch gegen die erste Primisse fiihren.

(ABO)|  [eF
Satz X+. ABD { > | AFC.
BEC | | DEF

Beweis!2s Aus den Pramissen folgt nach Satz X, dass

es einen Punkt F gibt, der der Bedingung {?ggp\ geniigt.

Wollen wir zeigen, dass dieser Punkt F' nur so beschaffen sein
kann, dass die Aussage DEF gilt, so brauchen wir dazu nur
festzustellen, dass jedes Gegenbeispiel unmdoglich ist. Ein solches
kénnte bloss darin bestehen, dass einmal solche Punkte 4, B, C,
D, E und F vorhanden wiiren, die den Bedingungen (4B0),
ABD, BEC und AFC, ausserdem aber noch entweder EFD
oder FDE Geniige leisten.

1) Es gelte nimlich von den beiden letztgenannten EFD. Man
betrachte die drei Punkte B, £ und D; sie sind voneinander ver-
schieden (dies folgt aus BEC, EFD und ABD nach E und F),

ausserdem gilt noch <BED> — denn sonst folgt aus
<BED> -
BrC }-—> (BOD> [:K], Y501 > (4BC) [:4]

und der Priamisse (ABC) ein Widerspruch. Daher also (BED).
Weiterhin verwende man die folgende Beweisfithrung :

BED)| (06
(BEC)}-)v{BGD (X], G5} > oo [9), 550} > 4B,

EFD (CEGS
(4BC) .

also (ABG)} - G =4 [:L], womit aus BGD {folgt BAD.
(4CG)

Aber BAD widerspricht nun der Primisse ABD [:D]; also
kann EFD keinesfalls giiltig sein.

12 Zu vergl. Sarv, loc. cit, pag. 9 und Veblen, loc. cit., pag. 355
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2) Es gelte FDE. Betrachtet man dann die Punkte C, E
und F, Srirgibt sich: - -
BEC - C==FE [:E], FDE > E=F[:F], AFC > F=C [:E];

B (CEF> ‘
ferner gilt noch <(CEF>, weil sonst 4FC } > (ACE> [:K]

A==F
und <‘§%g>}—> (ABC) [:J] folgen wiirde. Daher (CEF).

Nun erhilt man aus

(CEF) H
(chy)} —>{ cHr  [:X], <BDH >} - (ABH) [: J],

EDF (BDH> ABD
‘ ABC)
104]1{5} - (ACH) {:J] und EABH)} > H= A [:1]
(ACH)

wegen CHF schliesslich CAF, was der Annahme AFC wider-
spricht: CAF — CFA [:1V], CFA - AFC [:C}.

Satz M.

Beweis!, Zunichst notiere man folgende Tatsachen:

1. Die Punkte 4, B, C, L, M und N sind alle voneinander
verschieden. 4, B und C sind voneinander verschieden wegen
(ABC). Wendet man auf die Primissen den Satz H an, so
folgt, dass auch die Punkte L, M und ¥ voneinander verschieden
sind. Jeder von ihnen muss seinerseits von 4, B und C ver-
schieden sein; fiir L ergibt sich dies aus

ALB > {471 [:R), éjig} > O=I,
BMC g [ OV
(BAC) (CBA)
2. (ALN), (BML), (CNM>. Denn (ALNY wiirde mit

{‘gz{;ﬁ zum Widerspruch gegen die erste Primisse fiihren:

fiir M und N entsprechend aus {

CALN> i
ALB. }-><ANB> EK] <Grd >} ->(ABC) [: ]
N=B

Auf ¢BML» mit{ Ijﬁgg’ bzw. auf (CNM> mit {gﬁg, ist ge-

nau dieselbe Schlussweise anwendbar.

138 Vgl Vebleun, loc. cit.,, pag. 356.
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3. (ALN), (BML), (CNM). Folgen aus 1. und 2.

Nun kann man untersuchen, ob es moglich wire, die Be-
hauptung des Satzes durch ein Gegenbeispiel zu widerlegen. Bei
einem solchen Gegenbeispiel miisste alles Bisherige giiltig sein
(weil die Pramissen unbedingt erfiillt sein miissten), ausserdem
miisste der Behauptung entgegen (LMN) gelten; wegen der
Tatsache 1 kann dabei nur ¢<LMN> in Frage kommen.

Ware dies LMN, so wiirde folgen:
(ALN) e P
ALB ¢ > 4PN [: X1]
LMN BMP

und ferner, wegen

APN 30D (C4B)

Cxoa > (CAP)Y [:0), Byt —>(CBP) [:d] und (C Z]))))}—>PEC[:L],
(

aus APN notwendigerweise ACN. Aber ACN widerspricht

der Pramisse CNA, daher ist LMN ausgeschlossen.

Genau dieselbe Schlussweise lisst sich fiir MNL mit

{‘;},”i}[é‘), bzw. fiir NLM mit ’{(gf\\r,i[)’ verwenden und fiihrt

zum Widerspruch gegen ALRB, bzw. gegen BMC. Es kann also
keine der Aussagen LMN, MNL und NLM richtig sein, folglich
kann kein Gegenbeispiel erbracht werden, und der Satz ist
bewiesen.

ACRB
N. AC
Satz XN ABD}_> CD.

Beweis. Man nehme zunidchst zwei Punkte (£ und F)
hinzu, wie folgt:

e e e B R e I’
ACB>A=B ¥, A=B~> { ipm X, E=A4 —>{ f*j]} H i)
Ferner gewihrleistet der Satz X+ die Existenz zweler weiterer
Punkte & und H folgendermassen:

(EAB) ¢ G (ABE) [l
EAF } _>{ raB [ XT], ABD t» ¢ AHE [: XH|;
ACB FCG B6E | | DGH

die Punkte & und H geniigen dabei der Bedingung (CGH), wie
{(4BE)

man aus han }—> (CGH) [:M] ersieht.
EH.A



18 ARNOLD TUDEBERG A XXVLs

Nun betrachte man die Punkte H, & und F; sie:sind von-
einander verschieden — DGH > H=@G [:E], FCG> F=G [: F},
F=H wegen {gﬁi [:IV]. Ausserdem gilt (HGF>, da widrigen-

falls CHGF> zu <{f§f,’ } —> (CGH) [:J] fiihren wiirde. So erhilt

man (HGF) und kann auf folgende Weise vorgehen:
(HGF) eJ
HGD } —>{HJF [: X7).
GCF | DCT
Weiterhin ldsst sich noch zeigen, dass der Punkt J mit 4 iden-
(ABE) -
tisch sein muss: aus {EchB )folgt(ACH) genan nach demselben
EHA

Gedankengang, wie die Tatsachen 3 beim Beweise des voraus-
gehenden Satzes; ferner

ACB\ | 7% 405
ABD} > C==D wegen 1V, somit i@} > (ACD> [:K],
C=:D

O BAN e B4l .
resp. g4y > F=H wegen 1V, somit ni > (AHF> [:K]},

s HJF Doy
folglich (45 ps| > (AHT) ] Aons) > (ACT) [:d],
. (ACH)
also, wie gesagt, (4 CJ)} >J=A [:L].
(AHJ)
Dadurch geht DCJ in DCA, also nach I in ACD iber,
und der Satz ist bewiesen.

ACEB

Satz V. ABD

} - CBD.
Beweis. Wire die Behauptung des Satzes falsch, so miisste
es mindestens ein Gegenbeispiel geben, also solche Punkte

ACB
A, B, Cund D, dass die Relation {éﬁlj bestiinde. Da aber

CBD
‘j%%} > C=D wegen 1V und daher j}%%} - (CBD) [:K], so

konnte bei diesem Gegenbeispiel nur entweder BDC oder DCB
gelten.

1) BDC fihrt durch %j{} - BDA [:N]zum Widerspruch
gegen die Primisse ABD.
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2) Es bleibt nur noch die Aussage DCB zu priifen. Die
Punkte £ und F konnen hinzugenommen werden, ebenso wie
beim Beweise des vorangehenden Satzes :

ABD > A=B [E], A= B—>{ [:1X], also E= A, mithin
E=A-> {33 [
EAF
Es zeigt sich nun, dass dabei (EAD) und (BDE) gelten
milssen; in der Tat, diePunkte A, B, D und E sind voneinander ver-
schieden — A, B und E sind es wegen (ABE), D ist von A und B
verschieden wegen ABD, und schliesslich D von E verschieden

wegen {(jgg) —, dass aber <EAD> und (BDE> sicherlich unmog-
lich sind, ersieht man entsprechend aus <A}1;‘B > (ABE) [:d]
und <5577} > (ABE) [:d].

ACB

Beachtet man noch, dass ABDI - ACD [:N], soergibt sich
einerseits :

(ABE)

FAB e FAD H
(EAF}—> {%GB [:X'*‘],(EAF)}-‘}{%HD [: X+, fg{f | > (CHG) [:],

ACB FCcG ACD FCH
®BDE)l

und andererseits: g%% t > (CHG) [:M].
EGB

Somit ist man zu folgendem &Ergebnis gelangt: wenn

es solche Punkte A, B, Cund D gibe, die der Bedingung

ACB
{égb geniigten, so kénnte man sofort solche Punkte H und G

.angeben, dass die Bedingung {(CH?) erfiillt wire; folglich kann

ACB
die Relation {ABI) nie bestehen, und der Satz ist bewiesen.
DCB

Die ibrigen drei Satze VI, YII und VIHI kénnen nun Wort
fir Wort so bewiesen werden, wie es im vorigen Para-
graphen bei der zweiten Variante geschah 4; denn alles,

14 Man konnte aber ebensogut anstatt der Sitze N und V die Sitze VI
und YII beweisen und dannzu der ersten Variante iibergehen. Die Beweise von
V1 und VII, die man z. B. bei Veblen, loc. cit, pag. 356 & seq. (Lemmata
1 und 2 von Theorem 9) findet, lassen sich auch hier mit geringen Ande-
rungen verwenden, obwohl sie dort von einem anderen Axiomensystem aus-
gehend gefithrt worden sind.
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was bei diesen Beweisen benutzt wurde, hat man auch jetzt:
F und V sind deduziert worden, das Axiom Il gewihrleistet
die Giiltigkeit der Aussage I~ und das Axiom @ diejenige
von P. Damit ist der zweite Teil der gesteliten Aufgabe erle-
digt und die Aquivalenz des verkiirzten Axiomensystems mit
dem Sarvschen System erwiesen.

Aus der eben besprochenen Verkiirzungsmoglichkeit folgt
sehr einfach noch eine andere, die ich hier angeben will. Es
geht namlich das am Anfang dieses Paragraphen aufgestellte
Axiomensystem I~ I, IV, Q, IX und X in ein &dquivalentes
System iiber, wenn man II™ durch

. [ecC
nm . =B { ABC
und gleichzeitiz @ durch
CABCS
R. UApD) [ >(CDA)
BCA
ABC (ABD)
[oder durch R’. BCA 1 —(CDA)oder R”. 4BC \| - (CDA) ]
(4BD) [ ABD] |
DAB

ersetzt; das System I~ —, 1II, IV, R, IX und X ist also eben-
falls mit dem System der Grundsétze II bis X von Sarv dqui-
valent.

Zum Nachweis, dass die Sdtze II'" und R, bezogen auf
das System 1™, II, IV, @, IX und X, richtige, also beweis-

bare Sidtze sind, geniigt folgendes zu bemerken: Il ist eine

Folge von II™ allein; die Behauptung fig%é } ->(ACD) ist be-

reits als Satz J bewiesen worden, die Relation (ABD) an sich
enthilt aber ansser (ABD) noch die Fille A=PF, B=D und
D=A; von diesen fillt der erste nach den Sitzen E und F
wegen der Primisse <ABC> weg, im dritten Falle ergibt sich
(CDA) trivialerweise aus der Definition und im zweiten Falle
aus der Primisse <ABC) unter Anwendung von IIIL:

<BA£CD>} > {ADCy, (ADCy - (CDAX[:IN], ({CDA» - (CDA) [per det.].

Andererseits habe ich zu zeigen, dass die Sitze I1' und
Q aus I, R und den iibrigen Axiomen deduzierbar sind.
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Q ist, wie leicht ersichtlich, eine Folge von R allein. Was aber
den Satz 1[™ anbelangt, so gilt er als bewiesen, sobald man
dep Satz F verifiziert hat. Der folgende
~ Beweis von Satz F. ABC—>A=(
stiitzt sich nur auf die Axiome IV, R und IX. Bei jedem Gegen-
beispiel{fﬁl{% wiirde folgen fiir einen beliebigen Punkt X:
L=N -> (NLX) [per def], LMN —-><NLM [per def],

NLM -
TNLxy) > (MXN)[R], (MXN)->(NMX) [per det).
Da aber endererseits
S S e P
LMN—>N=M wegen LV, und N=M - {(NM?) [ IX],

so kann (NMX) schon fiir X — P nicht mehr gelten; somit ist
jedes Gegenbeispiel unmiglich und der Satz F bewiesen.

Dass die Aussagen R’ und R”, an Stelle von R gesetzt,
wiederum zu dquivalenten Systemen fiihren, ersieht man daraus,
dass 1) R’ eine Folge von R bzw. R” eine Folge von R’ allein
ist und 2) R aus R und HI bzw. R" aus R”, I und IV dedu-
ziert werden kann, wie im nachstehenden gezeigt wird. i

Fiir den einzigen in R’ fehlenden, aber in R enthaltenen IFall {(ABD)
ergibt sich (CDA) aus R’ mit Hilfe von HI allein:
CAB - BAC[:Ml], (ABD)->(DBA)[:Ill], (DBA)->(BAD) [per def],
(Baty>(CDB)[:R'], (CDB)~>(BDC) [:1], (BDC)-> (CBD) [per det.],
BAC ’ )
681y} > (ADC) [R], (ADC) - (CDA) [:H1]
Und schliesslich sind es nur die vier Fille
{ABC | ABC {ABC and { ABC
BDA’ \A=B’ B=D D=4’
die in R’ mitgezéhlt sind, aber in R” fehlen; von diesen {allt
der zweite wegen der Axiome HI und IV weg; im ersten Falle
erhidlt man (CDA) mit Hilfe von R” und IH:

Lbel > (DCA)Y[:R'], (DCA)~>(ACD)[:1ll], (ACD)->(CDA) [per del.],

und im dritten Falle aus II allein:

#20} > ADC, ADC->CDA [:ll], CDA-> (CDA) [per def.;

der vierte Fall aber ist trivial:
D=A - (CDA) [per det].
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Schlussbemerkungen.

Die in betreff des Sarvschen Systems erhaltenen Ergeb-
nisse lauten:

1) der Grundsatz VHI ist aus seinen iibrigen Grundsitzen
deduzierbar; ‘

2) im System der linearen Grundsitze enthilt ausserdem
noch der fiinfte Grundsatz einige beweisbare Aussagen;

3) im System der linearen und ebenen Axiome sind die
Grundsiitze Il und X schon in einer schwicheren Fassung hin-
reichend; zudem konnen die vier Grundsitze V, VI, VII und
VII durch ein einziges Axiom ersetzt werden?s.

Uber die von Nuut vorgeschlagenen Axiome A und B
kann man daher sagen:

1) sein Axiom A bedarf der Einschrinkung c¢==d, sonst
ist es nicht allgemein giiltig 16; dies Axiom zerfdllt eigentlich
(gemiss der von Nuut benutzten Definition des kollinearen
Punkttripels) in 36 Aussagen, von' denen 381 aus den iibrigen
finf (ohne Benutzung des Axioms B) deduzierbar sind; der von
Nuut erbrachte Unabhiéngigkeitsbeweis ¥ gilt fiir 4 als
fiir eine Aussagengruppe in bezug auf die Aussagen
1, I, 1V und B;

15 Der bei Sarv — op. cit, pag. 3 (Zeilen 6 bis 8 von oben im
Text) — gesperrt gedruckte Satz ,Wenn unter vier Punkten zwei Tripel so be-
schaffen sind, dass in beiden je ein Punkt zwischen zwei anderen liegt, so
sieht. man, dass dort die iibrigen Tripel von dersclben Beschaffenheit sind“,
als Postulat aufgenommen, vermag die Vierpunktaxiome V bis VIII schon
véllig zu ersetzen, enthilt aber selber noch beweisbare Behauptungen.

18 Diass die Benutzung des Axioms A4 im Falle ¢ =4 nicht statthaft ist,
ersieht man aus folgendem: im Beweise von Satz F (pag. 13 u. 14) kann man
das Axiom Q ohne weiteres durch . ersetzen, aus A folgt aber schon mit

Hilfe der Sitze E und F notwendigerweise ¢ —= d.

17 Derselbe Gedankengang lisst sich natiirlich auch auf das Postulat Q
resp. R lbertragen.
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2) Nunuts Axiom B ist aus den iibrigbleibenden fiinf Aus-
sagen von 4 und den Axiomen H, W, IV, IX und X be-
weisbar 18;

3) die erwahnten Umstinde vermindern keineswegs den
Wert von 4 (mit der Einschrinkung ¢=d) und B als von zwei
kurz formulierbaren, leicht memorierbaren und bequem verwend-
baren Sitzen (die sehr hiufige Verwendbarkeit von A ist ja durch
die grosse Anzahl der darin enthaltenen Aussagen bedingt).

Das Veblensche Axiomensystem betreffend mdachte ich
noch folgendes bemerken:

1) das Axiom V von Veblen bedarf nur einer kleinen
Erginzung (wodurch es in das als I~ bezeichnete Axiom der
vorliegenden Abhandlung iibergeht), um sein Axiom IV beweis-
bar zu machen?; sein Axiom VI, das in unserer Ausdrucksweise
und gemiiss unseren Definitionen folgendermassen lautet:

i
AB
gABD; ->(CDA),
C=D
besteht (ausser den sechs trivialen Fillen C=A4, C=B, D=A,
D=8, {%jé und {%z_ﬁ) aus neun Aussagen, von denen vier

beweisbar, also iiberfliissig sind2°;

2) wenn man aber sein Axiom VI durch das einfacher
formulierbare Postulat R ersetzt, anch dann wird sein Axiom IV
beweisbar und kann (und muss folglich) weggelassen werden.

Durch die angefiihrten Erwidgungen hat sich also heraus-
gestellt, dass ein kiirzeres System von linearen und planaren
Axiomen als das Sarvsche (I bis X) bzw. das Veblen sche
(I bis VIIlI), welches dabei mit den beiden dquivalent ist und

18 Dass die Sar vschen Vierpunktsitze aus den genannten Postulaten
deduzierbar sind, haben wir gesehen; wie sich der Nuutsche Satz B seiner-
seits aus den Vierpunktsidtzen deduzieren lidsst, das findet man bei Nuut,
op. cit., pag. 9.

19 Naheres dazu in Fussnote 14.

20 Das Axiomensystem von Veblen tritt in einer etwas modifizierten
Form bei 0. Veblen and J. W. Young auf: Projective Geometry, vol. lI,
Boston 1918, pag. 60. Die obige Bemerkung kann ebenfalls auf dies spitere
System bezogen werden, und zwar betrifft sie die dortigen Axiome I, III und V.
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ebenso einfach zu handhaben wie das letztgenannte, etwa fol-
gendermassen lauten kinnte?!:

e B ABC> |
1 Lo leB 52 C(ABCY|
Y C

9. A=p5»0C %M A== B {e

. A= >{ABC 6. A=F > (ABC)

3. ABC-> CBA (ABC)|  [eF
. ABD | > |AFC.

4. ABC-> ACB BEC |  |(DEF)

[

1 Wegen der Definitionen sei auf die Einleitung hingewiesen.

2]

o

Die im letzten Absatz von § 2 erérterten Félle, die durch 5 und die
vorangehenden Axiome (3 und 4) doppelt bestimmt sind (worliber man sich
allerdings klar sein soll!), ebenso wie einige unnttige triviale Fille knnen
aus diesem Axiom beseitigt werden — jedoch auf Kosten der Kiirze und Uber-
sichtlichkeit der Formulierung.

% Dass das Axiom 6 mit dem Axiom VII von Veblen villig Aquivalent,
im Gebrauch aber viel bequemer ist, lisst sich fast unmittelbar einsehen; die
Aquivalenz der beiden hat fibrigens R. L. Moore gezeigt: Transactions of
the American Math. Soc. 13 (1912), pag. 75.



