UBER DAS PROBLEM DER MESSUNG
DER STORUNG BEI STATISTISCHEN REIHEN MIT
ANWENDUNG AUF DIE KLIMATOLOGIE

VON

AARNE KARSNA

TARTU 1938



K. Mattiérsens Buchdruckerei Ant.-Ges., Tartu 1938.



§ 1. Einleitung.

1. In einer meiner fritheren Arbeiten!) habe ich auf
Grund klimatologischer Beobachtungen empirisch gezeigt,
dass der Charliersche Storungskoeffizient zur Messung der
Storang bei statistischen Reihen nicht immer anwendbar ist,
denn er fiihrt manchmal zu solchen Resultaten, die dem intui-
tiven Denken widersprechen und sich nicht physikalisch
begriinden lassen.

Um festzustellen, ob eine solche Annahme auf (durch das
Beobachtungsmaterial bedingtem) Zufall beruhe oder ob dem
Charlierschen Stdérungskoeffizienten ein. prinzipieller Fehler
innewohne, ist in der folgenden Arbeit das Problem der
Messung der Stérung bei statistischen Reihen theoretisch
untersucht worden, wobei die Berechtigung des Zweifels am
Charlierschen Stirungskoeffizienten seine Bestidtigung gefun-
den hat.

2. Wenn die Wahrscheinlichkeit des Erscheinens eines
Merkmals sich von einem Kollektiv zum anderen dndert (jedes
Kollektiv bestehe aus s Elementen), so bilden die entsprechen-
den Haufigkeitszahlen m;, m,, . . . m, eine Lexissche Reihe.
Bezeichnen wir die veriinderlichen Wahrscheinlichkeiten mit
Pis Par - - - o und deren arithmetisches Mittel mit

P it pet P
° n
so betrigt bei der Lexisschen Reihe die mittlere Hiufigkeitszahl

mo == S[)o
1y ,Uhemodaalsete sageduskoverate siisteemist Lexise ridade puhul thes
rakendusniidetega klimatoloogias®, Tartu 1936.
Diese Arbeit ist nicht gedruckt. Die Handschrift ist in der Bibliothek
der Universitdt Tartu deponiert.
ES



4 AARNE KARSNA AXXXIV.2

und das Streuungsmass

W GL:VSJ»U(l—m)JrSEZ 23 g — )

i=—1
Die Grisse sp, (1 —p,) ist das Quadrat des Streuungsmasses
bei der Bernoullischen Reihe, wenn das Merkmal in jedem
Kollektiv mit der Wahrscheinlichkeit p, erscheint. Damit ist

(2) spo (1 —po) =052

Bei der Wahrscheinlichkeit p, ist die mittlere Haufigkeits-
zahl sp, und bei der Wahrscheinlichkeit p; ist sie sp..  Verdn-
dert sich die Wahrscheinlichkeit von p, auf p;, so betrigt die
hiervon abhidngige Verdnderung der mittleren Hiufigkeitszahl

s (pi — po)-

Das quadratische Mittel bei n Kollektiven ist

(3) : 1 28 (o,

woi—=1

was wir mit 0 bezeichnen und die Storungsstrenung nennen.
Setzen wir die entsprechenden Ausdriicke von (2) und
3) in die Formel (1) ein, so erhalten wir

2 5.2 Ly 52
(4:) 01" = Op +(1 g)é .
Die Grisse (1 ——i) koénnen wir gleich eins annehmen,

denn der relative Fehler * beeinflusst o, weniger als der von
S

der Zahl der Kollektive n abhingige mittlere Fehler von ¢.1).

—— e . )
1) Bei » Kollektiven ist der relative Fehler von ¢, gleich V;" oder
2n,
der relative Fehler von ¢72 ist
2
V2
2 1 .
Wenn .-« - dann ist
’ Vzun 8
n > 2 st

Die letstgegebene Bedingung wird praktisch niemals erfullt. Sogar bei
ecinem schr kleinen Kollektiv, 2. B. beis = 50, miissten wir den Versuch mindestens
. . . . -~ 1
5000 Mal wiederholen, bevor wir mit der weggelassenen Grosse - zu rechnen
hatten., Bei s = 1000 muss n > 2000 000 sein.
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Das Gesagte in Betracht zichend, kdnnen wir auf Grund der
Formel (4) schreiben

(5) O'L2 == 032 + (52.

Aus letzterer Formel kinnen wir die Stérungsstreuung
(6) 6=V 0> — o5

bestimmen, in der Form, in welcher sie oft gebraucht wird.

Messen wir die Stérungsstreuung in Beziehung zum
Kollektivamfang, so erhalten wir

welchen Wert wir die mittlere Storung der Lexisschen Reihe
nennen und mit & bezeichnen.

3. Wenn bei mancher statistischen Reihe eine von Null
abweichende mittlere Stérung bemerkbar ist, so weist das auf
ein Auftreten dusserer Einfliisse hin. Schiitzt man die Grosse
der dusseren Einfliisse ab, so scheint es natiirlich, sie propor-
tional der mittleren Stérung anzunehmen. Wird z B. die
regelmissige Hiaufigkeit der Geburten von Jahr zu Jahr durch
Kriege, Krisen, politische Verdnderungen usw. gestiort, so wird,
je grosser diese Verdnderungen sind, desto grésser auch die
mittlere Storung der entsprechenden Reihe sein. Die Grosse
der mittleren Stérung kann man als einen Indikator bezeichnen,
der die Gesamtsumme der dusseren Einfliisse darstellt. Die ge-
nannten dusseren Hinfliisse sind direkt nicht messbar, denn der
Einfluss der Kriege ist z. B. nicht mit dem Einfluss der Propa-
ganda vergleichbar usw. Die Bedeutung dieser Faktoren bei
der Beeinflussung regelmiissiger Erscheinungen kann nur anf
Grund der Grosse der mittleren Stérung geschiitzt werden.

Das Problem ist aber in seiner Realitit komplizierter.
Die statistischen Beobachtungen zeigen, dass die mittlere Sto-
rung und die relative Hiaufigkeit der Erscheinung (die Wahr-
scheinlichkeit) miteinander korrelativ verbunden sind, wobei
r > 0 ist (r ist der Korrelationskoeffizient), d. h. grossere
relative Hiufigkeiten weisen meistens eine grossere mittlere
Storung auf als kleinere relative Hidufigkeiten. Nun kénnte
man ja denken, dass man bei Erscheinungen mit grossen
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relativen Hidufigkeiten nur zufillig grosse Stérungen antreffe ;
aber erstens wire solch ein oft auftretendes Zusammenfallen,
wenn es nur auf Zufall beruhen sollte, nicht wahrscheinlich,
und zweitens kann man theoretisch solche Beispiele anfiihren,
aus denen klar hervorgeht, dass kleine relative Haufigkeiten
unter gleichen Bedingungen kleinere Stérungen aulweisen
als entsprechende grosse.

4. Zur normalen Messung der Stérung wird von Charlier
der sogenannte Storungskoeffizient in folgender Form benutzt:

(8) C e -’_" —_ —\"';f'””w-*; )

wo die Buchstaben die obengenannten Bedeutungen haben.

Bei konstantem Kollektivumfang (s = const.) wichst m,
proportional der relativen Hiufigkeit, und daraus folgt, dass
der Charliersche Koeffizient den grdsseren relativen Hiaulig-
keiten auch die grossere Storungsstreuung zuschreibt, wobei
letztere proportional der relativen Haufigkeit wéchst.

Ein solcher Koeffizient scheint anfinglich zu geniigen,
denn er wird als Variationsfaktor!') beim Bestimmen der
Stabilitat der Grossen sehr oft benutzt (z. B. in der Anthropo-
logie). Doch ist ohne weiteres inhaltlich nicht klar, warum
die Storungsstreuung bei konstanten Stérungsursachen pro-
portional der relativen Hiaufigkeit wachst, denn das Wachsen
konnte doch auch nach anderen Gesetzen vor sich gehen.
Charlier fiihrt aber eine Reihe von Beispielen an, die das Ge-
sagte empirisch ganz glaubhaft machen. So bringt er ein
Beispiel iiber die Geburten in Schweden. Die Stirungsstreu-
ung bei der Zahl der Gesamtgeburten ist viel grisser als bei
Zwillingsgeburten. Es ist begreiflich, dass alle Einfliisse, die
auf die Gesamtgeburten wirken, auch auf die Zwillingsge-
burten wirken miissen, bei letzteren kénnen aber einige spezi-
elle Einfliisse noch hinzukommen. Benutzt man den Variati-
onsfaktor zur Messung der Stérung, so ergibt sich, dass die
Variationsfaktoren in beiden Fillen gleich gross sind. Die
Gesamtgeburten bringen also durch ihre grdssere relative
Hanfigkeit von selbst die gréssere Stérungsstreuung mit sich.

1) Unter dem Variationsfaktor versteht man in der Statistik im allge-
meinen das Verhiltnis der Streuung zur mittleren Grisse.
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In der vorliegenden Arbeit ist die genannte Frage niher
erforscht worden, wobei versucht warde, fir die Messung der
Stérung einige annehmbare Grundlagen zu finden. Die Er-
gebnisse flihren uns nun recht weit vom Charlierschen Faktor
ab, dieser wird aber dennoch nicht unbrauchbar, sondern bil-
det nur einen Spezialtall.

§ 2. Die Abhiingigkeit der Storungsstreuung von
der relativen Hiinfigkeit.

1. Betrachten wir in einem Kollektiv (die Zahl der Ele-
mente sei s) zwei Merkmale, die voneinander unabhéngig sind,
d. h. bei denen es kein Element gibt, welches beide Merkmale
besitzt (z. B. eine Temperatur von 5 bis 6 und eine von 6 bis 7
Grad). Nehmen wir nun als neues Merkmal die Summe der
vorigen Merkmale (im genannten Beispiel — die Temperatu-
ren von 5 bis 7 Grad). Die relative Hiufigkeit des neuen
Merkmals ist gleich der Summe der relativen Hiufigkeiten
der einzelnen Merkmale. Was aber geschieht mit der Streuung
bei der neuen Hiufigkeit?

Nehmen wir als den Kollektivaumfang s und als die mitt-
leren Haufigkeiten beider Merkmale m; und m, an und bezeichnen
wir die relativen Haufigkeiten

My

n
— = p, und = Pa.
B ¥ B D

Die Storungsstreuungen fiir beide Klassen seien ¢, und d,,
die aus den allgemeinen Streuungsmassen o, bzw. 0, in folgender

Weise abgeleitet werden kiénnen:

(9) 6,=Vo?—sp (1—p,) und

0=V o — s, 1=y,
Betrachten wir nun, wie sich die ganze Erscheinung bei
Giiltigkeit des Charlierschen Prinzips entwickelt.
Der Charliersche Faktor ist
d, dy

C; = —* und G, = =%,
m; - My
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Zur Vereinfachung der Untersuchung wihlen wir die beiden
Hiufigkeiten und Storungsstreuungen gleich gross, d. h.

my = my und

6, = 0,
Dadurch ist auch

Gl _ 0.2-

Wenn zwei Erscheinungen in gleichem Masse gestort wer-
den, ist es selbstverstindlich, dass auch die Storung der neuen,
durch Zusammenfassung der Einzelerscheinungen entstandenen
Erscheinung ebenso gross sein wird (diese Folgerung legt
auch Charlier seiner Ausfiihrung zugrunde, wenn er die
Stérungsstrenung von Zwillingsgeburten und Nichtzwillings-

geburten mit derjenigen der Gesamtgeburten vergleicht).
Die Haufigkeit des Auitretens der neuen Erscheinung ist

my = my =2 m,.

Die ihr zugehorige Stérungsstrenung bezeichnen wir mit o.
Nach dem Vorhergesagten ist

0 0
(10) = 0=
2my my
woraus
(11) § =24,

Das bedeutet:; damit der Charliersche Faktor gelte, miissen
beim Zusammenfassen der Hiufigkeiten auch die Stérungs-
streuungen sich addieren. Ist das immer so? Die Antwort
braucht nicht weit gesucht zu werden, denn man kann ohne
weiteres sagen, dass die obengenannie Bedingung nur im
speziellen Falle gilt. Dieses kann auf folgende Weise erklirt
werden,

Das Auftreten der Stérungen in den beiden Erscheinungen
ist immer miteinander korrelativ verbunden, was daraus folgt,
dass die Lexissche Reihe der Hiufigkeitszahlen, deren arithme-
tisches Mittel m, ist, mit der Reihe, deren mittlere Hiufigkeits-
zahl m, ist, korrelativ verbunden ist. Wenn eine solche Bezie-
hung fehlt, so sagt man: der Korrelationskoelfizient sei gleich
Null. Darum koénnen wir auf Grund der Korrelationstheori
schreiben
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(12) 0% =0, 4 0,° 270, 9,

wo r den Korrelationskoeffizienten zwischen den Stirungen be-
deutet.

In unserem Falle ist

0,=4d, und
(13) 0? =202+ 2rd>=
= 20,? (1 7).

Damit der Charliersche Faktor gelte, muss nach (11)
(14) 0% = 40,
Wir setzen den Ausdruck fiir ¢? in (13) ein und erhalten
40,2 =20 (1 +7),
WO
(15) r=1.
Dieses bedeutet, dass der Charliersche Faktor nur dann

gilt, wenn die Stérungen in absoluter und positiver Korrela-
tion stehen.

2. Entwickeln wir denselben Gedankengang weiter, so

bekommen wir bei mehreren Erscheinungen dasselbe Resultat.
BEs sei

und damit

Wenn die Merkmale voneinander unabhidngig sind, be-
kommen wir beim Addieren der Merkmale in obengenannter
Weise

m=m +m, 4+ . ... m =
S A,'nll.
Bezeichnen wir die Stérungsstreuungen entsprechend mit

0= 0y= ....0

k?

dann muss, lalls die Stérungen absolut positiv miteinander
in Korrelation stehen,
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(16) =020+ .. ... 0% 4
+ 2750, 0342130, 05 4. .. 2, 0, 6,
121930, 05 + 275, 0, 05 4. . .20y, 0,0,

-),‘ —_—
21, 04y Oy

H

=02k F2(h—D 420k —2)+....2]=
= /20,2
sein, denn
ro=1.
Oder
0 =ko,.
Damit ist der Charliersche Faktor
d ko
17 = =
un ¢ m kmy Cuy

d. h. er bleibt konstant,

Ebenso bleibt bei »=1 der Charliersche Faktor auch dann
konstant, wenn die relativen Haufigkeiten verschiedene Grissen
haben.

Es sei die Haufigkeit der einen Erscheinung s, und die
ihr zugehorige Stérungsstreuung ¢,. Damit ist
¢ =1

my

Bei einer anderen Erscheinung sei die Haufigkeit s,

wobei wir '
My == NM,

annehmen, und die Stérungsstreuung sei d,.

Somit ist
0,
C, = _T2
nmy
Damit
0, 0y
ny o nm,;
sei, muss
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sein. Fassen wir die beiden HErscheinungen zusammen, so be-
kommen wir

m = m, + My =

=my (14 n)
und
(18) 0 =0, + 0"+ 200, dy =
=02+n?0242nd2 =
=0,% (1 +n)*
Hier ist
0=29,(1-+n).

Daraus folgt

0 6 (14mn)

Aus allem Dargelegten ist zu ersehen, dass bei absoluter
Korrelation der Stérungen der einzelnen Erscheinungen, sowie
bei Gleichheit ihres Charlierschen Faktors die aus den Ein-
zelerscheinungen zusammengesetzten mneuen Erscheinungen
denselben Charlierschen Faktor aufweisen.

Da in den von Charlier angefiihrten Beispielen die heiden
Erscheinungen miteinander fast absolut korrelativ verbunden
waren, so musste auch der Storungskoeffizient bei den Gesamt-
und Zwillingsgeburten dieselbe Grosse besitzen. Praktisch kon-
nen aber Hrscheinungen mit verschiedenen Korrelationskoed-
fizienten vorkommen, wodurch das ganze Problem viel kompli-
zierter wird.

8. Nehmen wir nochmals zwei Erscheinungen mit gleichen
Haufigkeiten und Stérungsstreuungen, so erhalten wir nach (13)

82 = 20,2 (1 + 7).

Im Falle » =0 ist (die Stérungen sind voneinander unab-
hingig), erhalten wir
02 =24,2 und

2 _ ngl ,QL
(27) C= 5. =75

Aus letzterem ersehen wir, dass die Storung dieselbe geblie-
ben, die Stérungsstreuung gewachsen ist, dagegen weist aber
der Charliersche Faktor aufl eine Verminderung der Stérung hin.
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Im Falle r=—1 ist (die Stérungen stehen in negativer
Korrelation), bekommen wir
02 =0
und
(21) C=0.

In diesem Kalle gibt es keine Storungsstrenung und damit
auch keine Storung, was man auch aus dem Charlierschen
Faktor ersieht.

Wenn wir eine Krscheinung finden, deren Stérungsstreu-
ung gleich Null ist, sind wir niemals sicher, ob diese Erschei-
nung sich nicht auf irgendeine Weise so inzwei andere zerlegen
lasse, dass diesen letzteren Storungsstreuungen eignen, welche
in negativer Korrelation stehen. In solchen Fillen kénnen nach
Charlier die Partialerscheinungen grosse Storungsstreuungen und
auch einen grossen Stérungskoeffizienten aufweisen. Hs wird
aber der Sinn des Stérungskoeffizienten fraglich, denn wihrend
bei einer Gruppierung die grossen Stérungen verschwinden,
kionnen sie bei andersartigen Gruppierungen neu hervorkommen.

Die Grosse des Charlierschen Faktors, welcher beim Zu-
sammenfassen zweier Erscheinungen mit gleicher relativer
Haunfigkeit und gleicher Stérungsstreuung entsteht, ist

IR A S
iy 2

—c, I/H"

Diese Formel erhalten wir, wenn wir den Wert fiir d aus (12)

o~
&
(&

M

0
in das Verhialtnis m einsetzen.

Wihrend der Faktor l/l— — einen Wert, der zwischen

0 und 1 liegt, haben kann, dndert sich C in den Grenzen
zwischen 0 und €, und es braucht keineswegs immer €= C;
zu sein.

Betrachten wir ferner den allgemeinen Fall, in dem

(23) My = ki

ist (friiher war m; = m,).
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Wir nehmen den gleichen Charlierschen IFaktor fiir beide
Erscheinungen an. Somit ist

d, 0y
29 O = m, o= g
Aus letzterem folgt:
0, = Cymy
und
62 = 01 m.z.

Fassen wir die Klassen mit den Haufigkeiten m, und m,
zusammen, so erhalten wir die Hiufigkeit der neuen Klasse

(25) m=m, -+ my

und die zugehorige Storungsstreuung

(26) 0=V 024 024 2r0, 0=
= CVm®+my? 4 2rmy my.

Berechnen wir den Charlierschenlaktor der neucn Klasse,
so erhalten wir

@27) 0— 0 — 0 m,? + m,* + 27‘0m, My __
m (my - my)?
2m, my (1L —7)
AT
' (m - mg)?
Setzen wir statt m, seinen Wert Zm, aus (23) ein, so ist
Ok (L—7)
(28 C=C 1— s
=) ' V (144)

Hieraus ist zu ersehen: wenn »=1, so ist (=0, d. h.
der Charliersche Faktor bleibt derselbe. In jedem anderen Falle
ist C<C,, und bei =1 und »r=—1 ist C=0.

Hier bleibt, wie auch im vorigen Falle, ¢ immer zwischen
0 und 1.

Um zu untersuchen, welche Werte C bei verschiedenen
Werten von % und » annimmt, schreiben wir
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‘ C o - 2k (1 — )
=) G, —“—Vl'uwﬂ)?

und stellen ein Nomogramm her (Fig. 1), in dem die Grissen
%k und » auf den Koordinatenachsen abgetragen werden.

Ar

o

05 4

0.5 4

-1

Fig. 1.

Aus dem Nomogramm ersehen wir, dassin einem Streifen
fir die am hiufigsten vorkommenden r-Werte (— 05 <r < 0" 5)
w die Werte von 05 bis 0’9, durchschnittlich den Wert von
0'8 hat. Der Umstand, dass dieser Wert der Eins geniigend
nahe kommt, hat oft dazu gefithrt, den Charlierschen Faktor
als zweckméssig zu gebrauchen.

Weiter konnen wir, wenn wir gewisse Annahmen liber
r und % vorangehen lassen, Schliisse iiber die Hiaufigkeit der
Grosse w ziehen. Der Korrelationskoeffizient » kann in den
Grenzen — 1 und -1 vorkommen, 4 kann aber theoretisch
zwischen 1 und co liegen. Praktisch kommt jedoch das Zusam-
menfassen der Klassen nur bei nicht allzugrossen k-Werten
in Frage. Gewohnlich #ndert sich % zwischen 1 und 5 bis 6,
selten bis 10.

Setzen wir nun voraus, dass der Korrelationskoeffizient
r zwischen — 1 und 1, und % zwischen 1 und 10 mit konstanten
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Haufigkeiten liegen. Dann geben die Grossen der Flichen
zwischen den Nomogrammkurven jene Hiufigkeiten an, die
jeder u-Klasse entsprechen. Um sich {iiber diese Hdufigkeits-
verteilung ein Bild zu verschaffen, schreiben wie die Gleichung
{29) in folgender Form:

2
Zum Berechnen der Griosse der Flichen miissen erst die
Schnittpunkte der Knrven mit der Geraden

y=—1

bestimmt werden. Setzen wir »=—1 in (30) ein und erhalten
wir daraus fiir jedes w das ihm entsprechende %,. Die folgende
Tabelle (Tab. 1) enthilt die entsprechenden Werte der genann-
ten Grossen (die Zeilen @ und %,). Darauf berechnen wir die
Fliche, die von den Geraden #=1, k=10, r=—1 und von
einer Nomogrammkurve begrenzt ist. [alls die Nomogramm-
kurve die Gerade »= -1 in einem Punkte schneidet, fiir den
k<10, so muss die zu berechnende Fliche nur bis zu diesem
Schnittpunkte genommen werden. Eine solche Flidche ist durch

folgende Formel bestimmt:
k

(81) = | {2 —(1—u) g—f,%k—)'} 2k,
z 2

In der folgenden Tabelle sind fiir jedes u die entsprechen-
den Q-Werte berechnet, wobei & die obere Grenze des Integrals
bedeutet.

. Tab. 1.
‘ 1
o ky, ‘ k Q, | 4@ p°,
_ _ .

R T R | ' ’__~
10 | co |1000 ' 1800 | ... .
09 | 1900 |10:00 | 11-37 ] e o
08 | 900 | 900 | 554 | 5937 324
07 | 567 | 567 | 254 | 90| 167
06 | 400 | 400 | 124 | (20 =
05 | 300 | 300 | 059 @ 0651 36
04 | 233°| 233 | o2 | 03| 18
03 | 186 | 186 | 009 | g,(‘)(; o
02 | 150 | 150 | 003 | 003 | 0w
0L | 125 | 125 0 000 003 02
00 ] 100 | 1:00 000 |
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In der Zeile AQ sind die Areale zwischen den Flichen @
gegeben und diese sind somit proportional den Wahrscheinlich-
keiten fur jedes u-Intervall. Die genannten Wahrscheinlichkeiten
sind in der letzten Zeile, p®/,, in Prozenten angegeben.

Fig. 2 stellt die entsprechende Hiufigkeitsverteilung
dar. Aus ihr ist zu ersehen, dass die Wahrscheinlichkeit des
Auftretens der Klassen mit htheren u-Werten sehr gross ist.

)LP%
(eu=01y)
|
!
40 4 i
|
]
|
39 i
]
1
I
20 :‘.;’
:u
o
]
we A
]
__J__I— !
7 2 3 4« &£ & 7 8 g rg 7

Fig. 2.

Das arithmetische Mittel der p-Werte ist auf Grund dieser

Hiufigkeitsverteilung
o= 083.

Wenn wir unser Nomogramm auch fiir #-Werte, die grésser
als 10 sind, erweitern (in unserem Beispiel war £=1Q), dann
wachsen die Wahrscheinlichkeiten der hoheren p-Werte und
wichst somit auch das Mittel, und wenn wir dagegen die obere
Grenze von k niedriger nehmen, trittdas Entgégengesetzte ein.

Im Falle, wo k=1 ist, bekommen wir aus (30)

(32) r=2u?—1.

Wenn die Korrelationskoeffizienten im Intervall —1 <+ <1
mit konstanter Haufigkeit auftreten, so ermdéglicht die letzte
Gleichung analog dem oben Gesagten die Haufigkeiten fiir jede
u-Klasse zu bestimmen, die in der folgenden Tabelle (Tab. 2)
in Prozenten, p°/,, gegeben sind (relative Haufigkeit).
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Tab. 2.

[l { \
u ‘ ’ ’Z)O/o I ; 7 ?%%
‘ \
10 1-000 05 || —0500 .
Oy 10 gy . 5 90
08 | Ooe | 170 05 | “oson | 7O
07 | o020 | 120 o2 | —og20 | 50
06 | —oogo | 1870 01 || —o9g0 | 30
. 110 00 | —1000 | 17
|

| \

Fig. 3 stellt die entsprechende Héufigkeitsverteilung dar.

Ap%
(ep = 01)
30 4 |
|
°,
9,
20 1 "l
i
0 4 :
{
: L
0 ! 2 3 4 ‘5 ‘6 °7 ‘8 'y 10 >

Fig. 3.

Das arithmetische Mittel ist p,= 067, was auch aus der
Formel (32) leicht abzuleiten ist?).

1y Die gesuchte Hiuufigkeit fiir jede ,-Klasse dp ist proportional der
entsprechenden Grisse dr. Die Wahrscheinlichkeitskurve ist somit durch die
Ableitung von r gegeben. Es ist
dr

p=u = 4.

(1‘/'(
1
Da fdaudi=1ist,finden wir, dass a =1/, ist. Das arithmetische Mittel betriigt
o

nach der bekannten Formel
1
20 du

0 9,
o = = /x

1
S 2 due
0
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Aus der Figur ist zu ersehen, dass, wenn 4 ==1 ist, auch
die kleineren u-Werte geniligend stark mitsprechen, aber mit
dem Wachsen der Grésse & wird der Einfluss der kleineren
u-Werte vermindert. Diese Tatsache erlaubt bei vielen Erschei-
nungen, bei denen £ geniligend gross ist, den Charlierschen
Storungskcetfizienten mit genligendem Erfolg zu verwenden.

4. Aus dem Obengesagten folgt, dass in Féllen, wo die
Partialerscheinungen nicht den Korrelationskoeffizienten r=1
haben, der Charliersche Koeffizient unbefriedigend ist, weil
er die Stérung mit einem verdnderlichen Mass schitzt. Beim
Zusammenfassen der Klassen wird der Charliersche Koeffizient
immer kleiner und dieses hat zur Folge, dass bei einer grisseren
Anzahl von Kotlektiven die grossen Haufigkeiten nach dem
Charlierschen Mass stets kleinere Stérungskoeffizienten auf-
weisen als die kleinen.

Da r sich zwischen —1 und 1 dndern kann, erscheint es
zweckmissig, einen derartigen Storungskoeffizienten zu finden, '
der fiir den Fall, dass der Korrelationskoeffizient gleich Null
wire, bei verschiedenartigen Gruppierungen der Klassen die
Stérungen ohne Hntstellung wiederzugeben verméachte.

Dann wiaren moglicherweise im Falle verschiedener »-Werte
die vorkommenden Fehler kleiner. Fiir » >0 nimmt beim Zusam-
menfassen der Klassen die Stérung zu und fiir r< 0 nimmt sie ab.

Ein solcher Zustand scheint auch natiirlich zu sein, denn
jene Eintliisse, welche die positive Korrelation verarsachen, ver-
grossern auch die Stérungsstreuung.Zur Addition der Stérungen
auf natiirlichem Wege sind somit noch spezielle Einflisse hinzu-
gekommen, welche die Stérungsstreuung noch vergréssern miis-
sen. Bei negativer Korrelation kommen ebenfalls derartige Ein-
fliisse hinzu, die die normale Summe der Stérungen vermindern.

Auf Grund solcher Bedingungen, die natiirlicher zu sein
scheinen als beim Charlierschen Koeffizienten, kann analog ein
Stérungskoeffizient festgesetzt und mit diesem die Grosse der
Stirung gemessen werden.

Ein solcher Koeffizient hitte, ebenso wie auch der Char-
liersche Koeffizient, jenen schwerwiegenden Nachteil, dass beide
nur gewissen Anforderungen zu geniigen vermdogen,also gewis-
sermassen als ,Geschmackssache® aufgefasst werden kénnten, da
ihnen die inhaltliche Begriindung fehlt und es schwer fiele zu
sagen, warum der eine oder der andere besonders wesentlich sei.
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Im folgenden ist zur Messung der Stérungsstreuung ein
neuer Stérungskoeffizient eingeflihrt worden, welchem die
Wahrscheinlichkeit zugrunde gelegt ist, die {iir jede Stérungs-
streuung die Existenz der Stérung bestimmt.

§ 3. Die Wahrscheinlichkeit der Existenz der
Storung.

Wenn eine Erscheinung mit der Wahrscheinlichkeit p auf-
tritt, dann ist bei dem Kollektivumfang s die mittlere Haufigkeit

n == §p.

Die normale Streuung dieser Haufigkeit ist nach der
Bernoullischen Formel
(33) 6, = Vsp (L —p).
Empirisch kénnen wir 6, nur dann bestimmen, wenn wir eine
Reihe solcher Kollektive haben und fiir diese die entsprechenden
Haufigkeiten m,, my . . . m, (wo n die Zahl der Kollektive be-
deutet). Wenn wir es mit einer endlichen Zahl von Kollektiven
zu tun haben, dann fillt das empirische Strenungsmass ¢, mit
dem theoretischen aus (88) nicht zusammen, es kommen immer
Abweichungen zustande, deren quadratisches Mittel durch die
Formel - ’

Isp (1l — p)

(34) 0y = l/ LTZ;TI )
ausgedriickt wird.

Nehmen wir den Variationskoeffizienten von o, so be-
kommen wir

0

o= r_ !

5 o, Von

Wenn man mit einer bestimmen Zahl von Kollektiven zu
tun hat, ist n = const. und

61"

(36) ~ % — const.

4L

(35)

Wenn die empirisch bestimmte Streuung, die gewshnlich
mit o, (die Streuung der Lexisschen Reihe) bezeichnet wird

RES
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(denn im allgemeinen ¥all kann man die Existenz der Lexisschen
Reihe voraussetzen und auch eine Bernoullische Reihe kann als
Lexissche mit dem Lexisschen Faktor =1 aufgelasst werden),
grosser als die theoretische Strevung o, ist, so kann die Differenz

Op— 0y

als eine zufillig entstandene oder eine durch die Stérungsein-
fliisse verursachte betrachtet werden. Darum kann geschrieben
werden

(87) 0,— 0,= mal),

wo die Griosse von ¢ jene Wahrscheinlichkeiten bestimmt, mit

welchen wir behaupten kdnnen, dass die Abweichung o,—o,

zufillig entsteht oder durch dussere Griinde verursacht wird.
Aus (37) bekommen wir

(o8
0,— 0y ]
o -
61} Gl{
oder
. 4
(38) L=1+ ",
21
()L N
denn === L, den sog. Lexisschen Faktor.
b

Wihrend »n = const. ist, zeigt L, in welchem Masse man
an die Existenz von #dusseren Einfliissen glauben kann. Je
grosser I ist, um so eher kann angenommen werden, dass
sussere linfliisse auf die Erscheinung einwirken.

§ 4. Der normale Stirungskoeffizient.

Wenn wir bei Erscheinungen mit verschiedenen relativen
Hiufigkeiten die Stérungsstreuungen vergleichen, so schiitzen
wir die Storung gleich in dem Falle, wenn die Grossen

gleich sind, denn dann haben alle Erscheinungen die gleiche
Wahrscheinlichkeit fitr die Existenz von Stirung.

Es sei der Kollektivumfang s, die relative Hiufigkeit des
Auftretens der Erscheinung p und die Stirungsstreuung o.
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Da
0% = 0%+ 0°
und
0132 =Ssp (l - p),

ist

(39) o, =Vsp (L —p)+ &
und -
(40) L= ]/ +ap L —p)

Bei konstanterStérung mussauch L konstant sein. Damit ist

(41) =const.=7y.

Vp (1—p)
Wenn wir bei verschiedenen p-Werten die Stérung als
konstant betrachten, dann ist auch y konstant. Wenn aber die
Wahrscheinlichkeit der Existenz von Storung bei grésserem y
grosser ist und bei kleinerem y kleiner, dann kdnnen wir die
Grosse der Stérung mit y messen, was deshalb besonders zu
empfehlen ist, weil in der Formel (41) J in erster Potenz auf-
tritt, d. h. y bei konstantem p, wie auch bei dem Charlierschen
Koeftizienten, proportional der Stérungsstreuung wiichst.

Beim Ubergang zu s als zu einer verinderlichen Grisse
ist der weitere Entwicklungsgang der Berechnungen ganz cin-
fach. Wenn wir bei einem bestimmten s-Werte die Griosse der
Storung festgestellt haben, muss der entsprechende Storungs-
koeffizient so beschaffen sein, dass er sich bei Veriinderung
des Kollektivamfangs nicht dndert.

Nach (7) ist

0 =sé.
Setzen wir dieses in (41) ein, so bekommen wir
— §
(42) y=Vs NN
Vi(l—p)

Hierausistzuersehen, dassyeine noch unbrauchbare Griosse
ist, da sie von s abhingig ist. Um dieses zu vermeiden, fiihren wir
eine neue (Grosse K ein:

(43) K=
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Setzen wir in (43) den Wert von y aus (42) ein, so er-
halten wir
(44) ’K |

T Tvaa — 1)

i
U‘n«!

Da die Grosse K von s unabhingig ist und denselben
Anforderungen geniigt wie auch y, so ist sie als zur Messung
der Storung brauchbare Griosse zu bezeichnen.

In dem Falle, wenn ein Merkmal eine sehr kleine relative
Héaufigkeit hat (bei sogenannten ,kleinen Zahlen<), ist

1—p~1
und
45 K~_5.
() Vp
Im Falle p=1/,=1—yp, ist
-5 .
(46) I—.-jp_C(-zb).

Das bedeutet, dass der Storungskoeffizient gleich dem
Charlierschen ist.

§ 5. Die Beziehung zwischen K und C.

Nach (8) ist

und damit
i P
(47) : _] _r

Wenn p<Z1/, ist, dann ist K< C
und wenn p>1/, ist, dann ist K> C.

Wenn wir K als konstant betrachten, so ist § nach der
als konstant annehmen, ist & proportional p. Beide ent-
sprechenden Funktionen sind in Fig. 4 dargestellt (K=1 und
C =1), woraus zu ersehen ist, dass bei p =1/, Cund K gleich sind.
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Die graphische Darstellung bringt noch eine interessante
Tatsache zum Vorschein. Die eine Kurve (K= const.) ist
symmetrisch auf der Geraden p=1/,, die andere (C = const.)
nicht. Der letztere FFall bietet sehr wesentliche Argumente gegen

den Charlierschen Faktor — eine sehr einfache Betrachtung
zeigt nimlich, dass diese Kurve symmetrisch sein muss.
45
10~~~ m e e s mm s — o ‘
]
[ t
ce i
? I
) .
!
|
s 3(“ P! .
74 Pt 1 ;
v ! |
[} 1
i !
' }
' ¢
¢ |
! .
2 P
4 o5 ro 7
Fig. 4.

Wenn ein Kollektiv aus s Elementen besteht und von
diesen m Elemente ein gewisses Merkmal haben, dann fehlt
den tibrigen s—m Elementen dieses Merkmal. Das Fehlen die-
ses Merkmals ist fiir die genannten Elemente auch ein Merkmal.

. . . . . . . mo,
Wenn die eine Klasse mit der relativen Haufigkeit p, = ", vine

Stérung hat, dann muss auf Grund der absoluten Korrelation
(r= —1) auch die andere Klasse, deren relative Haufigkeit

p.3=1—_p1=% ist, genau dieselbe Stérung haben. Die

Einfliisse, welche das Wachsen von p, verursachen, sind die-
selben, welche gleichzeitig auch die Verminderung von p, her-
vorrufen. Wenn wir in einem Kartenpaket das Verhiltnis der
roten und schwarzen Karten verdndern wollen, ist es gleich.
giiltig, ob wir die Zahl der schwarzen Karten vergrossern oder
die Zahl der roten vermindern. Eine Ursache — die Verinderung
des Verhiltnisses — trifft gleichzeitig beide Merkmale. Die



24 AARNE KARSNA

A XXXIV.o

Grisse, mit welcher die Resultate dieses Einflusses gemessen
werden, muss fiir jedes p und 1—p gleich gross sein. Wenn
z. B. py=09 ist, ist damit p, =01, und wenn eine Stérung
stattfindet, muss diese fiir beide Erscheinungen gleich sein.
Der Charliersche Stérungskoeffizient gibt aber im zweiten Fall
eine 9 mal grossere Storung an als im ersten. Doch haben wir
es nicht mit zwei Ursachen zu tun, sondern nur mit einer.

§ 6. Der dem neuen Storungskoeffizienten ent-
sprechende Korrelationskoeffizient.

1. Oben wurde erwihnt, dass beim Zusammenfassen zweier
Klassen die Stérungen und die Hiufigkeitszahlen sich nicht
algebraisch addieren, was in letzter Linie noch davon abhingt,
wie sich der Korrelationskoeffizient zwischen den Stérungen
und den Hiufigkeitszahlen der beiden Klassen verhilt.

Dieses Addieren geschieht, wie wir das sogleich sehen
werden, ebenso wie bei vektoriellen Grissen.

Wenn zwei vektorielle Grossen (Fig. 5), deren skalare Werte
0, bzaw. ¢, sind, addiert werden, konnen wir den skalaren Wert
ihrer vektoriellen Summe folgenderweise ausdriicken:

(48) 02 =02+ 0320, 9, cos «,

wo « der Winkel zwischen 4, und 9, ist.

Vergleichen wir jetzt (48) mit (12), so sehen wir, dass
beide ganz identisch sind, nur dass wir statt »im letzteren Fall
cosa haben. Diese Feststellung liefert einesehr einfache Regel
zum Berechnen der Stérungsstrenung beim Zusammenfassen
zweier Klassen, wenn die Stérungsstreuungen der beiden Klassen
bekannt sind: man muss die Storungsstreuungen vektoriell
addieren, wobei der Winkel a zwischen den vektoriellen Grossen

(49) a=arc cos

ist (v ist hier der Korrelationskoeffizient zwischen den Stérungen
beider Reihen).

Gehen wir von der obengenannten Higenschaft bei Addition
der Stérungen aus, so wird auch der Sinn der allgemeinbe-
kannten Formel

2 57 L 52
2= 0% )
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klar, denn die Streuung der Bernoullischen Reihe kann auch
als von einer Stérung (einer Stérung, deren Entstehungsgriinde
uns nicht bekannt sind) beeinflusst betrachtet werden. Da der
Korrelationskoeffizient zwischen der dp-Reihe (der Reihe, aus
der o, berechnet ist) und der d-Reihe gleich Null ist, d. h.

44 . v ) -
a =7, werden die Grissen o, und ¢ nach dem pythagoreischen

Lehrsatz addiert.

&

Fig. 5.

2. Aus (15) kann man folgern, dass wenn der Korrelations-
koeffizient zwischen den Stérungen zweier Reihen gleich eins
ist, der Charliersche Storungskoeftizient bei Addition der Reihen
konstant bleibt, falls er fiir jede einzelne Reihe konstant war.
Jetzt konnen wir fragen: bei welchem Korrelationskoeffizienten
zwischen den Stérungen miissen die Klassen addiert werden,
damit K konstant bleibt?

Es sei bemerkt, dass im allgemeinen Fall der Korrelations-
koeffizient zwischen den Stérungen nicht derselbe ist, wie der-
jenige zwischen den Hiaufigkeitszahlen. Aus dem Beobachtungs-
material konnen wir nur den Korrelationskoeffizienten zwischen
den Hiaufigkeitszahlen berechnen, nicht aber jenen zwischen den
Storungen, denn die Grisse der letzteren ist uns fast immer
unbekannt. Nur in solchen Fillen, wo wir selbst die Stérungen
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hervorrufen kiénnen, wie z. B. beim Wirfelversuch u. s. w.,
kénnen wir sie errechnen.

Bei unserem Problem, wo K konstant sein muss, ist es
aber leicht zu zeigen, dass die beiden Korrelationskoeffizienten
gleich sind. Wir haben gesehen, dass nach (48) bei konstantem
s auch L konstant sein muss, damit X konstant sei. Da

L= ?_l:
o

B
ist, muss beim Zusammenfassen der Klassen o, in demselben
Verhiltnis wie o, wachsen, d. h. der Korrelationskoeffizient
zwischen den Haufigkeitszahlen ist derselbe wie der Korrelations-
koeffizient zwischen den zufédlligen Abweichungen in zwel
Klassen eines Kollektivs.

Aus (40) erhalten wir

(50) Lt=— 1.

Da L = konst. ist, ist auch L?= const., und wir sehen,
dass auch ¢ beim Zusammenfassen der Klassen im selben Ver-
hiltnis wachsen muss, wie o, d. h. dass der Korrelations-
koeffizient zwischen den Stérungen und den Hiufigkeitszahlen
zweier Klassen derselbe ist.

Der Korrelationskoeffizient zwischen zufélligen Abweichun-
gen kann in folgender Weise berechnet werden.

3. Hs habe eine Klasse die relative Hiufigkeit von p, und
eine andere diejenige von p,. Bezeichnen wir

51) p2=kp,.

Die der ersten Klasse zugehtrige Bernoullische Streuung
betrigt

(2) o, =V on (1= )
und die der zweiten
e 0y, =V (1) =

=V skp, (1 —kp,).



A XXXIV.2

Problem d. Messung d. Storung usw. 27

Fassen wir beide Kiassen zusammen, so ergibt sich, dass
die relative Haufigkeit

(54) P=pt P
=p (14 &)
und die Bernoullische Streuung

(55) o,=Vsp(1—p =

=V sp, (L + k) (1 —p — kp))
ist.
Wenn die Hiufigkeitszahlen der beiden Klassen durch
den Korrelationskoeffizienten » verbunden sind, so kénnen wir
schreiben

(56) oy=Vo0,2+ 0, +2r0, 0, =

= Vsp, (1 — py)+skp, (1 —kp,) - 2rsp, Ve(l—p,) (1—Fp, ).

Aus (55) und (56) erhalten wir die folgende Gleichung:

(37) (1+k) (1—p,—Fkp,) = 1—p,+k(1—kp,) +2r V' E(1—p, (1— kp,).

Die Gleichung (57) kébnnen wir in bezug auf » 16sen und erhalten

_ fki’lwﬁ .
VEk(1—py) (1—kp,)

(58) 7=

oder einfacher

y = _]/im Py
/ (I—p) Q1 _1“-_)).

(59)

Bei solech einem Korrelationskoeffizienten zwischen den
Storungen (oder auch zwischen den Hidufigkeitszahlen)der beiden
Klassen bleibt beim Zusammenfassen der Klassen K konstant.
Was stellt dieser Koeffizient dar? Er ist nichts anderes, als
der normale Korrelationskoef{fizient) zwischen den Haufigkeits-

1) Normal kann er genannt werden, weil zu seiner Entstehung keine
dusseren Griinde notig sind und er nur dadurch verursacht wird, dass die Summe
aller relativen Hiufigkeiten bei aller Art Abweichungen immer gleich eins ist.
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zahlen irgendwelcher zweier Klassen in einem Kollektiv. Das
Gesagte wird durch Folgendes noch erldutert.

3. Es seien in einem Kollektiv zwei Klassen vorhanden
mit der relativen Hiaufigkeit p, baw. p,. Wenn die Hiufigkeits-
zahl einer Klasse (mit der relativen Héaufigkeit p,) eine Ab-
weichung d, erhilt, dann erhilt infolge der absoluten Korre-
lation (r==— 1) die Hdufigkeitszahl der Erginzungsklasse (mit
der relativen Haufigkeit 1-—p,) die Abweichung — d,. Die
mittlere Abweichung der zweiten Klasse (mit der relativen
Hiufigkeit p,) ist dann d, die nach folgender Formel be-
stimmt wird:

. Vs
60 ], =— —* 1.
(60) d, 1_[)1(1

Die erhaltene Gleichung ist eine Regressionsgleichung fiir
d, und d,. Kihren wir in diese Gleichung den Korrelations-
koelfizienten ein, so ist nach der Korrelationstheorie

GL’
(61) (l.z =) 2 dl'
O,BI

Aus (60) und (61) konnen wir r bestimmmen:

(62) pe—— T2 EL
- 1—py O,
Da -
60 = Vir (i — )
und
Op, = VSP-Z (1 “;’_))
sind, ist
(63) L D V}q (L—p) _
I—py ¥ po (1 — pa)
- pipe

VA= —py

wie wir das auch aus (59) ersehen haben.
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§ 7. Die Korrelationskoeffizienten zwischen Hiinfig-
keitszahlen und zwischen Storungen.

1. Oben ist gesagt worden, dass im allgemeinen [all
der Korrelationskoeffizient zwischen den Stérungen mit dem-
jenigen zwischen den Haufigkeitszahlen nicht zusammen{illt.
Im folgenden wollen wir die Beziehung zwischen diesen Korre-
lationskoeffizienten untersuchen.

Es seien zwei Klassen gegeben, deren Bernoullische Streu-
ungen o, bzw. O, deren Storungsstreuungen 6; bzw. d, und
die Lexisschen Streuungen o¢; bzw. o, sind. Fassen wir beide
Klassen zusammen, so erhalten wir eine neue Klasse, fiir welche
wir die obengenannten Streuungen mit o,, ¢ und ¢ bezeichnen.

Is sei » der Korrelationskoeffizient zwischen den Haufig-
keitszahlen und +* der Korrelationskoeffizient zwischen den
Storungen der beiden Klassen.

Im vorigen Kapitel ist gezeigt worden, dass der Korrelations-
koettizient zwischen den Hiufigkeitszahlen dei Bernoullischen
Reihen gleich

_] / o
(L—-p1) (1 —po)

ist.
Daher konnen wir schreiben:
1/ PP
(64) 6°2=¢72+02—206, 0, ,/ v —
b By B, By 1,2 / (1*})1) (1 ‘.ﬂ])?)
= 61:? + GBi — 2 8P, pe,
da
Op =V sp1 (1 —py)
und
O, =V sps (1 - py)
ist.
Kbenfalls kénnen wir schreiben
(65) 0?=0*F0,"+ 27 0, 0,:

ein Addieren der Lexischen Streuungen).
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Da nach (5)
012 = 612 —-i— ljBi’
0y° = 0> - 6,2

und
0?2 =0+ 0%

ist, so bekommen wir aus (65)

(66) P02 =072+ 0,2+ 0" + 0,2+ 2701 0.

2

Setzen wir hier {iir 0> seinen Ausdruck-aus (64) ein, so
erhalten wir

(67) 02 =02+ 0,242 (spipa+7 0, 0).
Da der Korrelationskoeffizient zwischen den Stérungen +*
ist, kénnen wir nach der Korrelationstheorie schreiben:

(68) 0% =0,2-F 0,2} 27% 9, 0,.
Aus den Gleichungen (67) und (68) erhalten wir
(69) ¥ 0y 0y = spy g+ 7 G, Oy,

WO

- & SP1PyF17 0,0
(70) =,
ist, oder )
]
(1) 0 sy
0y Oy
ist. ) o B
2. Der maximale Wert von »* ist +* =1, Damit ist
0y 05 — spy P
b — . . tile
(7-) Tmax Gl 02 < l,
denn schon
0, 0y
0, 02< L

weil ¢, < 0, und 9, <0, sind.
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Aus (72) ist ersichtlich, dass der Korrelationskoeffizient
zwischen den Hautigkeitszahlen niemals gleich eins ist, auch
dann nicht, wenn der Korrelationskoeffizient zwischen den
Storungen gleich eins ist. Der Grund hierfiir ist darin zu
suchen, dass die den Storungen zukommenden zufalligen Ab-
weichungen (die Abweichungen der Bernoullischen Reihe) eine
Verminderung des Korrelationskoeffizienten verursachen.

Der minimale Wert von »* ist #*=—1. Damit ist
) 6-) P01 Po
(73) Fiin == — ’iiéj{l p‘.
6,0,

Hier ist zu beweisen, dass

0, 0y 4 3py P2 1
0, O, o

ist, denn aus (73) ist nicht sogleich zu ersehen, dass der Zahler
niemals grosser als der Nenner sein kann.
Wir miissen zeigen, dass

(74) 0y 0, + 5py py < 6, 0y
a) Betrachten wir zuerst den Fall,
wo

8, =0, =0 ist,

d. h. wo wir es nur mit Bernoullischen Reihen zu tun haben.
In diesem Fall ist

und

Weil die Summe der relativen Haufigkeiten aller Klassen
nicht grésser als eins sein kann, kénnen wir schreiben

(75) e 2R

(76) 0«01 —py— pa
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Addieren wir zu den beiden Seiten p, ps, so ist

(77) Pr1Pa<C ) = — Pyt pr
oder
(75) P (L—p) (L —py).
Nun multiplizieren wir die beiden Seiten mit
Py Pay
dann ist
(79) st pst<sp (L—p) spa (L —p2).

Aus beiden Seiten ziehen wir nun die Quadratwurzeln und
bekommen
{80) 8Py pa <0, O

B,

was auch zu beweisen war.
b) Nun gehen wir zum allgemeinen [Fall {iber, in dem

0,40 und 4,0,
Wir gehen von folgendem Ausdruck aus:
{81) (0, 0y — ab,zél)‘-’> 0.
In anderer Form lautet das:
(82) 0,204 0202220, 0,00,
Addieren wir zu den beiden Seiten

9

0,20,2-1020,°

By PRy 7
so ist
(83) (UBI' +4,%) (Glgi +0,5) > (01;1 Op, 0, 0,)*
Ziehen wir die Quadratwurzeln, dann ist
(84) ‘ 0,060,220 X 0,;2+ 8, 0,.

Setzen wir in dieser Formel fiir o, 0, seinen Ausdruck
aus (80) ein, so ist
(85) 0y Gy 2> $py a0, 0,

was wir auch beweisen wollten.
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Damit ist gezeigt, dass

ist.

3. Jetzt kénnen wir auch prifen, ob unser Schluss nach
(50) richtig ist: dass im Falle K, =K, ist (K; und K, sind die
Storungskoeffizienten fir beide Klassen), die beiden Korrelations-
koeffizienten » und »* gleich sind.

Da nach (59) der Korrelationskoeffizient zwischen den
Hiufigkeitszahlen

_ 1 mpe
(1 —p1) (1 — po)

ist, so konnen wir nach (70) den Korrelationskoetfizienten
zwischen den Storungen bestimmen. Somit ist

[T T T

e PP

L T l/ (1 —p) (1 —po)

{86) 7T = 5. 6 - =
1 92
spy pafl ——— )
( Op, Oz,
0, _

5Py P2 (61;1 61;2 — 0y 6:2)

0 0y O, On,

Um diese Gleichung zu vereinfachen, nehmen wir die
Beziehungen zwischen 6, o, und ¢ zur Hilfe,
Nach (7) und (44) schreiben wir:
)
K= “ — .
sV p (1 —p)
Falls KA} = K, ist, ist

(87) i o} ’ d, .

sV (l—p) sV pa (1—p2)
Multiplizieren wir die beiden Seiten mit J/s, so bekommen
WIT :
3
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0 0y
(88) Bl B ¢ I

61)'1 01.’2
oder:

0,? 0,2
(89) 71‘) — ,':;A; .

O, Op,

Etwas umgeformt:
9,2 0,2
(90) s Sl T
0+ Op, d5° + Ty,

oder:
(91) 06,20, — 06,%0,* = 0.

Addieren wir jetzt zu den beiden Seiten
0,%06,* 4 0,* 0,> — 20,>d,”
hinzu, so erhalten wir:
(92) (6,2 —0%) (0,2 — 0,%) = 06,70, 40,2 d," — 2 0.2 9,%
Da nach (91)
ist, so ist
(93) 20,20,2 = 20, 0,0, 0.

Setzen wir diesen Ausdruck in (92) ein, dann ist

(94) ((71 2—0 12) (622 — 622) == {0, 0y — ()1 6:2)2 >
oder:

(93) Oy, Oy, = 01 Oy — d,d,,

oder:

(96) 0y Op,— 0y 0y = — 0, 0,.

Setzen wir diese Ausdriicke in (86) ein, dann ist

(97) g P1Pe
Oy, O,

o Spypr
V32]’1}'2 (I—p) (L —p>)

o ]/ Pipe
/ (1 — ) (L —p)
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Damit ist auch bewiescn, dass bei K, = K, auch » =¥

ist, falls

e l/“ P
(L—py) (1 —ps)

Jetzt konnen wir fragen, bei welchem » im allgemeinen
Fall +* = ist, wenn K,-< K, ist.

ist.

Nach (70) konnen wir schreiben:

. SPipe-t-roy 0,
08‘ — - -
(8) 0, 0,

wo

(99) poe= o AR ),

In unserem Fall, wo K, == K, ist, erhalten wir aus (95):

00y — (51 62 - 61;1 6142
und setzen diesen Ausdruck in (99) ein. Dann erhalten wir:

SPy P
(100) LY U L
O, O,

14 1‘727

N —1’/ 1(1;_1’1) {1 ‘pz)'

4. Die Formel (71) zeigt klar, dass im Falle »*>0, im-
mer » < ¥ ist. Deshalb kénnen solche Fille vorkommen, wo
r* sehr gross und daher auch der Charliersche Stérungs-
koeffizient gut anwendbar ist, wo aber der Korrelationskoeffi-
zient zwischen den Haufigkeitszahlen zweier Klassen nicht be-
sonders hoch ist. Dieses ist meistens dann der Fall, wenn
der Lexissche Faktor sich nicht viel von KEins unterscheidet,
denn dann sind 4, und d, klein und damit auch ». Deshalb
ist auch aus den Hiufigkeitszahlen niemals ersichtlich, mit
einem wie grossen Korrelationskoeffizienten zwischen den
Storungen man es zu tun hat. Dass die genannten Differen-
zen zwischen » und »* ganz gross sein kénnen, zeigt uns das
folgende Beispiel.

1) Aus (89) ist zu ersehen, dass auch jetzt 'r] <7 1 ist.
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Es sei flir zweil Klassen
M= p. == 01,
s = 1000 und

|

=1,
a) Nehmen wir an:
8, = 4, = 20.

Dann ist nach (5)

0> =gp(l—p)+ 0% =

= 90 - 400 = 450
und nach (71)
- 400 — 10

S L = 07796
190 ’
(geniigend weit von eins).

b) Nehmen wir nun an:

4, = 6, = 10,
Dann ist
62 = 90 -1 100 = 190

und

(schon ganz klein).

¢) Zuletzt nehmen wir an:
0, = 90, == 4.
Dann ist
6> = 90 4 16 == 106
und

Im letzten Falle kann man aus den empirischen Daten
nicht herauslesen, dass zwischen den Stérungen eine so hohe
Korrelation herrseht (#* = 1), denn der Korrelationstaktor
zwischen den Haufigkeitszahlen gleicht fast Null.
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Bei noch kleineren d-Werten kann dieser Korrelations-
koeffizient sogar negativ werden und erreicht bei ¢, =0,=0
seinen Grenzwert, den normalen Korrelationskoeffizienten

/ PP
= —|/ - = — 0111.
l’ (I —p) (1—py)

§ 8. Die Verallgemcinerung des Storungs-
koeffizienten.

Das Hrgebnis der zwei letzten Kapitel zusammenfassend
konnen wir sagen: wenn zwel Erscheinungen, deren Stérungen
gleich sind, zusammengefasst werden und wenn der Korre-
lationskoeffizient zwischen den entsprechenden Haufigkeits-
zahlen oder zwischen den Storungen gleich dem normalen
Korrelationskoeffizienten ist, dann bleibt die Stérung konstant.
Iiin solches Kollektiv, in dem zwischen den einzelnen Klassen
besondere Beziehungen fehlen, kann man ein normales Kollek-
tiv nennen.

Ks kann ja andersartige Kollektive geben, und in der
praktischen Statistik kann man genug solche finden, in
denen die Hiauligkeitszahlen einzelner Klassen miteinander in
Korrelation stehen. Wie muss dort beim Zusammenfassen der
Klassen die Storung geschitzt werden? Wenn zweiKlassen, deren
relative Hiufigkeiten gleich sind, d. h. p, = p,, und ebenfalls
auch die Storungsstreuungen, d. h. d, =4d,, zusammengefasst
werden, dann hédngt die Stérungsstrenung der neuen Klasse,
wie wir das schon gesehen haben, vom Korrelationskoeffizienten
zwischen den Stérungen ab. Wenn dieser Korrelationskoeffi-
zient r = —1 ist, dann wird die Stérungsstreuung gleich Null
sein. Man muss nun annehmen, dass die Stérung, die mit Hilfe des
Storungskoeffizienten C oder K gemessen wird, gleich Null ist,
— oder ist sie ebenso gross, wie diejenige in den Partialklassen, wo
die Storungsstreuung gleich 0, =0, war? In unserem Falle ist
es offenbar klar, dass die Storung gleich Null zu schitzen ist.
Wir haben es demnach mit einer Klasse zu tun, deren Stérungs-
streuung gleich Null ist, und der Umstand, dass diese Klasse
sich so in zwei teilen ldsst, dass die beiden Partialklassen von
Null abweichende Stiérungen haben, veriindert daran nichts.
Es kann ja leicht ein Fall vorkommen, wo eine Klasse sich auf
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viele Arten in zwel zerlegen lisst und ein jedes Paar seine
eigene Stérungsstreuung besitzt.

Wenn es Griinde gibt, die verursachen, dass die Ab-
weichungen der beiden Klassen den Korrelationsfaktor » = — 1
haben, kann man diese Grinde in bezug auf die durch das
Zusammenfassen erhaltene Klasse als solche, die die Storung
vermindern, betrachten. Das Umgekehrte ist der Fall, wenn
#>0. Dann sind die die korrelation verursachenden Griinde
in bezug auf die neue Klasse solche, die die Storung vergrissern,
und in diesem Fall ist es netiirlich, dass die Stérung der neuen
Klasse grosser sein muss als die ihrer beiden Komponenten.

Ob eine zusammengesetzte Klasse (und als eine Zusam-
menfassung von zwei Klassen kdénnen wir eine jede Klasse
betrachien) eine grosse Stirungsstreuung deshalb besitzt, weil
irgendwelche zwei ihrer Komponenten grosse Stérungsstreuun-
gen haben, oder weil die geringen Stérungsstreuungen der
Komponenten infolge der korrelativen Beziehungen gross ge-
worden sind, ist gleichgiiltig ; wir koustatieren nur die Tatsache.
Darum ist es auch selbstverstiindlich., dass die Stérung nicht
nur im normalen, sondern auch in jedem Kollektiv mit Hilfe
des Stdrungskoeffizienten K gemessen wird.

§ 9. Die Anwendung der Resultate anf die
Klimatologie.

1. Da die Hiufigkeitsverteilungen der klimatologischen
Grossen (Temperatur, Luftdruck, lfeuchtigkeit usw.) fiir einen
bestimmten Ort und ein bestimmtes Zeifintervall charakteri-
stisch sind, d. h. eine Stetigkeit anfweisen, hat auch jede Kiasse
einer klimatologischen Griosse eine bestimmte relative Héufig-
keit. Wenn das genannte Zeitintervall sich wiederholt, bilden
die Hiufigkeitszahlen jeder Klasse eine statistische Reihe, und
man kann mit Hilfe der statistischen Methoden untersuchen,
ob die Hiufigkeitszahlen jeder Klasse einer klimatologischen
Grosse eine Streuung von zufilligem Charakter (die Bernoul-
lische Reihe) haben oder nicht. Wenn die Streuung grisser
als die der Bernoullischen Reihe ist, dann kann man von einer
Stérung sprechen, und es ist unsere Aufgabe festzustellen,
welche klimatologische lilemente, in welchem Intervall und
welche Storungen haben.
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Hier haben wir aber auch eine Gelegenheit, die beiden
Storungskoetfizienten (den Charlierschen und den in vorliegen-
der Arbeit gebotenen) anzuwenden und die Resultate zu ver-
gleichen. Darauf kanun auch nach intuitiver Beurteilung ent-
schieden werden, welcher Storungskoeffizient griossere Vorziige
bietet.

7Zn diesem Zweck sind die Beobachtungen des Meteorolo-
gischen Observatoriums in Tartu der Jahre 1926—19383 (incl.)
herangezogen worden, wobei als zu betrachtende Elemente
Temperatur, Luftdruck, Windgeschwindigkeit und relative

Tab. 3.

| ‘ i i | 1
Lo ‘ 7, O | 4 ‘ZK% C% t “ w oy op 4 }K”(} C%
| ! | ‘
A N | N
200 4 5 200 527 12 01427 85 206 83 44 19
281101 15 32 15| 51 | 150 — 01208 41 173 37 23 12
270 14 1337 12] 34 86 — 1]254 33 159 34 23 13
26| 28] 2] l 53| 20| 40| 7 = 20231061 158 59 40 24
250 36 22 60| 21 37 | 3 — 31219 69 148| 67| £y 31
24 0 46 21| 631 20 32| 44 — 4 2050 49 143 47 [ 36 23
231 61 22i 7820027 33 S 51198 85 139 64 50 83
22 0 78| 2, &5 23 28| 30 — 6169 46 [13:0| 44 | 37T 26
210 85| 24 92) 22126 26 — 71142 33119 31 27 2w
20 1111 26,105, 24 271 | 23 — 8132045 115 44 | 42 33
19 1185) 2601167 28, 211 17 — 9182 40 11538 | 36 2
18,1791 34 134 31 25 17 —10 11033 10531, 32 o8
17 [209] 26 144 22] 16 ' 10 S 11 10E: 26 100 | 24 | 26 24
16 (261 18]161] 8| 05 | 31 —1292 41 95 40 | 45 43
151274 33 163 20 1-9~ 11 —I3] T4 331 863240 43
142060 35 172 31 19 10 —14 70, 371 8436 | 47 52
13 |314| 61117°7) 61, 87 1 19 —15 8016 71|15 |23 30
12 13021 63 174 61 38 20 —16 46 21 e8l20 32 43
1113001 62178 60| 37 | 20 —17 35 1T 59 16| 20 . 48
10 274 48;16'5 5|30 | 16 —15" 2510 50 9|19 36
912820 431168 40, 26 . 14 —19 22714 47 13[30 59
5283 43169 40 2-5i 14 -20] 12 6 350 5|15 43
7241 3% 155 34 24 . 14 —21. 10 v 32 8 27 8
6 jztss‘ 17,163, 6 04 ' 23 —22 9/ 7‘ 30, 6|21 67
512691 461164 43128 16 ~23° 10 11 320 11! 37 }110
4 263) 55 162 53 35 20 —24 7/10 0 26 10 | 40 (143
3 288] 58 169 55035 19 25| 6 8| 24, 8 3512
20315 130178 71 43 2 —26, 4| 8| 20| S |43 200
114361391209 132] 70 30 27l 20 7] 14| 7|53 330
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Feuchtigkeit genommen worden sind. Die Hiiufigkeitszahlen sind
in Klassenbreiten bei einer Temperatur von je 1°C, bei einem
Luftdruck von je 4 mb, bei einer Windgeschwindigkeit von je
1 m/sec und bei einer relativen Feuchtigkeit von je 19, gezahlt
worden. Beim Zihlen sind die stiindlichen Beobachtungs-

[
x X
L x R " a
= * H
1 ® = A ¥ % z Y *
o x™x _ e L L = e
3 g T u TTaT T T
¥ = ® ‘. = x N x e
X ® x
2 x 2 B
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1 4
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x
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. 09 ~ - ,:. -
.
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. .0\‘\
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£ 4
E
3 L]
m
v hd S
o s 10 20 §0 a0 220 ivo ln;r
Fig. 6.

daten verwandt und als Kollektivamfang ist ein ganzes Jahr
(s =365'/,.24 = 8766) genommen worden.

2, Zuerst wollen wir die Temperatur betrachten. In der
umstehenden Tabelle (Tab. 3) sind die nitigen Charakteristiken
der statistischen Reihen gegeben. In Kolumne (¢) sind alle zu
betrachtenden Temperaturklassen, in Kolumne (m) die mittleren
Hiufigkeitszahlen wihrend der acht Jahre, in Kolumne (0,) das
Streuungsmass der Hiufigkeitszahlen, in Kolumne (6,) das Streu-
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ungsmass der Bernoullischen Reihe, in Kolumne (6) die Stérungs-
streuungen (6=V0,?— 0,2, in Kolumne (X) die in dieser Ar-
beit gebotenen Storungskoeffizienten und in Kolummne (0) die
Charlierschen Stoérungskoeffizienten angefiihrt.

Schon ein oberflichlicher Blick auf die Kolumnen (X) und
(0) zeigt, dass K fiir alle Klassen mehr oder weniger konstant
bleibt, C aber fiir die Klassen mit kleinen relativen Haufigkei-
ten gross und fiir solche mit grossen relativen Hiufigkeiten
klein ist. Besonders deutlich tritt das Gesagte in Fig.6 zum Vor-
schein, wo die Abhingigkeit der Griossen K und € von der
Hiuligkeit m graphisch dargestellt ist.

Bemerkung: Die Skalen auf den Achsen m, K und C
sind so gewidhlt worden, dass die Hiufigkeitsverteilungen von
m, K und € moglichst symmetrisch und damit der Normalver-
teilung moglichst nahe seien. Damit ndhert sich das Korre-
lationsfeld dem linearen Normalfelde, und die korrelative Ab-
hingigkeit kann durch den gewidhnlichen Korrelationsfaktor
bestimmt werden.

Im ersten Fall (die Abhingigkeit der Grissen K und m
voneinander betreffend) ist der Korrelationsfaktor gleich Null,
was auch in ["ig. 6 sichtbar ist!).

Im zweiten Fall (die Abhingigkeit der Grossen C und m
voneinander betreffend) ist

== - 078 =005,

was die Abhingigkeit von € und m voneinander sehr deutlich
hervorhebt.

Da K und C den inhaltlichen Wert der Stérung angeben
miissen, zeigt K, dass die Stérung liber die ganze Variations-
breite konstant ist; € aber zeigt, dass die Temperaturklassen
mit grosser Hiaufigkeit viele Male (iiber 10 mal) weniger als die
Temperaturklassen mit kleiner Hiufigkeit gestort werden —
oder dass die sehr niedrigen und sehr hohen Temperaturen
viel stirker gestort sind als die mittleren.

Wenn man nun fragen sollte, welche Behauptung natiir-
licher erscheine, so miisste man der ersteren den Vorzug geben.
Erstens ist sie einfacher und zweitens sind in der Meteorologie
keine Griinde bekannt, die zn zeigen verméchten, dass bei der

Iy Tatsiichlich war r = — 0002, der FFehler des Korrelationskoeffizienten
gr = 0+13, wodurch praktisch » gleich Null ist,
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Temperatur die Stérung iliber die Varialionshreite so verteilt
ist, wie es der Charliersche Stérungskoe{fizient verlangt.

Unter Banutzung der in Fig. 6 gegebenen Skalen (. =1"m
und y == log (€ — 15)) crhalten wir nach Durchfiithrung der
entsprechenden Berechnungen die Regressionsgleichungen

C = 120 ()770-130 T 15
und
K = 382,

Um die Abhéngigkeit zwischen A und ¢ (°C) zu veran-
schaunlichen, ist in Fig. 7 der entsprechende Gang von K
wiedergegeben.

Ax

-39 -20 -10 4 9 20 Jo

Hs ist zu ersehen, dass A im grossen und ganzen kon-
stant ist (im Mittel ist X =138202016), denn wie wir spiter
zeigen werden, bleiben die Abweichungen vom Mittelwerte in
den Grenzen des Fehlergebiets. Nur im Umkreis von 1° ist
die Stérung etwas grisser, was aber auch in der Meteorologie
eine entsprechende Begriindung hat. Wenn im Winter die
Temperatur iiber null Grad steigt, bediirfen die grossen Schnee-
massen zum Schmelzen einer zulliessenden Wiirme, und da-
durch hilt sich die Temperatur lingere Zeit etwas tiber Null
und entsteht bei diesem Temperaturwert eine sehr grosse
Hiufigkeit. Da aber solche Tauwetterperioden einen zufélligen
Charakter tragen und in manchen Jahren sehr selten vorkom-
men, ist es selbstverstindlich, dass an dieser Stelle die Stérung
gross sein muss. Diese Stérung wire noch viel grisser, wenn
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wir die Winterperiode gesondert betrachten wollten. Die
Frithlings- und Herbstperioden, wo die Temperatur diese Hijhe
erreicht, haben eine missige Stérung, und dadurch wird die
Jahresstirung vermindert.

Lassen wir die drei Klassen (0, 1 und 2) fort und berech-
nen wir die mittlere Stérung fiir negative und positive Tem-
peraturen, so bekommen wir im ersten Fall:

K =842+ 027
und im zweiten all:

]x’+ =277 2-0°19.

Die Differenz ist
K — K+ == (065 = 0°33.

Das Ergebnis sagt uns, dass die Stérung bei niedrigen
Temperaturen grisser als bei hohen ist, obwohl das Uberge-
wichl ganz gering ist. Aber aus der Meteorologie ist es be-
kannt, dass in unserem Klima die Temperatur (auch der Luft-
druck) im Sommer eine grossere Stabilitit aufweist als im
Winter, und daraufhin kann man den erhaltenen Resultaten
glauben.

Im Umkreis von 1° gibt der Charliersche Stérungskoeffizient
aber keine ausserordentliche Storung (C = 20bis 30%) an, wiih-
rend er bei hoheren und niedrigeren Temperaturen eine viel
grossere Storung liefert (C = {iber 100%).

3. Im folgenden wollen wir betrachten, in welchem Masse
die Abweichungen der Griosse K vom arithmetischen Mitlel
{Tab. 3 und VWig. 7) als zufillig und in welchem Masse sie als
klimatologisch charakteristisch aufgefasst werden kénnen. Dazu
miissen wir fiir A” den ihm entsprechenden Fehler berechnen
und dann leststellen, ob die Abweichungen durch den Fehler
hervorgerufen werden oder nicht. Im letzteren Fall kinnte
man sagen, dass die Stérung in der Variationsbreite nicht
ganz konstant sei.

Nach (7) und (44) ist

- ) .,
L V 0, — QB:

T Vpa—p

>

(101)
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v}

Nach der Fehlertheorie kénnen wir schreiben:

. /
(102) 6K = (

d K -(7L)~=

d L

— Y,
Vs (L2 —1)

wo ¢ K und oL die quadratischen Abweichungen von K bzw.
L sind. .

Weiter konnen wir schreiben:

(103) (? — [-)—LT . UL,

wobei die Formel (101) benutzt worden ist.

Aus letzterem erhalten wir:

(104) oK  L? ol
’ K L*—1 L
Hieraus ersehen wir, dass der Variationsfaktor von K nur
etwas grosser als der von L ist. Bei grossen L-Werten wer-
den beide gleich gross. In unserem Beispiel, wo L ~ 3 ist, ist

Eoin
L2 -
d. h. der Variationsfaktor von K ist ungefahr um 12% grosser
als derjenige von L. DBei L =10 betrigt der Unterschied
nur 1%.
Aus (102) sieht man, dass wir zum Bestimmen von oK

T

.. oK
oL kennen miissen, oder auch znm Berechnen von e nach
1
. N o .
(104) — die Grisse 7 )

1) Weiter unten wird gezeigt werden, dass gerade diese Grasse (“ fur

s

alle Klassen fast konstant ist.
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Zum Bestimmen von 6L nehmen wir den bekannten Aus-
druck

OI)‘
zu Hilfe.

Wir bezeichnen die quadratischen Abweichungen der
Grissen L, o, und o, bzw. oL, 65, und 6, und kénnen dann

nach der Kehlertheorie schreiben:

/{d L L
(103) ol = l/ (0]6 -m;L) T(do -o,m) =
ML B

i N2 [ . \2
_ ]/ (GUL) | (GL “U'B)
— L . .
Oy 0y

Multiplizieren wir jetzt die beiden Seiten mit

so erhalten wir:

oL 1/ Oy, 2 m;éﬁ
(oo s =V )

I

Damit ist der Variationsfaktor von I durch die Varia-
tionsfaktoren o, und o, gegeben.

a) Aus der Walrscheinlichkeitstheorie ist bekannt, dass

(107) oo
[ — = -

o, ]’
ist, wo n die Anzahl der Hiufigkeitszahlen, aus welchen ¢,
berechnet worden ist, bedeutet.

b) Ebenso wiire

Oup, 1

= ..o

Op V 2n

falls o, aus den Hiufigkeitszahlen der Bernoullischen Reihe
bercchnet wire. Da wir es aber nur mit der Lexisschen Rejhe
zu tun haben, miissen wir o, nach der mittleren Hiufigkeits-
zahl theoretisch bestimmen, und daher konnte auch ihr Varia-
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tionsfaktor oben nicht gegeben werden. Wegen des Gesagten

wird aber die Genauigkeit nicht schlechter, denn weiter werden

wir sehen, dass das theoretisch berechnete o, meist genauer ist.
Nach der Bernoullischen Formel ist

(10%) = Vali— ) =

]/ om?
= / m— —
s
wWo m = sp ist.
Nach der Fehlertheorie ist
1/ da, \?
(109) O, == !/( B~~Gm) = .

I

dm

o [T
3]/ m—- -
s
1—2pl
= s Com.

2
20y

Aus der Wahrscheinlichkeitstheorie ist bekannt, dass

0y

(110) om ==--=
Vn
ist, wo n dieselbe Bedeutung wie in Formel (107) hat.

Setzen wir diesen Ausdruck in (109) ein, so ist

1—2plo,
(111) Og, = b———" =
oE 2]/)1 Gp
izl

e 2 l/n

1) Im gegebenen Fall ist ¢, mit Hilfe der mittleren Hiufigkeitszahl ms
bestimmt, welche ihrerseits aus der Lexisschen Reihe berechnet worden ist.
Wenn aber die empirisch gegebene Reihe eine DBernoullische ist, dann ist
L =1, und wir bekommen aus (111):

RE
(;GB _ L= _p,‘ .
2V
Daraus ersieht man:
L 64, ist von der Grisse s unabhingig, obwohl ¢ selbst von s abhéungt.

Dieses kommt daher, dass bei grossen s-Werten die ITdufigkeitszahl m relativ
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Damit ist

(112) T 1Rk

Ty )VNS(P—[‘)

Setzen wir jetzt (107) und (112) in (106) ein, so erhalten wir:

ol /1 l——)p) L’
113 = |/ = =
(113) L ‘7n++ns (p— p?)
// —_ )
= {/ 1 1+(l '”) ) .
f2n 2m (1 —p)
Statt
(1—2p)?
1—p
kdénnen wir schreiben:
(1—'219)'-’ L )
1—p 1—3p,

weil p fir alle Klassen kleiner als 0-05 ist. Der durch die
Vereinfachung entstandene Fehler kann hochstens 049/, betra-

genauer bestimmt worden ist, und dadureh auch p. Deshalb ist bei grossen
s-Werten auch , relativ genauer.
Das Giesagte sei durch ein Beispiel illustriert.
I. Es sei
s =100
Ho=1
wm = 30, damit ist
= (30
Gp=1100.030.070 = +38
G = 4,9 = 1'62.
1S
Nelhmen wir an, m habe cine Abweichung, deren Grisse om ist. Dann ist
wm = 316
p = 0316
op = V1000316, 0°684 = 465,
Hier schen wir, dass T, grosser geworden ist. Die entsprechende Abweichung ist

Aa}) = 4+t6> — 455 = 0-07.
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gen und braucht nicht in Betracht gezogen zu werden, da das
zweite Glied in der Klammer selbst sehr klein ist.
Nun bekommen wir:

(114) T s— 11+ - =

REY) ] 2 ]

=S = -

oL ]/1 ' (1—p) L)
S S

142 1 7 h
- «)'230], 1 -+ ( — 0'(‘»00342),
: 2 .
weil 7 =38 und s= 8766 ist.

Wenn m wichst, dann

T > 00250

L

was auch selbstverstindlich ist, denn bei grossem m kommt

[i. Es sei
s = 1000
it = 8
m =30, damit ist
p =030

ap==1"1000.0:30. 070 = 1450
1450
o = —— =512,
1 s

Nehmen wir jetzt analog fiiv e die Abweichung om an. Dann ist
m o= 3051 und
p = 03031
oy = 17100003051, 06940 = 1457,
Die entsprechende Abweichung von oy ist
Jd5p = 1457 — 1450 = 007,

Nach der FFormel ist
; 1— 0%
Yo = o= 0071
278
2. Wenn p =1 ist, dann ist

_ 0.

O“_B =

d. h. in der Umgebung von p = | ist das theoretisch bestimmte ), sehr genau.

2
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0
—;;]3 nicht mehr in Betracht und in der Formel (106) bleibt nur
B

(o}
v o 1
ol _ T 1 s
L o, 21 n

Aber eine einfache Berechnung zeigt auch, dass bei den in
Betracht kommenden m-Werten die Grosse oL nicht viel von

L
0250 abweicht.

. . oL
Bei m = 400 st = 02503
oL
y m =100 o= 0252
oL .
s m = 50 ” T:O'ZM
oL
9 m = 10 9 f = (°268.
3. Die maximale Grisse Iog (wenn p —» 0 oder p —» 1) ist
1
%o Bz ’Vn

Da die letatere Grisse bei jedem = kleiner als | ist, zeigt dies die grosse
Genauigkeit der Bernoullischen Formel. Wie im Folgenden gezeigt wird, ist
die Genauigkeit bei der Bestimmung von op nach der Bernoullischen Formel
fast immer grisser.

Fir das aus empirischen Haufigkeitszahlen berechnete op ist
o

BT Yan

- Vﬂ ).
2n

Damit das nach der Bernoullischen Formel berechnete o, genauer wire, muss

]1‘_“p|<]/.s(p —p)

sein, wo
(1 —2ppE
§2>5 (p= 1% ist.

Folgende Tabelle zeigt die entsprechenden s-Werte fir einige p-Werte.
P 0-2 01 0-01 0-001 0-0001 0-00001
s 2 5 50 500 5000 50000



50 AARNE KARSNA AXXXIV.2

Der mittlere Wert von GLL fir alle Klassen betriagt
3 oL g
(115) 5 = 0'256.
Setzen wir diesen Wert in (104) ein, so ist
oK _ L2
Nach (101) ist
(117) L2 — 1 = sK?
und
(118) L2 =1+ sK3.
Setzen wir jetzt letzteren Ausdruck in (116) ein, so ist
oK 4
S — 025 o .
(119) e = 0256 (Srﬂtl)

Wenn wir voraussetzen, dass K konstant ist, erméglicht
die Gleichung (119) die mittlere Abweichung flir X zu be-
stimmen.

Hine Betrachtung der Tabelle zeigt, dass bei sog. ,kleinen Zahlen“, wo
p~ 0 ist, man doch genauer priifen miisste, welche Berechnungsart sich fur
op bessereignet — die auf der Bernoullischen Formel beruhende oder jene nach
den Haufigkeitszahlen. Um ein zweckmissiges Kriterium zu finden, das zeigen
witrde, welchs Methode im gegebenen Fall die bequemere sei, multiplizieren
wir die beide Seiten der letzten Formel mit p. Dann bekommen wir:
(1—2py
sp > 27(1’;7717)'
Da immer

1—2p<{1—p

(1—=2pp<1-—-2p,
(I—=2ppF<t—p.

Daraus ist zu ersehen, dass die ohengegebene Bedingung dann erfillt ist, wenn

Sp>%

und

so ist

ist, oder
m >4
ist.
Dadurch ist erklirt, dass wenn die mittlere Haufigkeitszahl grisser als
4 ist, auch das mit Hilfe der Bernoullischen Formel berechnete o genaucrist
als das aus den Hiufigkeitszahlen erhaltene. Bei praktisch vorkommenden
statistischen Reihen ist diese Forderung fast immer erfillt.
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Nach unseren Daten ist durchschnittlich
K =320% =016%.

Damit ist
(120) ,%f = 0°284 = 0°002,
wo
(121) 0K = 091% = 0°04%
ist.
Aus den gegebenen K-Werten berechnen wir, dass
(122) oK = 120%
ist.

Da das letzte oK aus 58 Zahlen berechnet worden ist, ist
sein Fehler

(128) 0= 0'11%.

Die Difterenz zwischen den beiden o K betrigt 0:20% % 0-12%,
ist also fast 24 mal grosser als der mittlere Fehler von
oK. Darum ist die Wahrscheinlichkeit, dass oK zufallig so
gross ist, ganz gering (~ 1%), und es ist richtiger anzunehmen,
dass aut der Temperaturskala alle Stellen nicht gleich gestort
sind (z. B. der Umkreis von 1° und der Unterschied zwischen
héheren und niedrigeren Temperaturen).

+. Die angefiihrten Berechnungen verlangen noch eine
Korrektur. Das zur Bestimmung der Stérungsstreuung ver-
wendete ¢, ist unter der Voraussetzung berechnet, dass die
Wahrscheinlichkeit fiir jede Temperaturklasse konstant ist.
Wie bekannt, ist jedoch das Auftreten der Temperaturen
wihrend eines Jahres sehr verdnderlich. So kommen im
Sommer niedrige Temperaturen (unter 0°) fast nie vor, und
ebenso im Winter fast nie hohe Temperaturen (iiber + 109).
Damit haben wir es innerhalb eines ,Versuches* mit einer
verdnderlichen Wahrscheinlichkeit zu tun, und die Streuung
muss nicht nach der Bernoullischen, sondern nach der Pois-
sonschen Formel berechnet werden.

Die Streuung der Poissonschen Reihe ist nach der be-
kannten Formel folgende:

(124) 0.2 =0, — 2(p,— p,)*
40!'
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Hier bedeuten: o, — das Streuungsmass der Poissonschen
Reihe, o, — dasselbe Mass der Bernoullischen Reihe, p, — die
mittlere Wahrscheinlichkeit fiir das ganze Jahr und p; — die
Wahrscheinlichkeit fiiv jede einzelne Beobachtung.

Um zu schiitzen, wie gross der Unterschied zwischen o,
und o, ist, schreiben wir die lelzte Formel in {olgender
Form:

(pi— Pu)ﬁ o

(125) Opt =8py (fg — $2 .

Y ¢ 2 —
=8Py g — 80y =

$p 1 0
= 8 (] JE
00 Pa o)’
WO

g

. . ]\)
[ —p)?
o, = |/ und g =1—7p,
h ] S
ist.
Weil nach den Beobachtungsdaten ¢, immer grisser als
0-95 ist (durchschnittlich 0°98), so kdunen wir in der Formel
(125) ¢, == 1 nehmen, und wir erhalten dann:

5 5 0,
(126) 0 =02{1—-"].
Po
Bezeichnen wir die Grosse
g 2
TEL =9y
Po

und berechnen sie fiir jede Temperaturklasse, so sehen wir,
dass 2z immer kleiner als 005 ist (durchschnittlich 0-024).
Darum kdnnen wir aul Grund von (126) schreiben:
(127) G,=0,(1 —2%).

Die folgende Tabelle (Tab. 4) gibt fiir jede Temperatur-
klasse die entsprechenden py-, 0.- und %-Werte in ’rozenten.

1) Die Berechnung voun g, ist dadurcch vereinfacht worden, dass die
Wahrseheinlichkeit p; tir jeden Monat als konstant angenommen worden ist.

Dadurch ist
12
U.i;g = ,E Ty ’
i-1

wo p, die cntsprechende Wahrscheinlichkeit {iir den Januar, p, fir den Februar
u. s, w. ist.



A XXXIV.a Problem d. Messung d. Stérung usw. 53
Tab. 4.
t m o, ‘ % t ‘ Po ,‘ Tk ‘ %
| i |
28 012 0-36 0D 0 | 040l 1-7
27 016 039 05 — 0 | 343 280 1-2
26 032 062 06 1 294 251 11
25 | 041 | 068 | 06 —2 o200 | o277 13
20 | 053 | 089 08 R SR 14
23 | 070 | 108 | 08 a2 | 262 | 1
22 091 149 12 5 224 248 14
21 098 1'58 13 6 | 196 2:29 1'3
2 | 128 | 186 | 14 7 ek o200 | 12
19 1-56 2:92 16 — 8 . 1'53 2:00 13
i3 2:07 279 19 — 9 1 103 2:05 14
17 242 3'38 204 —10 | 127 1-69 11
16 302 3-88 25 —11 107 1-63 1-2
15 317 3-86 24 —12 106 1-58 12
14 342 3-90 29 —13 086 1-25 0'9
13 363 398 22 ——14 | 081 1-27 10
12 348 375 2:0 —15 | 038 097 08
11 347 342 1-7 —16 | 053 091 08
) 317 3-22 16 —17 ‘ 041 058 04
9 | 32 | 332 | 17 —18 | 020 | o041 | 04
8 3-27 354 19 —19 ] 025 047 04
7 279 3-85 2.7 —20 | o014 0-26 02
6 307 302 1°5 —21 | 012 0-22 02
5 311 305 15 22 ’ 010 021 02
4 304 286 14 —23 012 0-26 03
3 332 309 14 —24 | 008 0-19 02
2 363 338 16 ~2 | 007 017 02
1 505 | 429 | 18 ,

Aus der Tabelle crschen wir, dass o, durchschnittlich
nur um 1'0%, von o, abweicht (maximal um 2-7 /).

Nach (111) ist

Weil n = 8 ist und durchschnittlich p = 002 und L =33
sind, so betrigt durchschnittlich
0:96.33
= = (0"56.

TV
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Da die Grisse o, zwischen 20 und 209 schwankt (die
durchschnittliche Grosse von o, ist 11°0), veridndert sich der
relative Fehler von o, in den Grenzen von 2°7%, bis 289/, und
hat die durchschnittliche Grésse von 519, Im Vergleich zu
dieser Zahl ist die Differenz zwischen o, und o, viele Male
kleiner, und wir kénnen ruhig statt o, o, schreiben.

Bei anderen meteorologischen Blementen (Windgeschwin-
digkeit, relative Penchtigkeit und Luftdruck) ist diese Differenz
noch kleiner, denn jene weisen in ihrem jdhrlichen Verlaufe
eine viel griossere Stetigkeit auf als die Temperatur.

5. Im folgenden wollen wir die Grisse des Stérungs-
koeffizienten beim Lultdruck (22, ) betrachten. Die folgende
Tabelle (Tab. 5) gibt analog jener fiir die Temperatur die
notwendigen Grossen. :

Tab. 3.

Py . m | o ; i o K9, (1%
4043 3 TN T4 | 212
36 -390 18 21 42 21 53 | 117
3235 40 32| &3 31 53 78
9831 90 ax | 94 54 62 ’ 50
9427 178 99| 18321 97 T8 | 51
2023 341 75| 181 RERE: 29
16219 4721106 | 201 1030 2w
12 .13 708 CoAe 25 7 30, 10
08—11] 1060 ; 140 | 305 1 137 48 | 13
0b--071 1842 1 199 | 837 196 62 | 15
00 03 13031 170 | 333 167 54 13
9699 1144 0 1| 315 0 188 47 12
9295 831 . | 2001 33 1.3 4
8891 546 . 100 | 226 9T . 46 18
84—371 201 50 | 168 47 . 30 16
80831 174 6| 130 63 5] 36
76--79) 108 1 26| 103 24 24 29
T2-75 6k 4L | 80 40 b4 62
6871, 23 18| 481 15 40| 78
B1—67. 8 S| 28, 8 301 100
6063 2 5| 16| 5. 33 250
5639 5 10| 22 10 47 | 200
D230 2 b} '3 4 37, 200

Aus dieser Tabelle ist ebenfalls ersichtlich, dass K mehr
oder weniger konstant ist, € aber in einer gewissen Be-
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ziehung zu der Grisse m steht. Das Gesagte wird noch deut-
licher, wenn wir die Fig. 8 betrachten.

Zur Erklarung der sehr grossen Korrelationskoeffizienten
(Jr] > 0'9) zwischen m und C kann man keine physikalischen
Ursachen angeben.

200 4 ¢~
00 4 . ~

fo | S~ e

1 5 10 0 100 s06 1000

Fig. 8.

In Fig. 9 ist die Abhingigkeit zwischen Luftdruck und
K dargestellt worden.

Aus der Fig. 9 ersieht man, dass zwischen K und dem
Luftdruck ein geringer positiv-korrelativer Zusammenhang
besteht; die Abweichungen der Gréssen K von ihrem mittleren
Werte sind aber so gross, dass dieser Zusammenhang nur
scheinbar sein kann. Um zu beurteilen, ob die genannten
Abweichnngen zufillige sind oder micht, berechnen wir, wie
auch bei der Temperatur, die Grosse oK und vergleichen sie
mit dem aus dem Beobachtungsmaterial berechneten oK.
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Berechnen wir nach der Formel (114) fiir jede Klasse

01? und deren arithmetisches Mittel, so erhalten wir fiir das
letztere :
oL = (0257
I 257.
Nach der Formel (119) ist

Evenl )

== (7272 = 0°002,

denn der durchschnittliche Wert von K ist
K = 448 =029,

Hieraus erhalten wir fiir ¢ den Wert
oK =122 = 0°07.

Aus dem Beobachtungsmaterial berechnet, betragt
oK = 140 = 0-21.
Die Differenz zwischen beiden oK ist
018 = 022,

}.‘k"

0 60 0 P13 w0 00 /0 2 ) 90 Prms
Fig. 9.

Darum kann man sagen, dass die Storung fiir jede Luft-
druckklasse konstant ist, was auch einer intuitiven Kalkulation
gemiss annehmbar ist.

6. Ebenso steht es mit der Windgeschwindigkeit. Die
folgende Tabelle (Tab. 6) bietet analog den {ritheren Tabellen
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die entsprechenden Daten fiir jede Geschwindigkeitsklasse
(v m/sec).

Tab. 6.
mivee| ™| on | ow | o | K% K
0 143 34 1 119 32! 29 | 924
11011 103 | 299 98 35 97
2 | 2519 | 151 | 423 | 145 37 . 58
3 11839 | 117 | 382 | 111 | 31 - 690
4 1305 | 105| 3331 100 39 7-7
5 901 79 284, 74 28 82
6 | 496 73| 216 701 35 | 141
7 303 62 1 171 601 38 | 198
8 150 | 23| 121 20| 148 | 133
9 57 13 7% 100 14 | 175
10 o3 71 48 5] 11 | 217

Wir kommen zu dem Schluss, dass durchschnittlich

oL
= 02563
L

und
oK

K= 0°290 = 0°007
ist, denn der durchschnittliche Wert von K ist
K = 2'80 = 0-28.
Hieraus erhalten wir:
oK = 0'81 2 0°06.
Aus den Beobachtungsdaten berechnet, ist
6K = 0°93 = 0°20.
Die Differenz zwischen den beiden oK betrigt hiernach
012 = 21.
Die Berechnungsresultate zeigen, dass die Stérung fiir

alle Geschwindigkeitsklassen als konstant angenommen werden
kann.

7. Zuletzt wollen wir die Storung der relativen Feuch-
tigkeit betrachten. Analog dem Vorhergehenden bietet die
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folgende Tabelle (Tab. 7.) fiir jede Feuchtigkeitsklasse (2 %)
die entsprechenden m-, g6,-, ¢,-, 0-, K- und C-Werte.

1.7
Tab. 7.

By e e 8 K% I Co re | om o, } oy { § | K9 | cY
100 | 221244 1471244 178 110 65 81|13 &9 10, 12|12
99 | 145, 961 1220 95| 86 66 61 73115 85 12 19| 16
98 | 226 88 148, 87| 63 38 6376 14 ST |11 14 14
97 67| 162 65| 43 24 62 72 16 85 | 14| 18| 20
96 69 175 67| 41 21 G165 16 80| 14| 19| 22
93 63| 184 60| 32 17 60 | 73,16 8D | 14| 18|19
94 481190 44] 25 12 59 | 6612 81| 9 12 14
93 8311891 811 46 22 58| 6216 78| 14| 19| 23
92 55| 181 52 3115 57 | 65 ‘ 13 80|10 13] 15
o1 621 179 59 35 |18 A6 | 55 12 T4 | | 1s 16
490 67 184 651 38 18 55 | 59 10‘ 76| 14| 20 24
89 1 297| 36 169 32| 21 . 11 510 54 15 | T3 13| 19 24
S8 | 284 20| 166, 11| 07 | 4 53| 4618 67 | 11| 17 [ 24
87 273 28] 163, 23] 15 8 520 AL 9| T1y 5| 0810
86 | 268 43| 161 45 30 | 17 B 44 90 66, 6] 10 14
85 1237 49| 152 461 33 19 50 4813 0 60 11| 17 \ 23
8+ 233 61) 150 59| 4225 49 490 66, 8| 1328
83 203| 40| 141 37| 27 18 4840 9 631 6| 10 15
82 197 231139 18] 14 . 9 474‘ 38 11 611 9] 16 24
81 181 1801330 120 10| 7 W6 36 8] 60 5| 09014
80 | 1801 27| 132 24 1.9 13 450 3¢ 13| 58 42| 22 .35
79 0 154] 200 123 26| 23 17 ar 20 7lae!l 4o 14
78 | 153] 31123 28] 25,18 43027 s 520 6 1322
T 1461 28] 120 25| 22117 421251 81 50 6] 132
760135 23 11| 20| 19 15 41| 24 10| 491 9| 20 38
k] 15115 10 09 S 40 23 11| 48 10| 230 44
74| 1307 220 11:3| 19] 18] 15 301 20 110 46 9 21 43
31124 22 110| 19) 17 | 15 38 19| 8| 43 7| 1'7 37
V2122, 18] 1100 14| I g2 37117 71 41 6| 16 l 35
L1000 11! 99l 5] 05| 5 36 13 8| 36 7| 2156
701 108] 18] 1031 15| 16| 14 35| 13 } 1l os6 10! 30 ’ 78
69 96| 22| 97| 20| 22|21 34| 100 5| 32 4| 14|40
681 94| 141 96, 10, I'1 |11 33| 7, 71 26| 6 2486
67 1 90| 20 94 18| 21|20 320 4| 5 20| 5|27 [125
66 | 84| 201 91 18| 2121 | ‘

Hier ist das Problem ein wenig komplizierter als in den
vorigen Fillen. Aus der Tabelle ersicht man, dass die K-Werle
nicht als konstant angenommen werden konnen, denn dazu
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ist der Unterschied zwischen einigen Werten zu gross. Daraus
folgt, dass einige Feuchtigkeitsklassen mehr gestirt sind als
die anderen. Das Gesagte wird durch Fig. 10 veranschaulicht,
in welcher der Zusammenhang zwischen der relativen Feuchtig-
keit (R%) und K gegeben wird.

Aus der Iigur 10 ersieht man, dass K bis zu 95—96%
mehr oder weniger konstant ist. Um das zu beweisen, berech-

A
2%
L 10
-5
\/\W -
T Al — T T X v 9' ,oo ’;
30 ¥o s0 60 0 80 (4 R %

Fig. 10.

nen wir analog dem Vorhergehenden den mittleren Fehler X
und vergleichen ihn mit dem aus den K-Daten berechneten.

Nach (114) erhalten wir, dass

ol .
*L e “'258
und dass damit
ok
— - =0'337 = 0008
K

ist, denn der mittlere Weri von K ist
K =193 =010.
Hieraus erhalten wir:
o = 065 = 002,
Aus den Beobachtungsdaten berechnet, ist

o = 0'85 % 0°07.
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Die Differenz zwischen den beiden oK betrigt
0°20 = 0-07.

Auf Grund dieser Resultate kann man sagen, dass bei
relativen Feuchtigkeiten bis zu 95% (incl.) alle Klassen mnicht
gleich gestért sind; aber die Abweichung von einem konstan-
ten Wert ist ganz gering. Dies ersieht man auch aus der fol-
genden Figur (Fig. 11), wo der Zusammenhang zwischen K und
m gezeigt wird.

X
A
s
y
3 .
—-'~—T ________________ ...._,___‘__Gi;(_
2 -__)lf_____.__'.._'_x_"”____'_.__. ————
6K : S :
/ & A
m
5 10 20 50 wo 200 500

Fig. 11.

Warum die grossen relativen Feuchtigkeiten mehr gestirt
sind als die kleinen, besonders diejenigen in der Ndhe von 100%,
kann durch mehrere Ursachen erklirt werden. Die Haupt-
ursache ist die, dass diese [feuchtigkeiten in der Nédhe vom
Kondensationspunkte des Wasserdampfes liegen. Wegen der kli-
matologischen Unterschiede zwischen den verschiedenen Jahren
konnen die Feuchtigkeiten in einem Jahre 100% nicht erreichen,
in anderen aber sie weit iibersteigen. Da jedoch aus physikali-
schen Griinden (die Kondensation) dieses letztere nicht mog-
lich ist, so lassen sich alle Klassen mit relativer Feuchtigkeit
iiber 100% zu einer Klasse (R ==100%) zusammenfassen, und
dadurch wird auch ein hoher Wert der Stérung erreicht. Zwei-
tens ist bei ein und derselben Temperatur die maximale Spann-
kraft des Wasserdampfes nicht immer konstant, und deshalb



A XXXIV.q Problem d. Messung d. Storung usw. 61

misste man auch relative Fenchtigkeiten iiber 100% einfiihren.
Das wird aber nicht getan, sondern man nimmt die bei der
Kondensation wirklich vorhandene Spannkraft als 100% und die
anderen proportional an. Dadurch werden die Klassen verschoben,
und zwar desto mehr, je ndher sie zu 100% stehen, was die
treunng ebenfalls vergrossert. Drittens werden die Beobach-
tungsdaten der relativen Feuchtigkeit dem Hygrogramm ent-
nommen, wobei fiinfmal taglich mit Hille des Assmannschen
Aspirationspsychrometers Korrektionen angebracht werden. Fiir
die dazwischenliegenden Stunden, in welchen die vrelative
Feuchtigkeit nach dem Hygrogramm wegen der sich immer
dndernden Korrektion iiber 100% steigt, nimmt man die grosste
Ifeuchtigkeit gleich 100% an und korrigiert dementsprechend
die anderen Daten. Das verschiebt ebenfalls die Lage der
Klassen und vergriéssert dadurch die Streuung.

Aus diesen Griinden ist schon im Voraus zu erwarten,
dass die 100%-Klasse und die ihr nahestehenden Klassen eine
grosse Stirung aufweisen.

8. Zusammenfassend kann gesagt werden, dass der ncue
Storungskoetfizient in der Klimatologie gut anwendbar ist,
wobel alle mit Hille desselben gezogenen Schliisse sich physi-
kalisch begriinden lassen.



