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1. Einfthrung.

In der Untersuchung ,Uber die Anzahl der Lgsungen der Vier-
farbenaufgabe“*) (abgekiirzt AL V) habe ich eine Rekursionsformel
entwickelt, die es ermoglicht die Anzahl der Vierfarbenbezeichnun-
gen der Ecken eines Normalnetzes?) zu berechnen, unter Beriick-
sichtigung spezieller Systeme von Nebenbedingungen. Die Ne-
benbedingungen beziehen sich allemal auf eine Auslese? von
Randknotenpaaren und zerfallen in positive und negative Forde-
rungen (-4 AB) resp. (— CD); erstere besagen, dass 4, B iden-
tisch, letztere dagegen, dass C, D verschieden gefirbt werden
sollen. Die Reduktion des Problems erfolgt auf dem Wege der
Anordnung der Normalnetze nach Ordnungszahlen, d. h. nach
der Anzahl der inneren Netzknoten. Die Erniedrigung der Ord-
nungszahl wird durch Spaltung des jeweiligen Netzes in
Féacher und Residuum?) erreicht. Die Randknotenpaare der
getroffenen Auslese verteilen sich hierbei notwendig in 3 Kate-
gorien, namlich Paare vom Typus (F'R), wo die eine Komponente
F' zum Ficher, die andere B zum Residuum gehort, ferner Paare
vom Typus (FF), wo beide Komponenten zum Ficher, endlich
Paare vom Typus (RE), wo beide Komponenten zum Residuum
gehoren. Die Paare (F'R) erscheinen in linearer Anordnung als
(F\R,), (F,R,), ... (F, B;) und bestimmen zusammen mit den
Paaren (F'F) auf dem Fiacher einen Komplex reduzierter
Maschenzahlen?)

01y Qo) -« oy Qt_'.]_’ @1y Poy «oes Pr - (1)

Diese o, ¢ sind ihrer Definition nach nicht-negative ganze Zahlen.
Bezeichnet dann ¢ die Zahl —1, ferner a, den Vier-

farbenkoeffizienten?®), der durch die Relation
a, = § (2" _i‘gn—l) (2)

“definiert werden kann, und wird Nz als Symbol der durch die

#) Acta et Comm. Univ. Tartuensis A XVs.
1) VgL ALVE1. 2) ALV§12. 3 ALV§3. 4) ALV§I13. 5) ALV §6.
1%



4 J. NUUT A XV

Auslese (Z) bedingten Farbeninvariante ) verwendet, so lautet
die Formel der ALV:

Net pRYCHFF)C+ RR) =
i—1

=2 Gpp—1 + - a‘l’f"l { Goy - - a0t+1 NH’ RE)(—RP) +

{41 i—1
Ou
2 oy gy & Gy v Coy VbR Ry R (—RP) T

z—1
o Oz.. .0 . . 3
+ & e N RR) (R Ry ... (4R, Ry ) (—RP) | ©)

Hier bedeutet P das Zentrum 7) der ausgefiihrten Reduktions-
zerlegung, wihrend (— RP) abgekiirzt die Auslese (— R P)
(—R,P) . . (—R,P) symbolisiert. Diese Formel (8) wird in der -
ALV als Vierfarbenformel?® bezeichnet.

Die Auslese (+ FR) (4 FF) (4 ER) enthiilt ausschliesslich
positive Paare, was aber keine weitere Einschrinkung bedeutet,
da laut § 12 der ALV die negativen Bedingungen sich auf ein-
fache Weise durch positive ersetzen lassen (auch umgekehrt!).
Nur um den auftretenden Formeln eine iibersichilich symmetri-
sche Gestalt zu geben, haben wir die negativen Bedingungen
iiberhaupt explizite verwendet.

Am Schluss der ALV ist der hypothetische allgemeine
Vierfarbensatz® formuliert, laut welchem eine Farbeninva-
riante nur dann verschwinden kann, wenn die Auslese einen
Widerspruch %) enth#lt; dass sie dann allemal auch wirklich
verschwinden muss, ist evident.

In den unten folgenden Betrachtungen sollen einige Konse-
quenzen aus der Vierfarbenformel gezogen werden, um den
Beweis dieses allgemeinen Vierfarbensatzes auf rein arithme-
tischer Grundlage anzubahnen.

2. Vierfarbenreihen.

Die Vierfarbenkoeffizienten geniigen der leicht zu verifizie-
renden Relation
2 Uy ;- CQug1 = Cnga. (4)

6) ALV§2. 7)ALV§S. 8) ALV§IT. 9) ALV§19. 10) ALV§12,
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Es liege eine Zahlenreihe
ce @.g ... 8y, 8.1, B0, Ay, g, ...y Agy. s (5)

vor, in der das folgende, der Relation (4) nachgebildete Kr-
zeugungsgeselz gilt :

28y + Anps = Anga . (6)
Diese Reihe sleht dann in engem Zusammenhange mit der Reihe
~der Vierfarbenkoeffizienten. Aus diesem Grunde mdoge die Reihe
(5) eine Vierfarbenreihe, und zwar, im Hinblick auf eine gleich
folgende Verallgemeinerung, eine eindimensionale Vier-
farbenreihe heissen. Fiir eine solche Vierfarbenreihe gelten
u. a. folgende leicht zu beweisende Relationen:

Ak = Gk 8141 + 2 Q1 8¢, (7
Sk=8 +8+...+a=0aa + ¥ (Qp—1)a. ®

Aus (6) ist ersichtlich, dass die Reihe der Differenzen einer Vier-
farbenreihe wieder eine Vierfarbenreihe darstellt, welch letztere
sich in ihrer Gesamtheit nur durch den Faktor 2 von der urspriing-
lichen unterscheidet. '

Spezielle Beispiele von Vierfarbenreihen liefern Reihen, wo
a;=¢'a, unter a eine Konstante verstanden, d. h. Reihen vom
Typus

... +a, —ua, +a, —a,.... )
Bei a=1 hat man den engeren -Spezialfall a,=¢', m. a. W. die
Reihe ,

cers 1, —1, F1, —1, ... (10)

Um zur versprochenen Verallgemeinerung zu gelangen, be-
trachte man zunichst etwa die folgende, nach 2 Parametern 4, u

geordnete Zahlenreihe, deren Allgemeinglied
a‘lu
wobei a eine Konstante ist. Auf Grund von (4) erweist sich

=q, ay a, an

2am+al+1, 0= A4 g
(12)
2 Loy + B w1 =, pye.
Lisst man die spezielle Fassung der Definition (11) fallen,
behilt aber die Forderungen (12) bei, so gelangt man zum Begriff
einer allgemeinen zweidimensionalen Vierfarbenreihe.
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Ganz allgemein lautet nun folgende Festsetzung:

Eine Menge von Zahlen a, ,, ... ,,, die nach p unabhéngi-
gen ganzzahligen Parameterwerten x,, x, ... x, geordnet er-
scheinen, soll eine p-dimensionale Vierfarbenreihe heissen,
wenn fiir jedes «, die Forderung

2.8, : A, . ., , "
€y - w_y .nk+l-~mp+ LORRE R o B R

=z @ a2, Ly @, (13)
erfilllt ist. N
Ein spezielles Beispiel einer solchen p-dimensionalen Vier-
farbenreihe liefert

=

a
Ly

By ey vy e O (14)

wo a eine Konstante ist. Aber auch

awl v, == Qg dgpyt- -+ +wp+c . a, (15)
wo ¢ und a Konstanten sind, ergibt eine Reihe von gleichem
Typus. Andere Reihen derselben Gattung entstehen, wenn in
(14) oder (15) @, durch & ersetzt wird, oder aber lineare Ver-
bindungen solcherweise erhaltener Ausdriicke gebildet werden.

Es seien in der Vierfarbenformel (8) die Anzahlen und Nume-
rationen der Paare (4 FR) (4+FF)(+RR) fixiert, das Residuum
als unveranderlich betrachtet und die Lage sdmtlicher Knoten R
und des Knotens P festgelegt. Variiert man dann die Verteilung
der Knoten F auf dem Ficher, sowie die Gesamtzahl der Ma-
schen des Fichers, so entspricht dies einer Variation der redu-
zierten Maschenzahlen g, ¢, wihrend die rechts in (3) auftreten-

i—1
den Grdssen Nz konstant verbleiben. Jeder Kombination (1) der
t-+f-+1 reduzierten Maschenzahlen entspricht cin bestimmter

Wert von l(f( +FR) (+FF)(+RK)» den wir uns dieser Kombination
o, ¢ zugeordnet denken. Damit ist aber die Farbeninvariante

N 4FR) (+FF)(4+-RR) 8ls von ¢+ 1 Parametern
.’E1=Q1, e ey wH_l = QIH-I’ :L’H_z =¢1,.--, wt+f+1 e q)f (16)

abhéngige Zahl a, ., . aufgefasst. Eine aufmerksame

BRCTEs
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Betrachtung der rechten Seite der Vierfarbenformel (3) zeigt
sofort, dass diese Zahlen a, , ... eine (¢~ 1)-dimensionale
Vierfarbenreihe bilden. Dieses Resultat ist von grundlegender
Bedeutung fiir alle weiteren Entwickelungen und soll demnach
als Satz zusammengefasst werden:

Bei der Variation des Fichers ordnen sich

die Farbeninvarianten N ppyy Fry+RR) ZU einer
(t+f-+1-dimensionalen Vierfarbenreihe.

8. Das allgemeine Glied einer Vierfarbenreihe.

Deutet man a, ..., als dem Punkte (x))xg| . .. | xp) eines
p-dimensionalen ganzzahligen Punkigitters zugeordnete Zahl, so
darf man die entsprechende Vierfarbenreihe in ihrer Gesamtheit
als Funktion des Punktgitters ansehen. Statt von einer Vier-
farbenreihe kann man dann auch von einer Vierfarben-
funktion sprechen, deren Werte in den Gitterpunkten (z)
eben die a, sind.

Die Beziehung auf den p-dimensionalen Raum erleichtert
wesentlich die fernere Nomenklatur. Fir unsere Zwecke wire
folgendes zu beachten:

v lineare Gleichungen zwischen den Koordinaten «, defi-
nieren eine (p —v)-dimensionale Ebene im Gitterraum (v=p),
sofern diese Gleichungen linear unabhingig sind; jeder Punkt
erscheint in dieser Auffassung als nulldlmensmna]e der Gitter-
raum selbst als p-dimensionale Ebene.

Die 2p Gleichungen z. = 0 resp. xx = 1 definieren jede fiir
sich je eine spezielle (p — 1)-dimensionale Ebene. Die Gesamt-
heit dieser 2p speziellen Ebenen, vereinigt mit der Gesamtheit
ihrer séimtlichen Schnittebenen von niedrigerer Dimensionszahl,
liefert ein Gebilde, welches als Fundamentalwiirfel des
Gitterraumes bezeichnet werden mag; jede zum Fundamental-
wiirfel zéhlende Ebene sei dementsprechend als Fundamental-
ebene bezeichnet. Die Anzahl der (p — »)-dimensionalen Fun-

damentalebenen betrigt 2¥ () =2"(,2,). Ist A <C g, so enthilt
jede w dimensionale Fundamentalebene genau 2%~ l( ) Fundamen-
talebenen von der Dimension 2, und jede i-dimensionale Funda-=
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mentalebene liegt auf (g:i) IFundamentalebenen von der Dimen-
sion u. Da

o (3) ot () e () - et 2 (f) =1—e, an)

so gilt der Satz:

Die mit wechselndem Vorzeichen genom-
mene Summe der Anzahlen der Fundamental-
ebenen, nach steigenden Dimensionszahlen
geordnet und mit positivem Vorzeichenbegon-
nen, betrigt null oder zwei, je nachdem der
Raum eine gerade oder eine ungerade Anzahl
von Dimensionen besitzt.

* Es ist dies ein Spezialfall des Euler’schen Polyedersatzes
in p Dimensionen.

Man erkennt sofort, dass die Vierfarbenreihe a, eindeutig
bestimmt ist, sobald die Werte der Funktion a, in den Funda-
mentalecken, d. h. den nulldimensionalen Fundamentalebenen,
vorgegeben sind. Es gilt dann namlich die Formel:

Ay g, =20 Q1 Oy ... Op,—1 R

p .
-1 ¥ a, ) a, d ) L9010
+ ’ wy—1 xy_—1 Y, m,,_l_l_l a«,p_1 0+++010 o—l—

Bei p =1 hiitte man hieraus

Ay, == 2 G, —1 3+ Oy, 81, (i9)

was schon in (7) enthalten ist und daher als bewiesen erachtet
werden soll. Ist aber die Giiltigkeit von (18) tiir eine Dimen-
sionszahl p erwiesen, so ergibt sich auch sofort die Giiltigkeit
derselben Formel fiir die nichsthéhere Dimensionszahl p-1.
Man hat nimlich bei fixierten Werten von z;, @, .., z, und
variablem 2,41 in 834, ... 4., €ine eindimensionale Vier-

farbenreihe, mithin nach (19):

‘aa'lmz T,y =2 amp_H-—l By g o+ ap0 =+ amp_l_l B ay - oyl (20)
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Hier bilden aber die Grissen 8y, ...z,00 8z 0, 1 jede fir

sich je eine p-dimensionale Vierfarbenreihe, auf welche (18) an-
gewendet werden darf. Kombiniert man demnach (18) mit (20)
und ordnet das Resultat, so erhilt man, wie leicht zu {ibersehen,
eine Formel von der Struktur (18), nur tritt p 41 an Stelle
von p. Damit ist aber (18) allgemein bewiesen.

Man kann iibrigens die Identitit (18) in etwas allgemeine-
rer Gestalt schreiben, indem man zuvor die Parallelversthiebung
x'=x-+& ausgefiihrt denkt. Der Fundamentalwiirfel transfor-
niiert sich hierbei in einen solchen Wiirfel, dessen Eckkoordi-
naten die Werte & und £~} 1 annehmen. .

4. Transformation der Vierfarbenformel.

Nach § 2 liefert die Vierfarbenformel (8) die Farbeninvariante
N(4FR) (+FF) (+Rp) als Vierfarbenfunktion, wobei die reduzierten
Maschenzahlen g, ¢ die Rolle der Parameter x {ibernehmen. Um

i
dies .anzudeuten, soll fernerhin, wo zweckmﬁssig,. Not-- 01| 91-- 9

fiir-l(f( L FR+FF)+-RR) abgekiirzt eventuell l<79|¢, geschrieben
werden.

Die Relation (18) gestattet Np|o durch die Fundamen-
talwerte, d. h. die Werte der Ny|y in den Fundamental-
ecken, auszudriicken. Dies soll nun ausgefithrt werden. Aus
der geometrischen Bedeutung der Farbeninvarianten ist ersicht-
lich, dass die Fundamentalwerte nicht negativ sind. Sobald ein
Fundamentalwert null ist, verschwindet das entsprechende Glied
in der Summe auf der rechten Seite von (18). Verschwindet
ein Fundamentalwert unabhiéngig von der speziellen Lage der
Punkte B auf dem Residuum, so sagen wir, der Fundamental-
-wert verschwinde identisch. Von Belang sind hier nur die-
jenigen Fundamentalwerte, die nicht identisch ,verschwinden.
Es enthilt die rechte Seite von (3) den gemeinschaftlichen Fak-

tor 27 ap 4 gy Cp 1, der dann, aber auch nur dann,
null wird, wenn mindestens eine der Koordinaten g, gleich 1 ist.

Da in den Fundamentalecken ausser dem Werte 1 fiir die Koordi-
naten nur noch.der Wert 0 in Betracht kommt, so miissen
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simtliche ¢, gleich 0 sein, wenn der Fundamentalwert nicht
identisch verschwinden soll. Bei ¢; = ¢,...= @;= 0 hat man aber

; 1)
of a(pl_l a(p2__1 e a(pf_l =2f . (’2’) = 1. (21)

Der zugehorige Fundamentalwert Ny|, ist daher gleich dem Wert
des Vierfarbenpolynoms, d. h. des Ausdrucks in der Schleifen-
klammer- der rechten Seite von (3). Siamtliche nicht identisch
verschwindende Fundamentalwerte gehoren also zur (¢ + 1)-
dimensionalen Fundamentalebene ¢, =0, ¢,=0,..¢; =0. Diese
Fundamentalebene erscheint fiir sich betrachtet als (¢(4-1)-dimen-
sionales Punktgitter, und besitzt als solches einen Fundamental-
wiirfel, dessen Ecken erhalten werden, wenn man g gleich 0 und

1 setzt. Die entsprechenden Ng|, konnen ohne Missverstindnisse

einfach als ]\tfg bezeichnet, und es darf von der Fundamentalecke
(o) gesprochen werden.

Es sei nun diese Fundamentalecke () als 0, =0 = ... = 0,
0uw=0y==...=1 definiert. Im zugehtrigen Vierfarbenpolynom

verschwinden dann sidmtliche Glieder, in denen auch nur eine
der Zahlen ay_ , ag,,... als Faktor auftritt; es verbleiben also

nur diejenigen, deren Koeffizient den Komplex
fag® =1 (22)

enthilt. In den zugehorigen, auf das Netz (¢4 1)-ter Ordnung
beziiglichen Farbeninvarianten zeigt die Bedingung u. a. iiberall
die gemeinschaftliche Forderung (4 RR) (— RP) (+ R._. R.)
(+R, R, ..., woflir abgekiirzt (4 RE)(— EP) (- R° ge-
schrieben werden moge.

Nach Abspaltung des Faktors (22) verbleiben in den Koeffi-
zienten der iibriggebliebenen Glieder nur noch durch g., 0.,...
bedingte Faktoren vom Typus ap, und &% . Da ‘a@u=a@v=
=..=1 und &% = % = ., =—1, und siimtliche Kombinationen
der ¢ auftreten miissen, so erkennt man, dass die fraglichen
Koeffizienten gleich -1 oder —1 sind, je nachdem eine ge-
rade oder eine ungerade Anzahl von &% in der zugehdrigen
Kombination vorkommt. Es ergibt sich auf diese Weise:
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i i—1 i—1 R
Ny = Nt RR)(—RPX+R) — 2 Np RE—RPYAH B+ Rt By T
i—1

T2 NCHRE) (—BP) (-1 (FRyy B ) (HE,_( R, oo )

Hier ist die Summation 2 auf jede Wahl den Indizes u,

"

die Summation 2 auf jede Wahl der Paare u, v usw. zu er-

u, v

sirecken. Man ersieht sofort, dass die rechte Seite von (23) mit
i—1

Nc+RR) (—RP)(+B) (—R,_, R )(—R,_ R """ @

gleichbedeutend ist!'). Indem wir die Abkiirzung (— R') fiir
(— R.1R.)(— R,_1B,) ... einfiilhren, gelangen wir demnach zu
dem Resultat: '

Die Vierfarbenfunktion 1{79|¢ hatin den Funda-
mentalecken

97120) ey (pf:(); 0 =0, Qb=0;---; 0u =1, Q”=1"" (25)

den Wert

i1

Nt RR)—RPX+RY—RY » (26)

in alleniibrigenFundamentaleckenden Wert null

Auf Grund dieser Erkenntnis resultiert nun nach (18) fol-
gende Umformung der Vierfarbenformel :

i
Nov...ovpt|o. =205 1..c0p .
[ i+ ¢ a El . +
l o—1 "%, —1 « YY+RR)(—BPX+RByR)(+BRp) «*+
14
-+ 2 5“91*1 e e Gt

i—1

" NLRRY—RPXHRoR) . .(—Ry_y Ry) . (+B, Ry T

e +
i—-1 1
-I-— am apz [P aot+l N(—-}-RR)(——RP)(——RORI)(——RlR?) ....... I . (27)

1) ALV § 12,

.
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Denn siimtliche Glieder, die den Faktor ay, enthalten wiir-
den, verschwinden; es entsteht demnach fiberall der gemeinsame
Faktor 2f a(pr_l e e d¢/_1.

5. Diskussion der Fialle, wo J\lfog(p verschwindet.

Denjenigen Teil des Gitterraumes, in dem keine der Ko-
ordinaten negativ ist, nennen wir den Hauptraum. Die geo-

metrische Interpretation der Zahl ]\}0‘(;) bezieht sich dem Wesen
nach nur auf diesen Hauptraum, d. h. auf nicht-negative Werte von
o, ¢, was aber bei rein analytischer Behandlung der aus (27)
fliessenden Folgerungen nicht hindert, auch andere Koordinaten-
werte in den Bereich der Erwigungen zu ziehen.

In der Gestalt (27) hat die Vierfarbenformel den Vorzug,
dass rechts keine negativen Glieder auftreten, solange man sich

auf den Hauptraum beschrinkt. Es verschwindet also Z(fw im
Hauptraum dann und nur dann, wenn jedes Glied der rechten
Seite von (27) einzeln verschwindet. Damit ist ein Gedanken-
gang als Grundlage fiir den Beweis des allgemeinen Vierfarben-
satzes vorgezeichnet.

Ein Gitterpunkt (g/p) des Hauptraumes kann mehreren
Fundamentalebenen angehoren; eine und nur eine dieser Funda-
mentalebenen wird die kleinste Dimensionszahl zeigen. Diese
Fundamentalebene kleinster Dimensionszahl ist ndmlich durch
den Komplex der Gleichungen definiert, die angeben, welche
Koordinatenwerte 0 und welche 1 sein sollen. Sind im Gitter-
punkt (o) sdmtliche Koordinaten grésser als 1, so gehort die-
ser Punkt {iberhaupt keiner Fundamentalebene an. Es ist aber
dann zweckméssig, den ganzen Gitterraum selbst als null Be-
dingungen unterworfene und daher (¢4 -} 1)-dimensionale Fun-
damentalebene anzusehen, die in diesem Falle dabei natiirlich
die (o/p) enthaltende Fundamentalebene kleinsier Dimensions-
zahl bildet. Einen anderen extremen Fall hiite man, wenn (o/¢)
eine Fundamentalecke ist. Die zugehdrige Fundamentalebene
kleinster Dimensionszahl besteht dann aus diesem einzigen Punkt
und ist von der Dimensien null.

Es sei nun (g|g) zur Fundamentalebene II von kleinster Di-
mensionszahl gehorig; ‘wir fragen nach den Bedingungen, unter

(
denen N,y verschwindet.
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Bs wird Z\IQ,((,; zundchst allemal null, sobald in der Definition
von II fiir irgendein % die Forderung ¢. = 1 besteht. Die
Knoten F’, F”, denen dieser Wert von ¢, zukommt, sind dann
entweder benachbart, oder es wird der Teilficher F'PF” so von
anderen Paaren (-} F'F) iiberdeckt, dass nur eine Masche frei
bleibt. Es sei F'PF” diese einzige freigebliebene Fdchermasche,
also etwa F'PF und F'PF” vollig tiberdeckte Teilfacher, dann
ergibt sich ausv(—{— FF)“ notwendig F’ = F und F"= F”, was
weiter wegen (+4-F’" F”) zur Forderung F’ = F” fiihrt; letztere
bedeutet aber einen Widerspruch, weil # und £ benachbart
sind. Also; _ h

Verschwindet Z\lfp‘w wegeng,=1, so ist in den

Forderungen (+ FF) sicher ein Widerspruch
enthalten '

Dies steht im Einklang mit dem allgemeinen Vierfarbensataz.
Es sei nun angenommen, dass Il an keine Forderung

vom Typus ¢r = 1 gekniipft ist. Die Zahl Nyjy kann in diesem
Falle nur dann verschwinden, wenn die Schleifenklammer in
(27) — das Vierfarbenpolynom — verschwindet. Es mogen fiir
II u. a. die Forderungen

0.=0, =20, ......... (28)

Ou=1 0v=1, .s..... .. (29)
gelten. Im Vierfarbenpolynom verschwinden dann sédmtliche
Glieder, die einen der Faktoren aq, ag,, ..., ag,—1, ¢g,—1, ... ent-
halten; es verbleiben also nur diejenigen, wo g 1y Gg 1, -

g, » 0g,, ... aultreten. Damit sondert sich vom Vierfarben-
polynom der gemeinschaftliche Faktor

Pid aga_l a@b_l e a@u an e =1 (30)

ab, unter » die Anzahl der Gleichungen (28) verstanden. Der
verbleibende Rest ist von demselben Typus wie das in (27) de-
finierte Polynom, nur hat sich die Gliederzahl verringert. Da
einem jeden von a, b, .. u, v, .. verschiedenen Index ein o-Wert -
entspricht, der 1 iibersteigt, so wird keiner der Koeffizienten
im Restpolynom null; es miissen daher simtliche in dieses Rest-
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polynom eingehende Farbeninvarianten LN;Z) gleich null sein,

wenn das urspriingliche Vierfarbenpolynom verschwinden soll.
Infolge der Existenz des gemeinsamen Faktors (80) enthilt

die Bedingung (Z) im Restpolynom allemal die Teilforderung

(+BR)(—RP)(+RusR)+R,_, B {—RusR)(—ERo1R,).. (31)

Bedeuten m, =, .. die von a, b, .. u, v, .. verschiedenen Indizes
der Reihe 1, 2, 8, .., t41, so enthilt (Z) ausser (31) noch die

Forderungen
(i Rm—l Rm) (t Rn—l Rn) rrey (32)

und zwar kommt, aus leicht erkennbaren Griinden, jede iiber-
haupt denkbare Kombination der Vorzeichen +, — einmal und
nur einmal vor.

Aus der geometrischen Bedeutung der Farbeninvarianten

folgt fiir beliebige (M)
N (M)(H-AB) + Nop—as=Nap - (33)

Mittels vollstindiger Induktion lisst sich diese Relation so-
fort dahin verallgemeinern, dass

2 NancraByrepy -+ = Nag (34)

wenn die Summe {iber alle denkbaren Kombinationen der Vor-
zeichen 4, — erstreckt wird.

Bildet man demnach die Summe simtlicher Ny des Rest-
polynoms, so treten (Ru—i Rn)(R.—1 R;) ... an die Stelle der
(AB)(CD) .. in (34), woraus

i—1
> N(Z) = N({RR)(—RP)(+R,_,R,)..(—R,_,R,).. (3)
1—1
folgt. Weil nun ZN(Z)_O wenn jedes Nz einzeln null ist, so
erhilt man das Resultat:
Das Vierfarbenpolynom verschwindet
dann und nur dann, wenn
t-1
NC}RR)(—RP)(4Ru-1Ra) .. (—Ru—1Ru) .. = 0 - (36)

Hat man vorausgesetzt, der allgemeine Vierfarbensatz sei
bis zu den Netzen (i—1)-ter Ordnung bewiesen, so ist man jetzt be-
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rechtigt in (31) einen Widerspruch zu suchen, wenn das Vier-
tarbenpolynom verschwinden soll. Dieser Widerspruch konnte
auf dreifache Weise zustande kommen:

1. die Forderung (+ RR) konnte Widerspriiche enthalten;

II. die Gesamtforderung positiven Charakters (4 RR)
(++ Bis B.) (-+ Ry—1 By) .. kénnte Widerspriiche enthalten;

III. eines der Paare (R.—; R.), (B.—:1 R.), .. kénnte von den
in 1I genannten Forderungen abhiingig!?®) sein..

Die Méglichkeit, dass ein Paar (EP) von den in II genann-
ten positiven Paaren abhingig wird, kommt nicht in Betracht,
weil P unter den Punkten R sicher nicht vorkommt.

Bei der Annahme B ist der Widerspruch (4 RR) offenbar
schon in dem Netze i-ter Ordnung, wo (4 RF)(+ FF)(-+ RR)
gefordert war, ebenfalls enthalten, somit das Verschwinden von

2\17@"(,; wirklich durch einen Widerspruch im Netze ¢-ter Ordnung
bedingt, wie es der Vierfarbensatz verlangt.

Bei der Annahme II bemerke man zunichst, dass wegen
(28) im Gitterpankt (o) notwendig

Fa—IEFa, Fb_leb, e '(37)

gefordert ist, denn die Teilficher ¥, ,PF,, F,_ PF,, .. er-
scheinen hier mit positiven Paaren (4 FF) vollig {iberdeckt.
‘Wird nun fiir das Netz i-ter Ordnung noch die Forderung (- RR)
(4 FR) gestellt, die u. a.

Foa=R, ., F.=R,., ... * (38)
besagt, so ist doch
R, = Ra , R 1=R; g eee (39)

eine logische Konsequenz von (37) und (88), d. h. die Paare
(Ba—1R,), (Roo1 By) ... sind im Punkte (¢|¢) von (+ ER)(4- RF)
(4 FF) abhingig. Ein aus den in II genannten Forderungen
resultierender Widerspruch ist dann eo ipso schon in der Forde-
rung (4 RBR)(+ RF)(4 FF) im Netze é-ter Ordnung enthalten.

Sollte endlich bei der Annahme III etwa (B.—;E.) von
(+ RR)(+ R.—1.R,) .. abhingig sein, d. h. B,_; = R, mit Not-
wendigkeit aus (+ RR)(+ R.—1 R.) .. fliessen, so wire nach
dem Vorigen dieselbe Beziehung R.—;=R, auch schon eine

12) Uber den Begriff der ,Abhsingigkeit« cines Paares von anderen vgl.
ALV § 12,
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Folge von (- RR)(+ RF)(+ FF) im Netze i-ter Ordnung. Weil
in (-} FR) aber auch die Forderungen '

Fo 1= -Ru—l ’ Et o -Ru ‘ (40)

enthalten sind, so miisste im Netze <-ter Ordnung dann- notwen-
dig F._.= F\, sein, was aber einen Widerspruch bedeutet, da nach
(29) 0. = 1 besteht. Damit ist auch diese Annahme erledigt. Also:

Gilt der allgemeine Vierfarbensatz fiir
Netze, deren Ordnung +—1 nicht ibersteigt,
so gilt erin jedem Netz ¢ter Ordnung fiir jede
positive Auslese.

Fiir' negative, resp. gemischte Auslesen ist damit noch
nichts entschieden.

6. Einfache Fille gemischter Auslesen.
Aus der Relation %)

Nezy(— ¥ (— X, ¥y) =+ = (1

.....

= N2y—2Nz) (4 Xu Yo + 2 N2y (4 Xu Yx+-Xo Yo

ergeben sich die Werte der Vierfarbeninvarianten fiir gemischte
Auslesen.

Es bedeute (— R’ R’) einen Komplex negativer Bedingun-
gen, in denen ausschliesslich Randpunkte B’ des Residuums Er-
wihnung finden. Aus (41) ersieht man dann sofort, dass die
Reduktionsformel fiir

Nt FR) 4+ FR)(+ RE)— R R
sich von der Reduktionsformel (27) nur um die rechts {iberall

hinzutretende Erginzungsforderung (— R’ E’) unterscheidet.
Etwas komplizierter gestaltet sich die Reduktion von

N+ FRY(4+FF) (+ RR) (— R B')(—F'F')>
wenn (— F’ F’) eine sich ausschliesslich aunf Facherpunkte #’

beziehende Forderung symbolisiert. Kombiniert man hier (27)
mit (41), so erkennt man zun#ichst, dass die einzelnen Farben-

invarianten N(M), die rechts in (27) auftreten, fiir jeden Summan-
den in (41) dieselben sind, — es #ndern sich aber jedesmal

13) vgl. ALV § 12.
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die reduzierten Maschenzahlen ¢, . Endgiiltige Formeln lassen
sich folgendermassen ableiten :

Man betrachte den Komplex der Paare (F'F) (F, F,)..(F' F")
auf dem Ficher. Dieser Komplex bildet notwendig eine Auslese,
sofern (FR)(FF)(F" F') eine Auslese ist. Es seien

q)’l: 97’2, wlf! 9’1! 9,27 oo Qlt_i.l: ’ll)'1,- w,?.’ ey ’P'n (42)
die zugehorigen reduzierten Maschenzahlen dieses Komplexes;
zur Abkiirzung sollen dieselben Symbole auch als Bezeichnungen
der zugehtrigen Knotenpaare dienen. Zu jedem Paar v’ gibt
es ein und nur ein nichsthéheres Paar!4) ¢’ oder ¢’, d. h. ein
solches Paar ¢  resp. o', in welchem der Teilficher %’ einen
echten oder auch unechten Teil iberdeckt, wobei keinem niedri-
geren Paar ¢’ oder o’ dieselbe Eigenschaft bezliglich dieses
fixierten vy’ zukommt. Das Paar 9’ soll dann mit diesem nichst-
héheren ¢’ resp. o assoziiert heissen. Simtliche mit dem-
selben ¢’ resp. o  assoziierten Paare 1’ moégen untereinander
verwandt*) heissen; ihre Gesamtheit bildet dementsprechend
eine Verwandtschaft. In jeder Verwandschaft gibt es Paare
@', die kein héheres verwandtes Paar besitzen, — es sind dies
die relativen Maximalpaare dieser Verwandtschaft. Die
Anzahl der zu ¢ resp. ¢'; assoziierten relativen Maximalpaare v’
moge als Charakteristik) A, resp. p; von ¢’; resp. o'x be-
zeichnet werden. Diese Charakteristik wird dann und nur dann
null, wenn kein einziges assoziiertes Paar vorhanden ist. Auch fiir
die ¢’ soll analog der Begriff einer Charakteristik bestimmt werden:
unter den mit v’ verwandten aber niedrigeren Paaren sollen die
nichstniedrigen ausgesucht werden, d. h. diejenigen, die nicht gleich-
zeitig niedrigere Paare niedrigerer Paare sind; die Anzahl 7, dieser
nichstniedrigeren Paare bilde die Charakteristik von 4"x. Man hat
7, = 0, sobald kein niedrigeres verwandtes Paar vorhanden ist.

Es gilt nun die Formel:

N+ FR)(+ FF)(+ RR)(— F' F)) =

= 9f Agp’ (+A—1 . a(p'f.*.lf_l aqz’ﬁ_rl .e alp’n.*.zn . @3)
71
' {2‘+1 o'yt~ - 00 iy Hiey—1 Nt RRY(—BP) (4-BoR). . (B, Bp) T
—1
oot @ - Qo+ g NERR)(—RP) (—R0R1)..(——R,RH_1)},

14) ALV § 19.
2
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Die Struktur dieser Formel ist derjenigen von (27) analog,
nur sind ¢ und ¢ entsprechend durch ¢’ -+4 und ¢’ +u ersetzt, und
ausserdem die Faktoren ay’4. hinzugekommen.

Der Beweis fiir (48) erfolgt durch vollstindige Induktion. Bei

n=0 existiert iberhaupt kein Paar v’, Ne\ pr)y FF)+-RR)(— F F")

reduziert sich auf N.ypg)ir7F)rR), die Charakteristiken
verschwinden, die Faktoren ay’,: kommen in Wegfall (ihre
Anzahl betrigt »), und man gelangt zur schon bewiesenen
Formel (27). Es bleibt noch aus der Giiltigkeit fiir irgendein
n die Giltigkeit fir n-+1 zu folgern.

Die Numeration der Paare (F'F’) ist willkiirlich; man darf
daher annehmen, dass das neu hinzugekommene (n-}1)-te Paar
ein relatives Maximalpaar ist, weil solche Paare sicher existieren,
sofern iiberhaupt die ¢’ wirklich vorkommen.

Zur Unterscheidung mogen die reduzierten Maschenzahlen
im System von = Paaren (F"F') ohne Strichelung geschrieben
werden, wihrend fiir das System von (n-1) Paaren die Striche-
lung verwendet werden soll. Man hat zwei Annahmen zu unter-
scheiden:

I. %'wtq ist mit einem ¢’, assoziiert;

I. %'uy ist mit einem o, assoziiert.

Im ersteren Falle sind sdmtliche reduzierten Maschen von
y'nt1 DNotwendig den reduzierten Maschen von ¢, entnommen,
weil ’u4q beziiglich @; ein Maximalpaar sein sollte. Hieraus folgt

P's = Ps— Y1, (44)
wiithrend im tibrigen ¢" = ¢, o =90, v =9y gilt.
Nun ist aber

Nezy—xv) = Nz)— Nz (+xv) - (45)

Versteht man hier unter (XY) das Paar v'.;,, wihrend (Z2)
den Inbegriff aller tibrigen Forderungen symbolisiert, so dart
die rechte Seite von (45) auf Grund der Annahme nach der Formel
(43) berechnet werden. Hierbei ist im Minuenden einfach die
Existenz von n Paaren (—F"F¥) zu berilicksichtigen; im Subtra-
henden tritt aber noch das positive, daher wie ein ¢.zu be-
handelnde Paar 4's4: hinzu. Bei der Bestimmung der Charak-
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teristiken sind iiberall nur die ersten » Paare vy’ als negative
Paare in Rechnung zu setzen. Ist v.4. die Charakteristik von
Pat1, die ja jedenfalls nur auf die iibrigen » Paare v’ bezogen
erscheint, so éndert sich die frithere Charakteristik 4, von @, durch
die Hinzuzéhlung von 4’.y, unter die ¢ genau um —v,4, Ein-
heiten, denn die 7,4 Paare v’, die die Charakteristik von vy,
bestimmten, sind jetzt mit 4'siq, also nicht mehr mit ¢‘, asso-
giiert. Zugleich ist dies die einzige Anderung unter den Cha-
rakteristiken, die durch das Hinzutreten von #%‘., unter die
positiven Paare bewirkt wird, d. h. sémtliche Ubrigen 1, u, v
bleiben unverindert. Daher entsteht sowohl fiir den Minuenden,
als auch fiir den Subtrahenden von (45) ein und dasselbe Vierfarben-
polynom, — nur der Faktor vor diesem Polynom erleidet eine
Anderung. In der Differenz hat man also dasselbe Polynom,
multipliziert mit der Faktordifferenz

2 Qy’ 1ty e O 4T, - O At - Oppt Rt - Ol
— 2/ Gyt - Oy, Gyt - e O ATy 1 -
o O A1 Oyl ATy 1 (46)

Hebt man hier den gemeinschaftlichen Teil

Y , 7 ’ ’
20y oy - Oy e, Qb —1 - - B7 i a -1 a‘/"s-|—1+7~e+1_1 .

L Ot 1 (47)
heraus, so verbleibt noch der Faktor ’
—_— ’ ’ 4
a(ps_'_la—'l 2 aq) s+la_ltn+1_1 a’l’ n+1+Tn+1—‘l ’ (48)

der wegen (44) mit

a(p,/ +w,n+1+)'s—1 — 2 a(p,s_,_}'s_zn—l—l—l aw,n+1+tn—|—1_l (49)

gleichbedeutend ist. Auf Grund einer fir die Vierfarbenkoeffi-
zienten giiltigen Relation !%) ist aber (49) dasselbe, wie

Oy ot r—tpy Oty _ (50)
oder

O+ Comtaga b ) =1 Py b (1)
15) ALV §6, Formel (32).
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Durch Hinzunahme dieser Faktoren (51) zu (47) entsteht die oben
gesuchte Faktordifferenz. Nun ist aber 4,—v.;1+1 die Cha-
rakteristik von ¢’, im System von (n-}1) Paaren v’, sobald auch
Yat1 als negatives Paar behandelt wird, denn das Paar ‘.,
ist dann selbst ein Maximalpaar fiir ¢’,, wihrend die %, niedri-
geren Paare ' keine Maximalpaare mehr sind — die frithere
Charakteristik des ¢’, entsprechenden Paares dndert sich somit
um 1-—7,,, Einheiten; alle iibrigen Charakteristiken bleiben
unverindert. Verwendet man zur Kennzeichnung der Charakte-
ristiken im System von (n-}1) negativen Paaren die Strichelung,
so gelangt man auf diese Weise zur Formel:

; .
No'lg' |y =
—_— f ’ ’ ’ 7 ’ ’ . 4 ’ .
2 alP 1+ alP n+1+7 nd1 afp 1+ -1 a(p f—|-). f-——l (52)

i—1
Aoyt gttt Vebim B RRY - F

—1
RERRREARE 0y s Gy kil s NCHRR) R BB - |-
Sie stimmt mit (48) ihrer Struktur nach uberem — damit ist

die Annahme I erledigt.
Analog gestaltet sich die Behandlung der Annahme II. Es
ist hier
0's = 0s—P'nt1, (53)

im {ibrigen 'gilt o'=9, ¢'=¢, v =1. Als Ausgangspunkt
dient wieder die Relation (45). Der Subtrahend enth#lt dort
dann den im Minuenden fehlenden Faktor 2a,,- wpat Ty —1) BUSSET-

dem tritt im Subtrahenden jedesmal g,+ Us—Tuya auf, wenn

im Minuenden g, u, steht. Solcherweise entstandene Glieder
i—1

sind mit ein und derselben Farbeninvariante Nga verkniipft;

fasst man sie entsprechend paarweise zusammen, so entsteht

die Differenz

a0s+l‘s o zaw’n+1+"n+1"‘1 a@’s+ﬂs_fm+1 ’ 64

resp.
Codrpty—1 7 20y g, 1 Pl 1,1 (55}

je nachdem die zugehorige Bedingung in der Farheninvariante
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(—R,-1 R,) oder (+R,.:R.) lautet. Mit Hilfe von (58) ergeben
sich hierfiir die Ausdriicke

O iy Frugs P ot tagtl (56)

Tesp.

Gy »+1+ Tt Gy st Tyt G

Es sondert sich daher {iberall der gemeinschaftliche Faktor

Oy T ab, und man gelangt wieder zu (52). Somit ist (43)

bewiesen.
Auf Grund von (41) erkennt man weiter sofort, dass

N(4+FR) (+FF)(+RR) (—F'F')(—R’R")

einer Formel geniigt, die sich von (43) nur dadurch unterscheidet,
dass tiberall die Bedingung (—R' R’) hinzutritt:

N4+FR) (+FF) (+RR) (—F'F’") (—R'R") =

= of .
T R i a BRs SIen N (58)
i—1

2 st Gyt NEHRR R (BB CHRR -
i—1
LECIEREET T Cortu -+ Porpstueys VA-RRI(—BB)(—RP) (—RRy) - }

Die Strichelung der Indizes ist hier nun tiberfliissig und daher
unterbliében.

7. Diskussion.

Setzt man in (58) ¢=1, so ist das Residuum ein einfaches
Dreieck, auf dem ja dann nur noch fiir die Knoten R, und
R, Platz vorhanden ist, wobei notwendig ¢=0. Es kommen
also siimtliche Forderungen (4-FR)(-}+RR)(—R’'R’) in Wegfall,
LBy= R, ist unerfiillbar, weil beide Knoten auf dem Dreieckrand
benachbart sind, und man hat allemal &(—ROR1)= 1. Schreibt
man noch ¢—1 fiir g,, 4 fiir y,, so folgt aus (58)

1
Nt 7Ry (—FF) = |
=2 Oyt Cy,tr, Cota—1--Cota—1 %pta—1, (39
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was inhaltlich mit der Formel (98) der ALV identisch ist. Wie
schon dort dargelegt, folgt hieraus die Giiltigkeit des allgemeinen
Vierfarbensatzes fiir alle irreduziblen Normalnetze erster Ordnung.

Die Reduktionsformel (58) iibertrigt aber dann diesen all-
gemeinen Vierfarbensatz von Netzen (i—1)-ter Ordnung auf solche
von der Ordnung 4, sofern man sich in letzteren Netzen auf Be-
dingungen vom Typus

(4+FR) (+BR) (-FF)(—F'F') (—R'R) (60)

beschrinkt. M. a. W., man kann beweisen, dass die linke Seite
von (58) nur dann verschwindet, wenn (60) einen Widerspruch
enthilt.

I. Verschwindet die fragliche Farbeninvariante infolge Null-
werdens eines Faktors vor der Schleifenklammer, so ist dieser
Faktor extweder ein a,, oder ein a,;_;. Die erstere Annahme

hitte zur Folge ¢ =0, v=0. Da dann v kein niedrigeres Paar
derselben Verwandtschaft aufweist, — sonst kénnte = nicht Null
sein, — so wird ¢ von Teilfichern ¢ vollstindig iberdeckt.
Daraus zeigt sich aber, dass fiir das Paar ¢ identische Fir-
bung gefordert wird, wéhrend es doch andererseits, als ein v, zu
den negativen Paaren zihlt. Darin liegt der Widerspruch. Die
zweite Annahme @-+Ai—1=0 wird erfiillt bei ¢ =0, A=1 oder
bei ¢ =1, A = 0. Ersteres besagt, dass der Teilficher ¢ von
einem v und eventuell noch anderen ¢, véllig {iberdeckt er-
scheint, dann miisste aber das diesem ¢ entsprechende Paar
gleichzeitig positiv und negativ ausfallen, was einen Widerspruch
bedeutet. Die Voraussetzung ¢ = 1, 2 == 0 fiihrt aus &hnlichen
Griinden zu der Folgerung, dass die Knoten der einzigen reduzierten
Masche von ¢ identisch gefirbt sein miissen, was unmoglich ist,
da sie ja sicher benachbart sind. In allen Fillen bedeutet
mithin das Verschwinden eines Vierfarbenkoeffizienten vor der
Schleifenklammer das Vorhandensein eines Widerspruches in den
Forderungen (60).

IL. Sollte das Polynom in der Schleifenklammer verschwinden,
so beachte man zuniichst, dass dieses Polynom eine (¢--1)-dimen-
‘sionale Vierfarbenreihe liefert, die von den Parametern g, u,,
Qo+, .., Otpa-+ ey abhiingt. Das Polynom moge demnach
durch Q, . | oyt ... Oder kurz @, , symbolisiert werden.

Die Fundamentalwerte dieses Polynoms sind durch die in
der Formel (58) rechts auftretenden Farbeninvarianten Ny ge-
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geben. Sollte nun in einem QGitterpunkt (o-}-x), der zur Funda-
mentalebene

et =0, o tu, =0, ... (61)
o,+u, =1, o +wu, =1 .... (62)

_ gehort, @, , verschwinden, so folgt aus Betrachtungen, die denen
des § 5 wortlich entsprechen, dass

+—1
Ne+RRY—R' B X—RP)X+B,_R)(+R, ,Ry..(~R, R)~E,_R,). =0 63

-

sein muss.

Ist der dann notwendig in der Bedingung von (63) auf-
tretende Widerspruch schon in der Forderung (4-EE) enthalten,
so tritt dieser Widerspruch eo ipso im Netz i-ter Ordnung auf.

 Enthilt der Komplex (+RER)(-+Rs1Ra)(+Ro—1R5) . . im Netz
(¢—1)-ter Ordnung einen Widerspruch, so ist doch wegen (61)
jedenfalls g, =0, o =0, 06 =0, =0, ..., mithin F,_,=F,,
Fy,=2F,, ... eine notwendige Konsequenz der Forderungen
(4-FF) im Netz ¢-ter Ordnung. Dann ist aber auch R, 1= R,
Ry_y=R,, ... eine Folge von (4FF)(+FR) im Netz <-ter
Ordnung, und (-+FE)(+FF)(+RR) bedingt denselben Wider-
spruch, der in (+RR) (+R.—1R.) ... enthalten sein sollte.

Ist im Netz (i—1)-ter Ordnung (—R’‘R‘) unmoglich, sobald
(+RR) (Rs—1R,) .. besteht, so ist (—R'R’) auch im Netz <-ter
Ordnung im Widerspruch zur Forderung (+-FR)(-+FF)(+ER),
weil aus letzterer ja (+RR)(4R:—1R.) . . resultiert.

Ist endlich etwa (—R._.R,) mit (+RR)(+R:R.) .., also
auch mit (+FR)(+FF)(+RR) im Widerspruch, so hétte man
im Netz i¢-ter Ordnung notwendig R, ,= R,, infolge (-+FR)
dann aber auch F,_,= F,, was jedoch wegen (62) unmdglich
ist (vgl. die analogen Erbtrterungen unter I).

Da der Paarkomplex (RP) jedenfalls von (+RE)(+Re—1RB:) ..
unabhéingig ist, so sind alle denkbaren Moglichkeiten erschépft,
die Annahme II somit erledigt.

Dadurch ist der allgemeine Vierfarbensatz auf das Netz
i-ter Ordnung fiir den Fall der Bedingungen (60) {bertragen.
Jm Vergleich zu den Resultaten des § 5 ist somit ein Fort-
schritt erzielt.
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8. Erwelterung der negativen Bedingungen.
Der allgemeine Fall einer Auslese vom Typus
(+FB) (+-FF) (+RR) (—FB) (—F'F) (—R'R) )

bietet wesentlich grossere Schwierigkeiten. Die Knoten F* der
Paare (—F'R’) verteilen sich hierbei irgendwie auf die Fécher-
bégen F, ;F,. Jeder solche Knoten ¥ moge mit dem klein-
sten Bogen F, ,F,, dem er angehort, resp. mit dem Knoten-
paar (F,—.F,) assogiiert heissen, wobei dann simtliche mit
ein und demselben (F,_.F,) assoziierte F” als untereinander
verwandt, die Gesamtheit der untereinander verwandten F’
als eine Verwandtschaft bezeichnet werden soll.

Wir schreiben die zu (F,..F,) assoziierten F’ in der Gestalt
F*, und zwar so, dass auf dem Bogen F,_.F, die Reihenfolge

$

2
F:., ...,

F’ F (65)

1
F s—1? 8

8—1"?

F

817

gilt. Die Knoten F

8—1"?
entsprechend als F°_ , F° mit eingeordnet werden. Fixiert man
die Gesamtheit der Paare (F'_} F*_) gleichzeitig mit der Ge-
samtheit der Paare (+FF)—F'F’) auf dem Ficher, so lassen
sich auf schon erliuterte Weise reduzierte Maschenzahlen fiir
jedes Paar bestimmen. Da die Forderung (64) sich auf eine
Auslese bezieht, so darf kein Paar (F'—) F'_), (F/_, F°)
einem héheren Paar ¢ oder 9 angehdren. Daraus lésst sich ab-
lesen, dass die Zahlen ¢, y, ganz unabhéngig von der speziellen Ver-
teilung der Paare (F._, F!_ ), (F_, F)), reduzierte Maschen-

g—1 8—
zahlen der Paare (-FF)(—F'F’) sind und bleiben. Entsprechen-
des gilt fiir die frither definierten Charakteristiken 4, v. Fiir die
(F* 1 F' ) und (F._, F?) mogen sich die reduzierien Maschen-

zahlen @" | resp. ' ergeben.

Bei der Anwendung der Relation (41), die jetzt mit (58) zu
kombinieren ist, erkennt man, dass sich im Ausdruck fiir die
Farbeninvariante des Netzes i-ter Ordnung mit der Bedingung
(64) ein Faktor

F konnten dieser Bezeichnung zweck-

of g (68)

wern 0 Py, o=t o0 Gppeiet
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abspaltet, der dann noch mit einem Polynom @ komplizier-
ter Struktur zu multiplizieren ist. Ein Nullwerden des Faktors
(66) erfordert stets einen Widerspruch schon in der Bedingung
(+FF)(—F'F), wie im § 7,1 dargelegt. Zum endgiiltigen Be-
weis des allgemeinen Vierfarbensatzes bliebe dann noch zu zeigen,
dass auch @ =0 allemal einen Widerspruch in (64) bedingt.

Aus der nach (41) und (58) resultierenden Struktur von
Q lisst sich erkennen, dass dieses @ eine von den Parametern
o abhingige Vierfarbenreihe definiert. Man hitte demnach @
fiir die Fundamentalecken zu bestimmen und darauf das ge-
suchte Resultat aus (18) abzuleiten.

Der angedeutete Weg fithrt sofort zum Ziel, sobald es ge-
lingt die Fundamentalwerte von @ als Summen nicht-nega-
tiver Zahlen darzustellen, weil dann ein Nullwerden der Summe
das Verschwinden eines jeden einzelnen Summanden erfordert,
was die gesuchte Folgerung implizite enthélt. In der Tat findet
der Spezialfall » <2, wo also jede Verwandtschaft von Knoten
F : héchstens einen Knoten enthilt, auf diese Weise seine end-
giiltige Erledigung, wie unten gezeigt werden soll.

9. Fundamentalwerte von Q fiir den Spezialfall.

Es moge & hochstens den Wert 1 haben. Die diesem Wert
entsprechenden Elemente sollen durch Strichelung gekennzeich-
net, der obere Index 0 dagegen iiberhaupt fortgelassen werden.
Jedem ¢, resp. g, entspricht im Bezug auf die Paare v eine
Charakteristik ', resp. u,. Als Koordinaten sollen die Summen

&, =0, +u,, §=0+u, (67)

betrachtet werden. Den Wert von @ im Gitterpunkt (§) schreiben
wir @;. Gesucht sind die Fundamentalwerte von Q).

Die Koordinaten verkniipfen sich in zusammengehdtrige Paare
&s_1, &, sobald der Knoten F',_, wirklich existiert. In der
Fundamentalecke (§) kann die Summe

& _,+&=n, (68)

einen der drei Werte 0, 1, 2 annehmen. Sollte der Knoten F*,_,
nicht vorhanden sein, so tillt &, ; fort und 9, identifiziert sich
mit §. In diesem letzteren Falle kommen fiir 5, nur die zwei
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Werte 0, 1 in Betracht. Es soll zundchst @; fiir diejenigen
Gitterpunkte berechnet werden, wo 7, =0 oder 7, =1, der Wert
2 also nicht auftritt. Dann ist mindestens eine der beiden Grossen
§s-1, & gleich 0.

Mogen a, b, . . die Werte des Index s sein, fiir die 5, =0,
ferner u, v, .. die Werte von s, wo 5, = 1. Mit m, n .. sollen
diejenigen Werte s bezeichnet sein, fiir welche die Knoten F', ,
wirklich existieren, — hierher kénnen also sowohl die a, & ..,
als auch die », v .. ganz oder teilweise gehoren. In der fixierten
Fundamentalecke ist allemal mindestens eine der beiden Zahlen
Em_1, &Em gleich 0, desgleichen mindestens eine der Zahlen &,
&, gleich 0 usw.

Es sei (Z) ein abkiirzendes Symbol fiir den Bedingungskomplex

(+FE) (+HFF)(+ER)(—F F) (—E'E). (69)

Nach (41) hat man

m—1

Nezy—rry) = Nzy— 2Ny, _ B, DT
T ENGF B JF Y Ry ) (10)

Bei der Berechnung von @ aus (58) hat man dort nur die

Schleifenkammer zu beriicksichtigen. Hierbei liefert Z(QZ) den
Beitrag

—1
N+BR)(—R'R)(—RP)X+R,_, R)(*+R,_,Ry)..(~Ry_y B,(—R,_4 Ry ..» (1)

wie analog § 4 gefolgert werden kann.
. Ist E€m1 = 0, & = 0, d. h. etwa m = a, so ergibt
Nz)(+F, R, den Beitrag
i—1
N4+-RRY—R' B’ X—RP)(+R, R’ ,_J(+R . RJFB, Ry ..
-« (—R, R )(—R,_,R).. (72)

©—1 v—1

Diese Grosse lasst sich folgendermassen umformen, wenn
die Forderungen (4+RR)(—R'R’)(—PR) im Symbol (H) zusam-
mengefasst werden :
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EEH)(+R,,_,RC, Ry iRy .. (—By BB, (R .. (+B R () T

+ 36(IH) (+R,_4R,) (+Ry_By) .. (—By B (—B, 1 R)..(+B', ;R T

=+ W(H) +R, ,B)(+B,_ Ry ..(—R, B)(—Re1R,)..  (73)
.(+B, R, (R, ,R).

Tsb £y = 0, Ew=1, etwa m =1, 50 ergibt Nyz,y p
den Beitrag

Im—lR’m—l)

i—1
NB) (4B, \R)(+By_B,) .. (+ By B, ) (—E\ RI(—R,_4R) .., (14}
was mit

+-1
Neay+R,_,R) (+B,_Ry)..(—R,_,B)(~R,_,R,)..(+E, R\ ) (1)

identisch ist.
Endlich folgt bei &'ny =1, & =0 auf Grund #hnlicher
Erwigungen aus Negyip, R, ) der Beitrag

i1

NeH)+RB,_,R,)(+Ry_y By)..(—R, BRI (R,_ By ..(+R, 1 R,). (76}

Analog behandelt man Nizyc1r R, )c+F, R, ) USW-

Werden dann die Resultate mit Hilfe von (70) zur Bildung
von () zusammengefasst, so folgt:

—1
Q: = Ny (+RY (—RY (—RY) - (17
Hier bedeutet:

(4+ R den Bedingungskomplex (+ Ri-. RBd)(+ Bs1R3) ...

(—RY den Bedingungskomplex (— By 1 B)(— RBs—1 RBs) ...

. (—RB% den Komplex derjenigen Bedingungen vom Typus

(—Rm-1 R'm—1), (—R'm—1 Rn), wo die und nur die Paare eingehen,
deren Koordinaten &, resp. & gleich null sind.
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Wir wenden uns nun zu den allgemeineren Fundamental-
ecken, wo 7, auch gleich 2 sein kann. Es seien z, y, 2, . . die
Werte des Index s, wo 5, = 2, mithin §,_; =1, §&=1. Die
iibrigen, von =z, y, 2 . . verschiedenen Indizes bestimmen
dann einen Bedingungskomplex (H)(-+R°) (—R!)(—R° [analog
(77)], den wir abgekiirzt mittels (E) symbolisieren. Fiir den
Gitterpunkt (§), der u. a. auch §.:, &, ... als Koordinaten
enthilt, gilt dann die Formel: '

i—1

Y :;,y,Ez,..N(E) X)) ... +

i—1

L2 ¥mom@ ...
i—1

t 2 Nmooma@ ... +

Y, 8.

(78)

i1
T2V ...

ZyYy 8y ..

In dieser Darstellung bedeutet (X) eine beliebige der zwei
Forderungen (4R R'z—1), (+R’.-1 Rz); analog lautet die Er-
klirung fir (Y), (Z), ... Das Symbol (X) bedeutet entweder
die Forderung (4R.—iR:)(—Ros—1 R'o—t) (—R's-1 R:) oder die
Forderung (4 PR’'.—.); entsprechend ist die Bedeutung von
(¥), (Z), . . Das Summenzeichen 3 fordert die Bildung simt-

Z, Yy %y
licher Wahlméglichkeiten im Komplex (X)(Y)(Z) . . . Das
Summenzeichen 2 fordert entsprechendes fir jede Kombination
Xy Y2, -
vom Typus (X)(Y)(Z) . ., wo der Strich ein und nur einmal
auftritt. Das Summenzeichen ¥ fordert entsprechendes fiir jede
T,Y,2,..
Kombination der Moglichkeiten im Typus (X)(Y)(Z) .., wo der
Strich zweimal auftritt usw. Ist ¢ die Anzahl der Indizes
x, 4, .., so besteht die Summe in der »-ten Zeile von (78) aus

genau 2” (,,fl) Summanden. Die Gesamtzahl der einzelnen Glieder
der rechten Seite von (78) betrigt demnach

R e R e
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Bei ¢ =0, wenn also {iberhaupt kein z, y, 2, ... vorkommt,
reduziert sich (78) auf die fiir diesen Fall schon anerkannte
Formel (77). Die allgemeine Giiltigkeit von (78) wird durch
vollstdndige Induktion bewiesen. Der Beweisgang soll kurz an-
gedeutet werden.

Es moge die Formel (78) fiir o—1 Werte y, 2, .. bewiesen sein,
zu denen dann noch als neuer Wert x hinzutritt. Zerfillt die
Forderung (—F'R’) in (—F',—1 R;—;) und (—9®), so hat man
jedenfalls

N (+FR) (+FF) (+-RR) (—F'F) (—R'R) (—F'R) =
= Ny By CFI) CHRE) (9 (R (— ) " (80)
+ Ny FR)(4FE) (-RE) (—F'F) (—R'B) (—) (+FoiRie 0.
Es moge der Minuend den Wert @ und der Subtrahend
den Wert Q@ liefern, so dass
| Qr = QW—Q® : (81)

gilt.

In @ hat eine Koordinate den Wert 2; unter Anwendung
von (27) ldsst sich aber dieser Wert eliminieren. Man findet mit
Hilfe von (78) und (27):

-1 -1
Q=22 Noyvy2)..c+Remske) + Z NBTNZ). . (—Ra-1Be) T
i—1

i1
+2 2 Ny v)2) .. (+Recr By T 2 NE)Y)(2). . (~BomsBr) T B
Y,

Yy2y0

Fiir Q® ergibt sich direkt aus (78):

i—1

QP = yzjuN(E‘)(Y)(Z) <+« (—Ro—1R's=1)(—R's—1Re)(—PR2—1) T

i—1
T 2 NE)¥)2) . .. (—Re1Ra—1)(—Ra—iRo)—PRoyT 3

Y1Zg0e
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Die Relation (82) lisst sich offenbar auch so schreiben:

—1 $—1
QY = yi':“N(E)(Y)(Z). (+Re—1Re) T+ yE "N(E)(Y)(Z) .t

i-1 i—1 ’

+ 2 Ny vi2). . (+Resbe) T 2 Nemyeryz ..+ G4
Yy3y-- YyZyee -

e

Die Relation (83) gestattet folgende Umformung:

i—1 i1
=2 Nmyvxz) .. — 2 Nwxuy2 .. 4Rk T
i—1 1
+,,,’,E,_ N®(¥x2) .. (+Re-1 R —yf"N E(YXD) . . (+PRop) T
i1 2
+2 Nmyxx2) . . (+BeRe) (+FBemsBa) T

Letztere Umformung stiitzt sich auf (41), wobei zu beachten
ist, dass die Forderung (-+R.-1B'%—)(-+PR'._1) ebenso wie die
Forderung (-+R',—R.) (-+FPR'.—1) im Widerspruch steht zu dem
(—PR,_1) (—PR.) fordernden (E), dass die entsprechenden Farben-
invarianten also verschwinden. In (85) ist nur die aus der ersten
Zeile von (88) fliessende Teilsumme explizite ausgeschrieben.

Subtrahiert man jetzt, wie in (81) gefordert, (85) von (84),
so folgt:

i—1 t—1

=2 N0z (+ResBed T 2 N®)DY2) ..+ BemaB) T

—1 i—1 .
+V§N(E,(Y)Z) . (+PRia) +,,§. Nim)v)(z). . (+RaRaj(—ReosRier) T
PP (86)
Hier ist nun aber die rechte Seite nichts anderes als
i—1 i—1
2 Nmxpeoe .+ 2 Ny . A 6D

Damit ist (78) bewiesen.
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10. Diskussion des Falles, wo Q; verschwindet.

Es sei (§) ein Gitterpunkt, in dem @ verschwindet. Wir
wollen zeigen, dass dann infolge (78) in den Forderungen (64) ein
Widerspruch nachweisbar ist.

Die Fundamentalebene kleinster Dimensionszahl (§5), zu
welcher der Gitterpunkt (§) gehort, sei II. Das II definierende
Gleichungssystem sei: )

§’m~1 e O, §/n,_1 == 0, .......
& =0 & =0, ........ (88)
§(x—-1 — 1, §a: ad l, §Iy_1 = 1, §y = 1, ......
Fiir gewisse Indizes, die wir mittels a, 4, . .. bezeichnen
wollen, folgt aus (88) dann noch 9, =0, =0, ... Entsprechend
folgen fiir gewisse andere, die als w, », . . . angesprochen

werden mogen, die Forderungen 7. =1, 5,=1, . . .

Bildet man nach (18) mit Hilfe der durch (78) bestimmten
Fundamentalwerte die Zahl @, so erkennt man, wie im § 5,
dass ein Teil der Glieder von (18) verschwindet. Die den iibrig-
gebliebenen Gliedern entsprechenden Fundamentalwerte der Zahl
@ missen aber notwendig jeder einzeln verschwinden, wenn Qs
null werden soll. Diese letztgenannten Fundamentalwerte ge-
horen den auf II gelegenen Fundamentalecken an. Simtliche
Farbeninvarianten, aus denen diese Fundamentalwerte laut (78)
zusammengesetzt sind, enthalten u. a. die Forderung

(+RE) (—E'R') (—PR) (+Ra1Ro) (-+ BpaRy) ..

89
e (—BusB)(—ResR) .. (—Bm s Bmy) .. (—RoyprBy), O

die wir abkiirzend mit (Z) symbolisierten.

Da jeder Fundamentalwert laut (78) eine Summe von Farben-
~ invarianten darstellt, so muss jede in einen verschwindenden
Fundamentalwert eingehende Farbeninvariante einzeln ver-
schwinden, desgleichen verschwindet jede Summe solcher
Farbeninvarianten.

Man bilde nun die Summe § aller dieser verschwindenden
Farbeninvarianten. Ist zwischen F, ; und F, tiberhaupt kein 7, ;
gelegen, so entspricht jeder Fundamentalecke, wo 7, =0, in den
zugehdrigen Farbeninvarianten die Forderung (-4-R,—.R,), und
jeder Fundamentalecke, wo 7, = 1, die Forderung (—R,_R,).
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Bei entsprechender Paarung der Farbeninvarianten in 8§ nach
dem in (83) angedeuteten Prinzip und Zusammenfassung der
Paare zu neuen Farbeninvarianten kommen dann in den Bedin-
gungen die das Knotenpaar (R,—.R,) betreffenden Forderungen
in Wegfall. Daraus folgt, dass jede einzelne der S bildenden
Farbeninvarianten auch dann null ist, wenn die auf (B, R,
beziiglichen Bedingungen einfach fortgelassen werden.

Es sei nun s ein Index, der von den in (88) genannten ver-
schieden ist, dabei ein solcher, fiir den R’‘,_; wirklich existiert.
Unter den letztgenannten verschwindenden Farbeninvarianten hat
man dann allemal Komplexe, die sich auf die Annahmen

(§’s—1=0x §s=0); (§'8—1=0,,§s=1); (§IS—I=1a §q=0);

(§4841 =1, §s = 1) %0)
beziehen. In jedem einzelnen dieser Komplexe treten neben
iibrigen gleichen Bedingungen entsprechend die Forderungen

(+-Rs—1-Rs )(_Ra—l-R/s——l)(""R's—l-Rs), (_RS—IRS)(“—Rx—IRIs—l) s °
(—BeaB)(—R's 1R, (+ReaB's—y), (-+RB's—sRs), 1)
(+Rs—1Rs)(—Rs—1R/S~1) y (“I_-PR's— 1)

auf. Es ist aber bei beliebigem (M)

N( M) ( +Rs—1Rs) (—R.?MIR Is—l) + N(M) (_‘RsAiRs) (—‘Rs—lR Is——l) +
+ Nemy—r, R )—R,_R) T Nopy+r, R, )+
+ Nowjr,_R) + Nnd-r,_ RY—R, R)= (%2)

= Nemy—r, &, p+Non—r, k)t Naner,_r,_pT

s—1

. + IV(M)(_'-RIS—IRS) 5 2 . AT(M).

Dieses Npy muss demnach null sein, sobald simtliche Farben-
invarianten, deren Summe zur Bildung dieses Nuy laut (92) er-
forderlich war, verschwinden. Man erkennt auf diesem Wege
die Moglichkeit durch geeignete Zusammenfassung der Glieder
in 8 zu solchen Farbeninvarianten zu gelangen, die an keines
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der Paare (R,_1R’,.), (R's R,), (B;..R,) explizite gebunden
sind. M. a. W., simtliche auf diese letztgenannten Paare
beziiglichen Bedingungen diirfen fortgelassen werden, — die
Farbeninvarianten verschwinden dann immer noch. Diese
verbleibenden ,reduzierten“ Farbeninvarianten sind nur noch
an die Forderungen (£) und auf die Indizes z, y, . . von (88)
beziigliche Forderungen vom Typus (X), (¥), . . (X), (), . . (§9)

gebunden, und eine einfache Uberlegung fiihrt zur Erkenntnis, dass
simtliche in (78) geforderten Kombinationen in den Bedingungen
wirklich auftreten. Aus S=0 folgt demnach das Bedingungs-
system:

i -1

(EXxy).. =Y

i—1
Newmyexox).. =0
—1

Nemexoyy.. =0 49

..........

An (93) kniipfen sich nun folgende Betrachtungen:

Sollte in () ein Widerspruch vorhanden sein, wodurch dann
das Verschwinden der Farbeninvarianten (98) erklirlich wird, so
hat man 3 Annahmen zu unterscheiden :

I. (+RR)(—R'R’) kénnte im Residuum einen Widerspruch
zeigen. Dieser Widerspruch besteht dann notwendigerweise auch
schon im Gesamtnetz ¢-ter Ordnung.

II. (+RRB)(— R'R')(+ Re-1Ra)(-+Ro—1Ry) . . . kinnte im
Residuum Widerspriiche zeigen. Wegen 9, =0, %, =0, .. ist
dann jedenfalls fiir diesen Gitterpunkt (§) im Gesamtnetz ¥, = F,,
Fry=F, ..., dann folgt aber B.1,=R,., B,_1=R,,...ausden
Forderungen (4-Fa 1Rui) (-+FoRo)(+Fr 1Ry o) (+FoR) ... Der
Widerspruch (+RR)(—R'BR')(+Ro-1R.)(+ERi1R) ... ist deshalb
schon im Gesamtnetz in den Forderungen (+RR)(—R'E)+FF)
(F'R)(—F'F') implizite enthalten.

. Aus (+-BRE)(+4RorB)(+Ep—1 ) . . . kbnnte im Resi-
doum (4+R..R,) oder (+R._ R i) oder (R’,_.E;) folgen.

3
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Dieselbe Folgerung miisste sich dann im Gesamtnetz aus
(--RE)( F FR)+FF)(—F'F) ableiten lassen. Aus (+FRE) und
(-+R. I2.)ergibt sich dann (-}-F,_F), was unmdéglich ist, dan, =1
(vgl. § 7). Aus (+FR) und (-}-Bu_1R'm_1) bei §u_y =0, also
Fopa=Fyu 1, folgt (4-F'w-1 R'w_1), was doch der im Gesamt-
netz gestellten Forderung (—F'm_1R'm_1) widerspricht. Dieselbe
[Folgerung erhilt man aus der Voraussetzung (+R',—1 R,).

Damit ist erwiesen, dass ein Widerspruch in (Z) allemal
auch, einen Widerspruch in den fiir das Gesamtnetz ¢-ter Ordnung
gestellten Bedingungen (64) bedeutet.

Es sei nun die Widerspruchslosigkeit von (E) vorausgesetzt.
Die positiven Forderungen der Auslese (E) kénnten eventuell
(£ s Boy) oder (4R R,) usw. notwendig bedingen. Es
dirften in der Indexreihe =z, y, .. auch solche Werte z vor-
kommen, [iir welche sowohl die Paare (R._iR’. ), als auch die
Paare (R'._ R.) von (E) unabhingig sind. Nun ist in (93).
sicherlich u. a. die Forderung

i -1

Neixycy) .. (+B,_ BB, R, _)(—R, R)..=0 b
enthalten, wo (X), (Y), . . gerade die von (E) abhingigen
Paare bedeuten. Da diese (X), (¥), .. dann nicht explizite ge-
nannt zu werden brauchen, so reduziert sich (94) auf

1
Newyr,_ R y(—R, B, )(~R, R,).. =0 (95)
Wir wollen zeigen, dass dies unerfiillbar ist, und verfahren zu
diesem Zweck folgendermassen :

Schaltet man auf dem Rande des Residuums das Stiick
B PR, aus, so gehort zu jedem Knotenpaar des {ibriggebliebenen
Randstiickes ein eindeutig bestimmter Bogen. Besteht dieser
Bogen aus » Einzelfiden, so sagen wir, dem Knotenpaar ent-
spreche die Distanz ». Ist auf dem Bogen (4B) eine Auslese
ausgezeichneter Paare (RR) getroffen, so soll unter der redu-
zierten Distanz von (4B) die Anzahl nur derjenigen
Faden verstanden werden, die nicht zugleich einem Bogen (RR)
angehoren. Ist (Z) eine beliebige, den Knoten P nicht enthaltende
Auslese auf dem Residuumrand, so entspricht jedem Paar dieser
Auslese eindeutig seine zugehorige reduzierte Distanz. Man
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erkennt in dieser Begriffsbildung sofort eine Ubertragung des
Begriffs der reduzierten Maschenzahl vom Ficher auf
das Residuum.

Eine einfache Uberlegung {iberzeugt von der Richtigkeit
des Satzes:

Eine positive Auslese () auf dem Resi-
duum zeigt dort dann und nur dann einen
Widerspruch, wenn mindestens cinem ihrer
Paare die reduzierte Distanz 1t zukommt.

Auf Grund dieses Satzes zeigt sich sofort, dass die positiven
Forderungen aus (E) zusammen mit den Forderungen (-}£._.)..
keinen Widerspruch erzeugen kionnen, sclange (E£) widerspruchsfrei
ist. Ks ist ndmlich die reduzierte Distanz der Paare (£._ ;) jedes-
mal mindestens gleich 2, da widrigenfalls entweder (4-£._1 £"._))
oder (+R'._1R.) eine logische Folge von (&) wire, was der De-
finition der z widerspricht. Hierbei ist der Bogen (R. 1R.) sicher
kein Teil eines Bogens (RE) oder (£,_1R.), (Ry—1Ry), . ., denn sonst
wiirde auf dem Gesamtnetz ein Paar (FR) von einem Paare
(RR) getrennt werden. Daraus folgt aber, dass die Hinzufligung
der Paare (R._,R;) zu den (E) keine der {frither bestimmten
reduzierten Distanzen dieser Paare (Z) #ndert; die reduzierte
Distanz 1 kann demnach in der Auslese, die aus den positiven
Forderungen der (E) und den Forderungen (-+R. ,R.) besteht,
nicht auftreten, — ein Widerspruch im Residuum ist also nicht
vorhanden. '

Versteht man unter einer Bogenkette eine Reihe der-
artiger Randbogen, dass der Anfangsknoten des néchstfolgenden
stets mit dem Endknoten des n#chstvorhergehenden identisch
ist, unter der Resultante einer solchen Bogenkette den Bogen,
der im Anfang des ersten Bogens beginnt und im Ende des
letzten Bogens endet, so gilt, wic man leicht einsieht, der Satz:

Jedes von einer positiven Auslese (Z) ab-
hdangige Paar ergibt eine Resultante einer
in (Z) enthaltenen Bogenkette.

Die aus den positiven Paaren von (Z) bestehende Auslese
definiert einen Bogenkomplex, der in den Intervallen K. ,R’._,
und R’..R, allemal Liicken aufweist, denn sonst wire
(-+R.—1R'.—1) resp. (--R’._,R.;) eine logische IFolge von (E). lis
ist also nicht moglich, von R..; resp. R, mittels einer durch
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positive Paare von (E) bestimmten Bogenkette zu E',_; zu gelangen.
Daran kann auch die Hinzunahme neuer Bogen (B, 1R, zu den
fritheren (E) nichts dndern, da durch diese neuen Bogen bloss
ein Ubergang von den R, ; zu den R, oder umgekehrt vermittelt
wird. Dies besagt aber, dass (R.—1R'.—:) resp. (R.—;R,) nie als
Resultante einer Bogenkette der Auslese () (+R,_.R.) . . auftritt,
d.h, (R.R'.;) und (R',1R.) sind von (E) (+R._,R.) .. unab-
hingig. Aber auch die Paare (R._ 1R, .., (Baa1 B'uoy), . .
By \R,)) .. sind von (E) (+R.-R.) .. unabhiingig. Sucht man
niamlich etwa eine von R...: zu R, fiihrende Bogenkette, so kann
die alleinige Benutzung von positiven Bégen (&) nicht zum Ziele
tithren, weil sonst, gegen die Voraussetzung, (E) einen Wider-
spruch enthalten wiirde. Sollte nun die Hinzunahme eines
(B.-1R;) notwendig sein, so muss der Bogen (R,_.R. in der
fraglichen Bogenkette doch einmal vorkommen, und es darf an-
genommen werden, dass dies auch nur einmal geschieht, da
bei etwa vorliegenden Wiederholungen die zwischenliegenden
Kettenglieder zu schon benutzten Knoten zuriickfithren und des-
halb ausgeschaltet werden kénnen. Es miisste somit eine Kette in
(£) etwa von R, zu R,_, und zugleich eine Kette in (E) von R,
zu R, fithren. Dies ist unmoglich, weil einerseits die Bogen
(By_1R.), (R.R;) fddenfremd sind, d. h. kein gemeinsames Stiick
aufweisen, und andererseits (R. 1 R;) von Bégen (¥) nicht liickenlos
iiberdeckt wird. Durch vollstindige Induktion zeigt sich, dass
auch die Hinzunahme sdmtlicher (R...E;) an der Sachlage
nichts dndert. Derselbe Schluss gilt fiir die Paare (Buw—1R'm—1), - .,
(R,P—IRP)> .

Damit wire erwiesen, dass die Forderung (95) bei wider-
spruchsfreiem (Z) nicht befriedigt werden kann. Ein Wider-
spruch in (%) bedeutet aber Widerspriiche im Gesamtnetz, —
somit ist der allgemeine Vierfarbensatz im Netz ¢-ter Ordnung
{iir die behandelten speziellen Auslesetypen richtig.

Die Verwendung des Begriffs der Bogenkette veranschaulicht
den Gedankengang des Beweises, kénnte aber durch formalere
Behandlung des Problems auch vermieden werden.

11. Ausblicke.

Der in den 8§ 9, 10 entwickelte Beweisgang ist prinzi-
piell verallgemeinerungsfihig. Hierbei zeigen sich jedoch fiir
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r>1 (§ 8) in einigen sehr speziellen Fillen Komplikationen, die
im wesentlichen darin bestehen, dass die Entfernung negativer
Glieder fiir einige Fundamentalwerte ausschliesslich mit Hilfe
der bisher verwendeten Prinzipien nicht immer gelingen will.
Gestattet man Zweifel an der Richligkeit des Vierfarbensatzes,
so kann man hierin Fingerzeige sehen, wie Netze zu konstruie-
ren sind, die dem Vierfarbensatz nicht Iolge leisten; eine
Kontrolle ist fiir jedes vorliegende Netz auf Grund der Vierfarben-
formel durchfiihrbar. Sieht man aber in der Zwangsliufigkeit
der Beweisfiihrung der definit erledigten Fille eine, allerdings
gefiithlsmiissige, Gewithr fiir die allgemeine Giilligkeit des Salzes,
so wird man suchen eine direkte Entscheidung eventuell mit
Hilfe bisher unbenutzter Kunsigriffe zu erzwingen Als cin
solcher Kunstgriff bielet sich das Prinzip

N (2)(— A B)— AC)—ADY—AF)(— BE)(— BD)(—RE)—CDY(—CR)Y—DFy == () (116)

dar, welches rein arithmetischer Natur ist. Es besagt nimlich,
dass 4 Farben nicht geniligen, um 5 Knotlen so zu firben, dass
jedes Knotenpaar verschieden geférbt erscheint, m. a. W., dass
die Kardinalzahlen 4 und 5 von verschiedener Michtigkeit sind.
Das Prinzip (96) steht nicht im Widerspruch zu dem allgemeinen
Vierfarbensatz, wie es auf den ersten Blick scheinen konnte, weil
in (96) sich gegenseitig trennende Paare notwendigerweise
auftreten, withrend der allgemeine Vierfarbensatz sich ausschliess-
lich auf Auslesen bezieht. Es gelingt tatsiichlich die wider-
strebenden Fundamentalwerte mit Hilfe von (96) als Summen
nicht-negativer Glieder darzustellen. In einigen, wieder spezia-
lisierten Fillen sind dann aber die Bedingungen in den eine untere
Schranke des Fundamentalwertes bildenden Farbeninvarianten
keine Auslesen mehr, wodurch die direkte Anwendung der Vier-
farbenformel ausgeschaltet wird. Nimmt man dann Transforma-
tionen vor, die zu Auslesen zuriickfithren, so wird man gezwungen
u. a. das folgende Theorem als richtig anzuerkennen:

Besitzt ein Normalnetz genau r Randknoten
A, 4y, .. ., 4y, 50 ist

(4—) N_l"ZA'(—{-AiAj)_EN(‘f‘A;AjAk) +
+2N(+AiAjAkAl)— cene > 0.
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Hier bedeutet (+4:4;4; .. .) die Forderung Ai=4;=Ay=....;
die Summation ist iiber alle denkbaren Kombinationen der Indizes
i, J, k, . . . zu erstrecken.

Der Vierfarbensatz ist in diesem Theorem als Spezialfall
r = 3 enthalten; andererseits ist das Theorem selbst ein Spezial-
fall eines noch allgemeineren Satzes, {iber den ein anderes Mal
berichtet werden soll.

Die verwickelte Natur des Vierfarbenproblems wird jeden-
falls durch die komplizierte arithmetische Relation (97) ins
rechte Licht gerlickt: die Méglichkeit einer Entscheidung auf Grund
bisher iibersehener einfacher geometrischer Erwiagungen ist hochst
unwahrscheinlich. Noch mehr: es ist denkbar, dass der Vier-
farbensatz einer unendlichen Gruppe sich  gegenseitig bedingen-
der, von bewiesenen topologischen Sitzen aber
unabhingiger Sitze gleichwertig ist. Die auf Uberlieferung
und Gewshnung gestiitzten Anschauungen {iiber die Grund-
lagen der Arithmetik der ganzen Zahlen miissten
in diesem Falle sorgfiltig revidiert werden.



