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1. Fragestellung *). 

Der geläufige Aufbau des Begriffs der reellen Zahl benutzt 
als Grundlage die Idee der Q u a n t i t ä t , wobei dann die R e c h e n -
o p e r a t i o n e n gleich zu Beginn als leitende Gedankengänge 
auftreten1). Dem steht gleichwertig eine andere Auffassungs-
weise gegenüber, bei welcher die Idee der I i n e a r e n A n o r d n u n g 
als Ausgangspunkt der Betrachtungen dient, die reellen Zahlen 
als reine O r t s s y m b o l e eingeführt werden, während das Rech-
nen (die Metrik) erst später, und zwar in sehr allgemeiner Ge-
stalt, als abgeleitete Gedankenbildung hinzukommt. Diese zweit-
genannte Behandlungsweise läuft auf eine Entwicklung des Zahl-
begriffs aus t o p o l o g i s c h e n Grundlagen hinaus. Sollen hier-
bei Spekulationen metaphysischen Charakters vermieden werden, 
so hat man noch die Wahl zwischen zwei Wegen: 

1) Man könnte einen a b s o l u t begründeten Zahlbegriff auf-
zubauen trachten, indem man jeden nötigen Hilfsbegriff formal-
axiomatisch einführt. Es ist ein Grundproblem der Axiomatik 
zu entscheiden, ob diese Darstellungsart streng konsequent durch-
führbar ist. 

2) Man kann sich mit einer r e l a t i v e n Begründung be-
gnügen, indem man einen Komplex von Begriffen vorwiegend 
l o g i s ch e r Natur („Element", „Menge", „Identität", „Verschie-
denheit", „Korrespondenz", „Widerspruch" u. a.) als dem In-
halt nach intuitiv gegeben ansieht; die axiomatische Unter-

*) Die vorliegende Arbeit bildet mit geringfügigen Änderungen eine ge-
kürzte Wiedergabe des Inhalts der Doktorschrift des Verfassers: „Der lineare 
Raum als topologische Grundlage des Zahlbegriffs" (verteidigt vor der Mathem.-
Naturwissensch. Fakultät der Univ. Tartu am 27. November 1926). Die hier 
unterdrückten Beweise sind in den handschriftlichen Exemplaren der Disser-
tation grösstenteils vollständig ausgeführt. 

1) So z. B. bei der Definition der Irrationalzahlen mittels Cantor'scher 
Fumlamentalreihen, wo der Begriff der D i f f e r e n z wesentlich notwendig ist. 

1* 
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suchung hat dann erst bei der Bildung eigentlich m a t h e m a -
t i s c h e r Begriffe einzusetzen. 

Hier soll der zweite Weg beschritten werden. Dass Vor-
sicht geboten ist, bzw. dass den Resultaten dann nur eine b e -
d i n g t e , wahrscheinlich aber auch zu enge Gültigkeit zukommt, 
ist evident. Meines Wissens existiert zur Zeit kein unanfechtbar 
absolut begründetes mathematisches System2). 

Aus naheliegenden Gründen soll der Sprachgebrauch sich 
an die Geometrie anlehnen, indem z. B. „Punkt" und „Strecke" 
statt „reelle Zahl" und „Intervall" Verwendung findet. 

2. Einführung1 der natürlichen Zahlen. 

Zur Vorbereitung der ferneren Entwickelungen bedarf man 
der Begriffe „endlich", „abzählbar-unendlich", „nichtabzählbar-
unendlich". Das hierzu gangbare Verfahren soll kurz angedeu-
tet werden3). 

Man konstatiert zunächst die E x i s t e n z solcher M e n -
g e n , w o j e d e s E l e m e n t das n ä c h s t f o l g e n d e b e s t i m m t 
(intuitiv gegebene Grundbegriffe sind in diesem Satz durch ge-
sperrten Druck gekennzeichnet). Beispiel — die Menge der S t e l -
l e n z e i c h e n 4 ) 

1, 2, 3, . . n, n-f 1, w+2, . . . (1) 

Solche Mengen mögen F o l g e n heissen. 

Aus einer Folge f werde ein Element a t herausgegriffen. 
Ist das ci1 nächstfolgende Element a2

 v o n ai v e r s c h i e d e n , 
so bildet die aus ax und a2 bestehende Menge T% einen e c h t e n 
oder u n e c h t e n T e i l von f , je nachdem in f noch von 

2) D. H i 1 b e r t 's Untersuchungen in dieser Richtung — „Üb. d. Gründl, 
d. Logik u. Arithmetik", Verh. d. III. Math. Kongr. (1904), S. 174, „Neubegr. d. 
Math.", Abh. Hamburg. Sem. 1 (1922), S. 157, „D. logisch. Gründl, d. Math.", 
Math. Ann. 88 (1922), S. 151, „Üb. d. Unendliche", Math. Ann. 95 (1925), S. 161, 
„D. Gründl, d. Mathem.", Abh. Hamburg. Sem. 6 (1928), S. 65, — sind Entwürfe, 
die erst nach tatsächlicher Ausführung streng gewertet werden können; bei der 
Bewertung dürfte aber die Verschiedenheit der Mentalität bei den «Kritikern 
eine wesentliche Rolle spielen. 

3) Die verwendeten Axiome A — E sind inhaltlich dem System von 
0. P e a n o („Sul concetto di numero", Riv. Mat. 1, 1891) entlehnt. 

4) Vgl. 0. H o l d e r , „Die mathematische Methode" (1924), S. 161. 



A XV. 5 Topologische Grundlagen des ZahlbegrifFs 5 

U1, a2 verschiedene Elemente vorhanden sind oder nicht. Wir 
sagen, die mit Ct1 begonnene Z ä h l u n g von F b r e c h e bei a2 

ab, sofern das a2 nächstfolgende Element von F zu T% gehört; 
widrigenfalls nennen wir diese Zählung über a2 hinaus f o r t s e t z -
b a r . Ist im letzteren Falle a3 das a.2 nächstfolgende Element, 
so kann die, von T% verschiedene, Teilmenge Ttx von F gebildet 
werden, die aus ax, a2, as besteht, und es lässt sich nach analo-
gen Prinzipien unterscheiden, ob die Zählung von F bei a3 ab-
bricht, oder aber über a3 hinaus fortsetzbar ist. 

Bei der geschilderten Zählung spielen die Stellenzeichen (1) 
eine wesentliche Rolle. Diese Stellenzeichen bilden eine Folge 
von speziellem Typus, nämlich die n a t ü r l i c h e Z a h l e n -
r e i h e ; wir bezeichnen letztere mit N und nennen ihre Elemente 
auch O r d n u n g s z a h l e n (letztere werden also durch die Stel-
lenzeichen r e p r ä s e n t i e r t ) . Für die Ordnungszahlen gellen 
folgende Axiome: 

A. I s t n e i n e O r d n u n g s z a h l , n-J-1 d i e i h r 
n ä c h s t f o l g e n d e , s o i s t n v o n n-\-1 v e r s c h i e d e n . 

B. I s t d i e O r d n u n g s z a h l n v o n d e r O r d n u n g s -
z a h l m v e r s c h i e d e n , so i s t a u c h n - f 1 v o n m-j -1 
v e r s c h i e d e n . 

c. J e d e v o n 1 v e r s c h i e d e n e O r d n u n g s z a h l 
n-\-1 b e s t i m m t d i e O r d n u n g s z a h l n, zu d e r n - j - l 
d i e n ä c h s t f o l g e n d e i s t . 

Wir nennen dann n die der Ordnungszahl n-{-1 n ä c h s t -
v o r h e r g e h e n d e Ordnungszahl. 

D. Z u d e r O r d n u n g s z a h l 1 g e h ö r t k e i n e 
n ä c h s t v o r h e r g e h e n d e . 

E. B e z i e h t s i c h e i n e A u s s a g e A (n) a u f d i e 
O r d n u n g s z a h l w, i s t d a b e i A( I ) e i n e r i c h t i g e A u s -
s a g e , f e r n e r A (n-\-1) e i n e r i c h t i g e A u s s a g e , s o -
b a l d A (n) r i c h t i g i s t , s o i s t d i e A u s s a g e A (x) 
r i c h t i g , s o b a l d x i r g e n d e i n e O r d n u n g s z a h l be -
d e u t e t . 

Das Axiom E bildet das Prinzip der v o l l s t ä n d i g e n 
I n d u k t i o n (v. I.), welches eine fundamentale Gruppe „rich-
tiger" Aussagen erzeugt. 

Aus den zitierten Axiomen ergeben sich die Folgerungen: 
Zu v e r s c h i e d e n e n O r d n u n g s z a h l e n g e h ö r e n 

v e r s c h i e d e n e n ä c h s t v o r h e r g e h e n d e . 
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B e g i n n t e i n e Z ä h l u n g v o n N m i t d e r O r d -
n u n g s z a h l l, s o e x i s t i e r t k e i n e O r d n u n g s z a h l , 
b e i d e r d i e s e Z ä h l u n g a b b r e c h e n k ö n n t e . 

Bei einer solchen Zählung von N hat man sukzessive Teil-
mengen Tn zu bilden, die aus den „schon gezählten" Ordnungs-
zahlen bestehen. Jede solche Teilmenge T l soll für sich, als 
Element neuer Art aufgefasst, eine K a r d i n a l z a h l heissen 
und zur Vereinfachung mit Ten symbolisiert werden. Die M e n g e 
der K a r d i n a l z a h l e n bezeichnen wir mit K. 

Aus der Bildungsweise der Kardinalzahlen ist ersichtlich, 
dass eine Ordnungszahl m in Tcn+1 eingeht, sobald m in Tcn ein-
geht. Durch v. I. folgt, dass 1 in jeder Kardinalzahl enthalten ist. 

Lässt sich eine Kardinalzahl Tcn angeben, die eine Ordnungs-
zahl in enthält, eine andere Ordnungszahl p aber nicht enthält, 
so sagt man, m sei k l e i n e r als p (m<^p), oder, damit gleich-
bedeutend, p sei g r ö s s e r als m (p^>m). Es ist demnach L 
kleiner als jede von 1 verschiedene Ordnungszahl. Durch v. I. 
erkennt man, dass m<Cp, p<Cm nicht gleichzeitig richtige Aus-
sagen sein können. Durch nochmalige Anwendung der v. I. er-
gibt sich dann für voneinander verschiedene m, p notwendig 
entweder m<Cp, oder p<Cm; tertium non datur. Ist daher m<Zp 
falsch, desgleichen p<Cm falsch, so muss m mit p identisch sein, 
was m =p, oder p = m geschrieben werden mag. 

Als weitere Konsequenz ergibt sich hieraus nun w - f - i > n . 
Ferner erkennt man die Existenz der Kardinalzahl Jcn für jede 
Ordnungszahl n. Diese Kardinalzahl Tcn enthält ausser n nur 
noch jede Ordnungszahl, die kleiner ist als n. Als weitere 
Folgerung fliesst die T r a n s i t i v i t ä t der Grössenbeziehung, 
d. h. der Satz: 

A u s m<in, n<Cp, f o l g t m<ip. 

Ordnungszahlen, die kleiner sind als n, heissen n vorherge-
hende Ordnungszahlen; Ordnungszahlen, die grösser sind als n, 
heissen auf n folgende Ordnungszahlen. „Nächstvorhergehend" und 
„nächstfolgend" sind Spezialfälle dieser allgemeineren Begriffs-
bildungen. 

Zwischen den Mengen N und K besteht eine K o r r e -
s p o n d e n z (eineindeutige Abbildung), die durch die wechselsei-
tige Zuordnung der Ordnungszahl n aus N zur Kardinalzahl kn 

aus K vermittelt wird. Diese Korrespondenz gestattet u. a. eine 
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Übertragung der Grössenanordnung auch auf die Kardinalzahlen 
(kn sobald n < m ) und glättet überhaupt die aus den Defini-
tionen resultierenden Unterschiede zwischen den Mengen N und 
K ; man spricht daher gewöhnlich von n a t ü r l i c h e n Z a h l e n 
schlechtweg, ohne genaue Angabe, ob Ordnungs- oder Kardinal-
zahlen gemeint sind. In entsprechend abgeänderter Gestalt be-
halten die Axiome A—E auch für Kardinalzahlen ihre Gültigkeit. 

I s t h n C l m , so erweist sich die Menge Ten als ein echter Teil 
der Menge Tem. Dieses Kriterium könnte auch zur unabhängigen 
Definition der Grössenanordnung in K dienen. 

Ist bei der Zählung einer beliebig gegebenen Folge F die 
Teilmenge gebildet, so sagen wir, diese Zählung sei bis zur 
Ordnungszahl n durchgeführt und Ten sei die A n z a h l der ge-
zählten Elemente von F. Der Zählungsprozess definiert dann 

eine Korrespondenz zwischen den Mengen Tn und Jcn, wobei % 
der Ordnungszahl 1 entspricht. Um diese Korrespondenz expli-
zite anzugeben, schreibt man ap für das der Ordnungszahl p zu-
geordnete Element von F. Ist die Zählung von F bis zur Ord-
nungszahl n durchgeführt, dabei p<Cn, so ist die Zählung sicher 

über Cip hinaus fortsetzbar. Sollte T*' mit F identisch sein, so 
bricht die Zählung notwendig bei an ab. Genügt hierbei F noch 
der Forderung, dass zu verschiedenen Elementen stets auch 
v e r s c h i e d e n e nächstfolgende gehören, so bezeichnen wir 
diese Folge als einen e n d l i c h e n Z y k l u s , symbolisch Zn. 
Für einen endlichen Zyklus Zn heisst Tcn auch die A n z a h l d e r 
E l e m e n t e d e s Z y k l u s . Es gilt der Fundamentalsatz: 

E i n e n d l i c h e r Z y k l u s Zn e r w e i s t s i c h a l s 
s o l c h e r , u n a b h ä n g i g v o n d e r W a h l d e s A n -
f a n g s e l e m e n t s At1; a u c h d i e A n z a h l Tcn d e r E l e -
m e n t e d e s Z y k l u s i s t v o n d e r s p e z i e l l e n 
W a h l v o n ax u n a b h ä n g i g . 

Um die Richtigkeit dieses Satzes einzusehen, hat man sich 
zunächst davon zu überzeugen, dass ax das an nächstfolgende 
Element von Zn ist. Hierauf konstatiert man, dass eine Korres-
pondenz zwischen den Elementen von Zn und Tcn auch dann ent-
steht, wenn man der Ordnungszahl t das Element at+i zuordnet 
(unter a„+i ist hierbei % zu verstehen); der nächstfolgenden 
Ordnungszahl entspricht in der neuen Korrespondenz stets wie-
der das nächstfolgende Element. Diese neue Korrespondenz er-
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weist sich deshalb einer mit a2 beginnenden Zählung von Zn  

gleichbedeutend, wobei Tn mit Zn identisch wird. Nimmt man 
ax statt a l5 so bedeutet dies: 

„Erweist sich Zn als endlicher Zyklus von der Anzahl 
Jcn, sobald die Zählung mit dem Element ax beginnt, wo 
x C n - j - i , so gilt dasselbe auch dann, wenn die Zählung 
beim Element ax+1, x + l<in-\-l, begonnen wird". 

Durch v. I. folgt hieraus der obengenannte Fundamentalsatz. 
Wir sagen, das Element ap sei aus einem Zn „ohne Störung 

der Anordnung" entfernt, wenn in der Restmenge Z'n im allge-
meinen die frühere Aufeinanderfolge der Elemente gilt, dem -ap 

nächstvorhergehenden Element ap_i aber das ap nächstfolgende 
Element ap+1 als nächstfolgendes zugeordnet ist. Versteht man 
unter n—1 die n nächstvorhergehende Ordnungszahl, so hat 
man den Satz: 

W i r d a u s e i n e m e n d l i c h e n Z y k l u s Zn e i n 
b e l i e b i g e s E l e m e n t ap o h n e S t ö r u n g d e r A n -
o r d n u n g e n t f e r n t , so v e r b l e i b t a l s R e s t m e n g e 
e i n e n d l i c h e r Z y k l u s Zn-1. 

Man erkennt die Richtigkeit dieser Behauptung, wenn man 
die Zählung der Restmenge mit dem Element ap+1 (p<Cn) resp. 
ax (p = n) beginnt. 

Hierauf stützt sich dann der Beweis des Satzes: 

B e s t e h t z w i s c h e n d e n e n d l i c h e n Z y k l e n 
Zn u n d Zm e i n e K o r r e s p o n d e n z , s o i s t n m i t m 
i d e n t i s c h , d. h. d i e s e Z y k l e n b e s i t z e n e i n 
u n d d i e s e l b e A n z a h l v o n E l e m e n t e n . 

Es ist zunächst direkt ersichtlich, dass zwischen einem 
Z1 und einem Zn bei n^> 1 keine Korrespondenz besteht. Wird 
nun bei fixiertem m angenommen/ dass zwischen Zm und Zrt  

keine Korrespondenz bestehe, solange m von n verschieden ist, so 
gilt dasselbe für Zm+1 und Zn, solange m-\-1 sich von n unter-
scheidet. Sollte nämlich im letztgenannten Falle doch eine Korre-
spondenz bestehen, wobei etwa das Element a aus Zm+1 dem Ele-
ment b aus Zn entspricht, so verbleibt nach Entfernung von a 
und b ohne Störung der Anordnung aus Zm+1 und Zn, eine Korre-
spondenz zwischen einem Zm und einem Zn-1, was der Annahme 
widerspricht, da m von n — 1 verschieden sein muss, sobald 
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m -J-1 von n verschieden ist. Der zu beweisende Satz ergibt 
sich somit durch v. I. 

Ist es möglich, eine Korrespondenz zwischen einer gegebe-
nen Menge E und einer Kardinalzahl Ten herzustellen, so ist es 
auch möglich, E in einen endlichen Zyklus Zn umzuformen, denn 
die erwähnte Korrespondenz vermittelt ja für E die Umwandlung 
in eine Folge. Jede Menge E dieser Art heisst eine e n d l i c h e 
M e n g e , Ten ist die A n z a h l der E l e m e n t e v o n E. Der 
vorige Satz liefert direkt das Sc h r o e d er'sche Prinzip5): 

D i e A n z a h l Tcn d e r E l e m e n t e e i n e r e n d -
l i c h e n M e n g e E i s t u n a b h ä n g i g v o n d e r s p e -
z i e l l e n A r t d e r h e r g e s t e l l t e n K o r r e s p o n d e n z . 

Widrigenfalls würde nämlich E eine Korrespondenz zwischen 
v e r s c h i e d e n e n Kardinalzahlen vermitteln, was nicht angeht, 
da sonst auch zwischen endlichen Zyklen von v e r s c h i e d e -
ne r Elementenanzahl eine Korrespondenz herstellbar wäre. 

Statt von einer „endlichen Menge, bei welcher die Anzahl 
der Elemente Ten beträgt", spricht man gewöhnlich einfacher von 
einer „aus n Elementen bestehenden (endlichen) Menge". Die 
vorliegenden Betrachtungen präzisieren den Sinn, in welchem die 
Zahlwörter „eins", „zwei", „drei", . ., „nu, . . (Lautsymbole der 
natürlichen Zahlen) im weiteren Verwendung finden. 

Durch v. I. wird erkannt: 

J e d e , e c h t e T e i l m e n g e e i n e r e n d l i c h e n 
M e n g e i s t e i n e e n d l i c h e M e n g e v o n k l e i n e -
r e r E l e m e n t e n a n z a h l . 

I s t p<Cn, so b e s i t z t e i n e e n d l i c h e M e n g e , 
d i e a u s n E l e m e n t e n b e s t e h t , T e i l m e n g e n a u s 
p E l e m e n t e n . 

D i e V e r e i n i g u n g e i n e r e n d l i c h e n M e n g e 
e n d l i c h e r M e n g e n l i e f e r t e i n e e n d l i c h e Menge . 

5) Nach 0. H o l d e r (vgl. Anm.4) S. 4, die „Grundtatsache des Anzahlbe-
griffs". H. v. H e l m h o l t z bezeichnet E. S c h r o e d e r als den ersten, „welcher 
erkannt hat, dass hierin ein Problem verborgen ist" (H. v. H e l m h o l t z , 
Philos. Aufsätze, 1887; Wiederabdruck in der Jubiläumssammlung „Schriften 
zur Erkenntnistheorie", 1921, S. 71). Beweisversuch u. a. bei L. Kro n e c k e r , 
J. f. Math. 101 (1887). 
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„Unendliche" Menge bedeutet soviel, wie „Menge, die nicht 
zur Kategorie der endlichen Mengen gehört". Beispiele unendlicher 
Mengen sind N und K. Besteht zwischen einer Menge A und 
der Menge N eine Korrespondenz, so heisst die Menge A a b -
z a h l b a r - unendlichü). Aus dieser Korrespondenz resultiert 
die Möglichkeit A in eine Folge umzuformen. Bezeichnet man 
die Elemente von A in der durch die Korrespondenz vermit-
telten Weise als 

4̂* i t t J (%n-|-ly • • • (^) 

und entfernt darauf das Element a\, wobei als Restmenge Ä ver-
bleiben möge, so besteht doch noch eine Korrespondenz zwischen 
A und Ar, wie ersichtlich wird, wenn man dem Element at aus 
A das Element at+i aus A' zuordnet. Allgemeiner: 

W i r d a u s e i n e r a b z ä h l b a r - u n e n d l i c h e n Menge 
e i n e e n d l i c h e M e n g e e n d l i c h e r M e n g e n e n t -
f e r n t , so v e r b l e i b t e i n e a b z ä h l b a r - u n e n d l i c h e 
R e s t m e n g e . 

Z w i s c h e n e i n e r a b z ä h l b a r - u n e n d l i c h e n 
M e n g e u n d j e d e r i h r e r , u n e n d l i c h e n T e i l m e n -
g e n b e s t e h t e i n e K o r r e s p o n d e n z , d e s g l e i c h e n 
z w i s c h e n j e d e m P a a r a b ž ä h l b a r - u n e n d l i c h e r 
M e n g e n . 

J e d e e n d l i c h e Menge a b z ä h l b a r - u n e n d l i c h e r 
M e n g e n , d e s g l e i c h e n j e d e a b z ä h l b a r - u n e n d -
l i c h e M e n g e a b z ä h l b a r - u n e n d l i c h e r M e n g e n 
i s t a b z ä h l b a r - u n e n d l i c h . 

Eine aus natürlichen Zahlen gebildete Menge ist also ent-
weder endlich oder abzählbar-unendlich (als Teilmenge von N). 
Wichtig ist der Satz: 

E i n e b e l i e b i g g e g e b e n e M e n g e n a t ü r l i c h e r 
Z a h l e n e n t h ä l t s t e t s e i n e k l e i n s t e Z a h l 7 ) . 

Als „kleinste" Zahl ist hier eine solche bezeichnet, die in 
der Menge enthalten, dabei aber kleiner ist, als jede andere 
Zahl aus derselben Menge. Um die Existenz dieser kleinsten 

6) G. C a n t o r , Math. Ann. 17 (1873), S. 355. 
7) Die Menge der natürlichen Zahlen ist also im C a n t o r ' s c h e n Sinne 

„wohlgeordnet" (Math. Ann. 49, S. 207). 
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Zahl nachzuweisen, fixiere man eine in der gegebenen Menge M 
enthaltene natürliche Zahl t und und bilde Tct-x* Gehört keine 
Ordnungszahl aus kt~i zu M, so erweist sich t als die gesuchte 
kleinste Zahl in M. Im anderen Falle erkennt man durch v. I., 
dass die kleinste Zahl von M unter den Ordnungszahlen aus 
h t-\ zu suchen ist und dort tatsächlich existiert. 

Unendliche Mengen, die nicht zur Kategorie der abzählbar-
unendlichen Mengen gehören, sollen hier ohne weitere Unter-
scheidung als n i c h t - a b z ä h l b a r e Mengen angesprochen 
werden. Eine spezielle Art der Konstruktion nicht - abzählbarer 
Mengen führt zum Begriff des Kontinuums (vgl. § 10, 11). 

3. A x i o m e der Anordnung*. 
Als Grundlage der ferneren Betrachtungen dient uns der 

Begriff „ z w i s c h e n " in der durch die H i l b e r t'scshen Axiome 
der Anordnung8) präzisierten Gestalt. Die ersten drei dieser 
Axiome (IIi_3) enthalten Bestimmungen über die Anordnung 
von Punkten e i n e r G e r a d e n , das letzte, II4 (das P a s c h ' s e h e 
Axiom), formuliert eine die E b e n e betreffende Aussage. Die 
„linearen" Axiome IIi_3 sind allein noch nicht ausreichend, um 
die intuitiv geläufige lineare Anordnung der Punkte einer Ge-
raden (doppelpunktfreien offenen Linie) begrifflich vollständig zu 
beschreiben, wohl aber definieren die „Axiome der Verknüpfung" 
I i 8 zusammen mit den Anordnungsaxiomen die Anordnung der 
Elemente des ein-, zwei- und dreidimensionalen Raumes vollständig, 
sobald das „ebene Axiom" II4 zu den linearen Axiomen lli_s hinzu-
gefügt wird. Diese merkwürdige Tatsache dürfte damit zusammen-
hängen, dass das P a s c h ' s c h e Axiom eigentlich mehr aussagt, 
als von einem reinen Anordnungsaxiom gefordert werden sollte 
(es enthält u. a. ja auch eine Stetigkeitsaussage). D. H i l b e r t 
formuliert in einer Fussnote9) die Aufgabe: 

„Es ist wünschenswert ein solches System von unab-
hängigen Axiomen aufzustellen, dass die auf die Anordnung 
der Punkte einer Geraden bezüglichen Axiome diese An-
ordnung vollständig beschreiben". 

8) D. H i l b e r t , „Grundlagen der Geometrie", 5. Aufl. 1922. Inderersten 
Auflage waren 5 Axiome der Anordnung aufgestellt, von denen das vierte von 
E. H. M o o r e (Trans. Am. Math. Soc. 1902) als überflüssig erkannt wurde; 
vgl. Anm. 13). 

9) a. a. O., S. 6, Fussnote. 
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Man darf dies als Forderung ansehen, von dem P a s c h ' s c h e n 
Axiom die in IIi_3 noch nicht enthaltene Aussage über die li-
neare Anordnung explizite abzutrennen. Es soll hier zunächst 
dieses fehlende lineare Anordnungsaxiom als I I / formuliert und 
daraufhin später untersucht werden, welchen Abänderungen das 
P a s c h'sche Axiom nach Abspaltung von II / unterliegt; diese 
letztere Untersuchung ist übrigens für den Aufbau des Zahlbe-
griffs ohne wesentliche Bedeutung. 

' Punkte sollen durch kleine lateinische Buchstaben symbo-
lisiert werden. Wenn von „zwei", „drei" usw. Punkten die Rede 
ist, sollen stets untereinander v e r s c h i e d e n e Punkte damit 
gemeint sein. Als Symbol des Begriffs „zwischen" soll das 
Zeichen \J dienen 10), und zwar soll die Aussage: 

„Der Punkt a liegt zwischen dem Punkt b und dem Punkt c" 

symbolisch a \J bc geschrieben werden. Das umgekehrte Sym-
bol f\ soll die Verneinung „nicht zwischen" bezeichnen (so dass 
V und f\ sich gegenseitig ausschliessen). Die Relation a f\bc 
ist also gleichbedeutend mit der Aussage: 

„Der Punkt a au f d e r G e r a d e n bc liegt nicht zwi-
schen dem Punkt b und dem Punkt c". 

Die drei Axiome IIi_3 lassen sich dann folgendermassen 
schreiben: 

Iii. W e n n b\/ac, so a u c h b\Jca. 
IIa. W e n n a u n d c e i n e r G e r a d e n a n g e h ö r e n , 

so e x i s t i e r t b, so d a s s b\Jac, u n d z u g l e i c h d, so 
dass c\J ad. 

II3. S i n d a, b, c d r e i P u n k t e e i n e r G e r a d e n , 
s o b i l d e t d a s g l e i c h z e i t i g e B e s t e h e n d e r d r e i 
B e z i e h u n g e n a/\bc, b/\ac, cf\ab e i n e n W i d e r s p r u c h , 
d e s g l e i c h e n b i l d e t d a s g l e i c h z e i t i g e B e s t e h e n 
d e r z w e i B e z i e h u n g e n a\Jbc, b\'ac e i n e n W i d e r -
s p r u c h . 

Aus a/\bc, bf\ac folgt also c\Jab\ aus a\Jbc folgt bf\ac. 
Wo nicht ausdrücklich anders erwähnt, beschränken wir 

uns fernerhin auf Punkte ein und derselben Geraden. Es seien 

10) Eine Verwechslung mit den abweichenden Bedeutungerr der Zei-
chen V , A i n ^en verschiedenen Begriffsschriftsystemen kommt hier nicht in 
Frage. 
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a, b zwei fixierte Punkte, x ein dritter veränderlicher Punkt. 
Man hat dann entweder a\Jbx oder af\bx. Im ersteren Falle, sa-
gen wir, x liege, in Bezug auf den Trennungspunkt a, mit b in 
v e r s c h i e d e n e n Bereichen, — symbolisch geschrieben, x ge-
höre zum Bereich T6 (a). Im letzteren Falle sagen wir, x liege, 
in Bezug auf den Trennungspunkt a, in demselben Bereich wie 
b, — symbolisch geschrieben, x gehöre zu Sb (a). Den Punkt b 
selbst zählen wir dabei konsequent zum Bereich Sb(a). Für 
jeden von a verschiedenen Punkt der Geraden is t 'es dann ent-
schieden, welchem der beiden, durch a und b bestimmten Be-
reiche Sh{a), Th(a) er angehört. Die Axiome Hi_3 genügen aber 
nicht zum Nachweis, dass der Bereich Sb{a) mit dem Bereich 
Se(a) übereinstimmt, sobald c dem Bereich Sb (a) entnommen ist. 
Dies wird an folgendem- Anschauungssubstrat ersichtlich, wo-
bei allerdings schon der Begriff der reellen Zahl benutzt ist: 

Die reellen Zahlen mögen in drei Kategorien verteilt sein, 
nämlich in 1) ganze Zahlen, 2) rationale Brüche (von ganzen 
Zahlen verschieden), 3) irrationale Zahlen. Als Symbole verwenden 
wir entsprechend g, r, i. Die Zwischenlage sei so fixiert, dass 
allemal g \J ri, g \J ir bestehe, während in dem Falle, wo im 
Punkttripel mindestens zwei Punkte derselben Kategorie ange-
hören (also zwei Punkte, oder zwei r- Punkte, oder zwei 
i- Punkte auftreten), die Zwischenlage auf „natürliche" Weise 
durch die Grössenanordung gegeben sein möge. Die Forderungen 
Iii—3 sind dann erfüllt. Fixiert mari aber nun die Zahlen a = l, 

b — 2, 0==1/2) d~ IV2, so gehör t o f fenbar c zu Sb(a), d zu Sh{a), 

nicht aber c zu Sd(a), — die Bereiche Sb(a) und Sa{a) sind so-
mit wesentlich verschieden. 

Es soll nun noch das folgende lineare Anordnungsaxiom hin-
zukommen : 

II/. G e h ö r e n a, b, c, d e i n e r G e r a d e n a n , ,und 
g i l t d\J ab, so b e d e u t e t d a s g l e i c h z e i t i g e B e -
s t e h e n d e r z w e i B e z i e h u n g e n d f\ac, d f\bc e i -
n e n W i d e r s p r u c h 1 1 ) . 

Diese Aussage lässt sich als eine spezielle Entartung des 
P a s c h'schen Axioms deuten. Die U n a b h ä n g i g k e i t des Axioms 

11) Bei M. P a s c h , „Vöries, üb. neuere Geometrie" (1882), dienen zur 
Beschreibung der linearen Anordnung 8 „Grundsätze", aus denen sich u. a. das 
Axiom II4' unseres Textes direkt herauslesen lässt. 
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II4' von Iii 3 erhellt aus dem oben angeführten Anschauungsubstrat, 
wo Iii 3 erfüllt sind und doch d \/ ab, d /\ac, d f\bc besteht. Es 
enthält das System der vier Axiome IIi_3, 11/ aber auch keinen 
W i d e r s p r u c h , denn sämtliche vier Axiome zeigen sich er-
füllt, wenn man die Zwischenlage im reellen Zahlenkontinuuni 
für j e d e s Tripel durch die natürliche Grössenfolge bestimmt. 
Am deutlichsten ergibt sich dies auf analytischem Wege, sobald 
man die Definition der Zwischenlage dahin präzisiert, dass für 
die drei ZaWen I1, | 2 , | 3 die Beziehung I1 \J | 2 | 3 zu gelten hat, 
wenn (I1 — I2Kli —13) < 0, dagegen die Beziehung I1 / \ | 2 | 3 , wenn 
(Ii !2KI1 I3) ̂  0« 

4. Der Vierpunktsatz. 

Die Kombination der vier linearen Aussagen IIi-3, II/ 
führt sofort zu einer Verschärfung der in I I / enthaltenen Behaup-
tung. Es ist nämlich nicht möglich, dass die drei Beziehungen 

d\J ab, d\J ac, d\J bc (3) 

alle zugleich richtig sind. Denn wegen II3 darf a\J bc angenom-
men werden, aus (3) folgt a [\ cd, die Anwendung von I I / auf 
das Tripel b, c, d und den vierten Punkt a ergibt daher a\J bd, 
im Widerspruch zu der in (3) enthaltenen Annahme d \J ab. 

Es gilt somit der folgende V i e r p u n k t s a t z : 

Wenn d\J ab, d f\bc, s 0 d\J ac\ 
wenn d\J ab, d\J ac, so d f \ bc ; 
wenn d f\ab, d [\ac, so d f \ bc. 

Dieser Satz fixiert dem Gedächtnis sich leicht einprägende 
Gesetze, nach denen mit den Symbolen \J> f \ zu operieren ist. 

Jetzt wird es.möglich zu zeigen, dass S&(a) mit Sc(a) iden-
tisch (also auch Tb(a) mit Tc(a) identisch) ist, sobald a f\ bc 
besteht, d. h. sobald c dem Bereich Sb(a) entnommen ist. Es 
seien a, b fixiert, also Sb(a), Tb(a) bestimmt. Wegen II2 exi-
stieren c und d der Art, dass a \J bd, c\J ab gilt. Es gehört dann 
offenbar d zu Tb(a), c zu Sb{a), die Punkte c, d sind also sicher 
untereinander verschieden; dabei steht fest, dass diese Punkte 
auch von a, b verschieden sind. Es ist also stets möglich so-
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wohl in Sb(a) als auch in T f t(a) Punkte zu nennen. Es sei ferner 
e ein fünfter Punkt. Liegt er in Sh (a), so hat man 

a f\bc, a\J bd, a f\be, (4) 

also auf Grund des Vierpunktsatzes 

o V de, o \J cd, (5) 

hieraus endlich auf dieselbe Weise 

a /\ce; (6) 

es gehört also e dann sicher auch zu Sc(a). Analog ergibt sich 
im Falle der Zugehörigkeit von e zu Th (a) zwangsläufig die Be-
ziehung a V ce, d. h. e gehört dann auch zu Tc(a). Damit ist 
die Identität von Sh(a) mit Sc{a) und von Tb(a) mit Tc(a) er-
wiesen. 

Die Bereiche S, T sind jeder für sich schon durch die allei-
nige Angabe des Trennungspunktes a gegeben. Besteht a \' bd, 
so erweist sich Tb(a) mit Sd(a) als identisch; jeder der beiden 
Bereiche lässt sich also sowohl als ^-Bereich, als auch als T-Be-
reich ansprechen, — die Unterscheidung ist nur dadurch bedingt, 
ob man eine p o s i t i v e Definition verwendet (einen Punkt b 
nennt, der dem Bereich a n g e h ö r t ) , oder von einer n e g a t i -
v e n Definition ausgeht (einen Punkt d nennt, der dem. Bereich 
n i c h t angehört). 

Die Bereiche 8, T bilden die zwei S e i t e n der Geraden 
in Bezug auf a; man spricht auch wohl von „rechts" und „links" 
bezüglich a. 

Bedeutet P<CQ, dass die Menge P ein e c h t e r Teil der 
Menge Q ist, so kann man schreiben Th(a)<C8a(b), — es ist 
dies eigentlich nur eine Umformung der Aussage II8. Durch 
verschiedene Trennungspunkte erzeugte Bereiche sind daher nie 
identisch. Als weitere Folgerung wird erkannt, dass die Menge 
der Punkte eines Bereiches nicht endlich sein kann: es enthält 
nämlich ein Bereich Sa(b) stets die echte, dabei nicht leere Teil-
menge Tb(a), welch letztere ihrerseits wiederum als ein 8c(a) 
aufgefasst werden darf, worauf die Schlussweise sich wiederho-
len lässt; es existiert mithin sicher ein Punkt X1, der wohl Sa{b), 
nicht aber der Teilmenge 8c(a) angehört; durch v . l . gelangt man 
zu einer abzählbar unendlichen Punktfolge xu x2, x3, . . . , xn, 
xn+1, . . . in Sa{b), welche nicht existieren könnte, wenn Sa{b) eine 
endliche Menge wäre. 
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5. Reihenfolge in einer endliehen Punktmenge* 

Es seien n Punkte auf einer Geraden zu einer endlichen 
Menge Gn zusammengefasst. Dann gilt der Satz: 

F ü r d i e P u n k t e d e r M e n g e u n d d i e 
O r d n u n g s z a h l e n a u s Tcn b e s t e h t e i n e d e r a r t i g e 
K o r r e s p o n d e n z , d a s s i n j e d e m P u n k t t r i p e l 
ap, ch, am aus Gn dann und nur dann ai\J am ap i s t , 
w e n n e n t w e d e r o d e r m<^l<Cp, w o l,m,p 
O r d n u n g s z a h l e n a u s Tcn b e d e u t e n . 

Dieser Satz ist sicher richtig für Gs, wo a2 V ai as angenom-
men werden darf. Es sei die Richtigkeit des Satzes für Gn erkannt 
und eine Gn+x vorgelegt. Man entferne aus dieser Gn+1 zunächst 
einen beliebigen Punkt b, — es verbleibt dann eine Gn, in der 
die Punkte im Einklang mit dem Satz als a t, a2, . . ., an bezeich-
net werden können. Gilt dann im Tripel ax, an, b die Beziehung 
an V ai b, so ordne man b der Ordnungszahl n - j - 1 zu, bezeichne 
also b als an+1, — damit wird für Gn+1 eine Korrespondenz der 
im Satz geforderten Art erhalten. Zum Nachweis braucht man 
nur solche Tripel zu untersuchen, die an+x wirklich enthalten. 
Für ax, •an, an+x besteht, wie erforderlich, an\J axan+x- Für ein 
Tripel ap, an, an+x, wo 1 <ip<Cn, besteht ap\J axan, an\J axan+x, 
— der Vierpunktsatz liefert dann, wie erforderlich, an\J apan+1. 
Für p < q < i n im Tripel ap, aq, an+i ergibt sich aus aq\J apan, 
an V aqan+1 sofort aq V apan+1. Dass bei a : < | / < n - [ - 1 nicht gleich-
zeitig auch ax \J ay a^i oder aw+i \J ax ay bestehen kann, ist eine Folge 
von II3. Damit ist die erste Annahme erledigt. Macht man nun 
die zweite Annahme b\J atan, so lässt sich zunächst die kleinste 
Ordnungszahl x bestimmen, für welche b\J axax gilt; es sei t-j-1 
dieses kleinste x. M a n h a t d a n n b\J atat+1 (für ^ l = 2 ist dies 
direkt ersichtlich, für ^ -{-1 ^>2 folgert man es aus bf\aiat, 
b\J axat+\). Die Bezeichnung der Punkte von Gn+x werde hierauf 
abgeändert: bei y^>t soll jeder früher als ay bezeichnete Punkt 
nunmehr ay+1 heissen; der Punkt b soll at+x benannt werden; 
bei sollen die früheren Bezeichnungen beibehalten werden. 
Damit ist die gesuchte Korrespondenz hergestellt. Zum Nach-
weis darf man sich auf die Untersuchung nur solcher Tripel be-
schränken, die b, also at+x enthalten. In der neuen Notation hat man 
at+ iV at+2, at+x\J axat+2. Für 1 <Cp<Ct folgt wegen ap\jaiat und 
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a*V a i aH-2 zunächst at\JaPat+2, at\Japat+x, hierauf at+x\Jop at+2. 
Ist ferner p < i q < t , also aq\J apat+2, at+x\J oqat+2, so folgt 
aq\J apat+x. Ist p<t, # 2 < m , so folgert man aus at+x \J apat+2, 
a t+2 \J dp om zuerst a t+2 \f om o hierauf a <-i-i \j op om. Ist eno~ 
lieh £ - | - i < I m < 0 , so resultiert aus at+i\J atam , am\J atas die 
Folgerung am\j otjrlos. Damit ist auch die zweite Annahme er-
ledigt. Die letzte Annahme wäre ax \J an b. Man reserviere dann 
für b die Neubezeichnung av und ändere jedes frühere az in «,+1. 
Damit wird die Korrespondenz erhalten. Tatsächlich ist dann 
«2 V a i a H-i u nd» falls 2 < j ) 0 - f - l > wegen ap\J a2an+i auch not-
wendig a2 \Ja x a p ; ist 2<ip<Cq, also OpXJa2Oq, so zeigt sich 
ap V ai aq, wie gefordert war. 

Durch v. I. ergibt sich nun die allgemeine Gültigkeit des 
zu beweisenden Satzes. 

Ist die Korrespondenz zwischen On und kn hergestellt, so 
sagt man, die Punkte ax von On liegen auf der Geraden in der 
durch den Index bestimmten R e i h e n f o l g e . 

Ist t aus Tcn von 1 und von n verschieden, so gilt stets at\Jaxan; 
die beiden ausgezeichneten Punkte «i, an heissen R a n d p u n k t e 
von On, jeder andere Punkt at aus On ist ein i n n e r e r Punkt 
der Menge. Wählt man nach II2 die Punkte p, q gemäss den 
Forderungen 

Ox V pan, an\J qa , (7) 

wobei p, q offenbar untereinander verschieden sein müssen 
und nicht On angehören können, so erweist es sich als zweck-
mässig, die Punkte p, q S c h r a n k e n von On zu nennen, und zwar 
p die auf der Seite au q die auf der Seite an gelegene Schranke. Aus 
(7) folgen die Beziehungen ai\Jpq, a \Jpq. Zieht man noch at\Jaian 

in Betracht, so folgt mit Hilfe von (7) zunächst an\Jatq, hierauf 
at\j aiq\ andererseits zeigt sich ax\Jatp, —mithin gilt at\Jpq. Es 
ist also j e d e r Punkt der Menge On zwischen den Schranken p, 
q gelegen. 

Es bleibt noch zu untersuchen, ob die Punkte einer On in 
v e r s c h i e d e n e n Reihenfolgen gelesen werden können, d. h. 
ob es möglich ist, die erforderliche Korrespondenz für eine fi-
xierte On auf voneinander abweichende Arten herzustellen. 
Es seien ax und bx Symbole zweier verschiedener Reihenfolgen ein 
und derselben Punktmenge On. Da nur zwei Randpunkte existieren, 
so muss der Randpunkt bx entweder mit ax oder mit an identisch 
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sein. Verfolgt man die Annahme S1 = ^ , so ergibt sich durch 
v. I. bs = as für jedes s. Ist nämlich Is = as bei s < m + l richtig, so 
muss bm+i einem ai entsprechen, wo i~>m; sollte f>ra-j-1, am+1—bj, 
also j~>m-f-1 sein, so genügt das Punkttripel bu bj, bm+i der Be-
dingung bm+\\Jb\bj, weshalb für die entsprechenden au am+1, Cii  

notwendig ai\Jaiam+i gelten müsste, worin ein Widerspruch ent-
halten ist. Hieraus folgt, dass bi=an sein muss, wenn die Reihen-
folge der Vx von der Reihenfolge der ax verschieden sein soll. 

Man definiere nun eine Korrespondenz zwischen den Ord-
nungszahlen aus kn und nochmals den Ordnungszahlen aus Jcn auf 
folgende spezielle Weise: von Tcn+i möge unter der Annahme 
tfO-f-1 die echte Teilmenge Jct abgespaltet werden, — es ver-
bleibt dann eine Restmenge R, die sicher endlich ist; die An-
zahl der Elemente von R sei Jcz, und es ist sicher 
In der zu definierenden speziellen Korrespondenz soll nun stets 
der Ordnungszahl t die Ordnungszahl r entsprechen. Wir 
nennen t die zu t k o m p l e m e n t ä r e Zahl aus Jcn. Mit 
Hilfe der Sätze des § 2 lässt sich zeigen, dass umgekehrt t 
die zu T komplementäre Zahl darstellt; die Beziehung ist also 
eine wechselseitige. Für t soll auch das Symbol n-\-1—t Ver-
wendung finden. Die Zahlen 1 und n erweisen sich als wechsel-
seitig komplementär. Wenn die Reihenfolge der bx von der 
Reihenfolge der ax verschieden ist, so bedeutet bx den a-Punkt mit 
komplementärem Index. Durch v. I. zeigt sich mit Hilfe einer 
Betrachtung, die der oben durchgeführten analog ist, dass dann 
auch für jede Ordnungszahl t stets bt den «-Punkt mit komple-
mentärem Index bedeuten rnuss; die Reihenfolge der bx ist also 
durch die Reihenfolge der ax bestimmt. Sucht man aus der Reihen-
folge der bx nach demselben Gesetz eine neue Reihenfolge cx ab-
zuleiten, so folgt aus der Wechselseitigkeit der Komplementarität 
die Identität der Reihenfolge der cx mit der Reihenfolge der ax. 
Es existieren also stets zwei und nur zwei verschiedene Reihen-
folgen für jede On. Diese beiden Reihenfolgen heissen einander 
wechselseitig e n t g e g e n g e s e t z t . 

Die in diesem Paragraphen entwickelten Resultate sind in 
ihrer Gesamtheit dem Satz 5 in D. H i l b e r t ' s „Grundlagen der 
Geometrie" gleichwertig, der dort (fünfte Auflage, S. 6) lautet : 

„Sind irgendeine endliche Anzahl von Punkten einer 
Geraden gegeben, so lassen sich dieselben stets in der 
Weise als a, b, c, dt ei . . . k bezeichnen, dass der mit b 
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bezeichnete Punkt zwischen A einerseits und C, D, E, . . 
K andererseits, ferner C zwischen A, B einerseits und D,E,.. 
K andererseits, sodann D zwischen A, Bf C einerseits und 
E, . . ., K andererseits usw. liegt. Ausser dieser Bezeich-
nungsweise gibt es nur noch die umgekehrte Bezeichnungs-
weise K, . . E, D, C, Bf A, die von der nämlichen Be-
schaffenheit ist". 

Dieser Satz, der von H i l b e r t als für die lineare Anord-
nung charakteristisch gekennzeichnet wird, ist somit eine Folge 
der linearen Anordnungsaxiome I I i _ 3 , I I 4 ' . Der Satz zeigt die 
Möglichkeit einer solchen Bezeichnung von n Punkten einer Ge-
raden, dass die Lagenbeziehung^n direkt aus den Benennungen 
ablesbar werden. Ein ergänzendes Kriterium lautet: 

A u f e i n e r G e r a d e n l i e g e n n P u n k t e ax 

(x = 1, 2 , d a n n u n d n u r d a n n in d e r d u r c h 
d i e I n d i z e s x be s t i m m t e n R e i h e n f o l g e , w e n n 
d i e n—2 B e d i n g u n g e n 

at\] at-iat+i (t = 2,3,4, . . ., n—1) (8) 

e r f ü l l t s i n d . 

Der Beweis erfolgt mit Hilfe des Vierpunktsatzes durch v. I. 

6. Abhängigkeitsbetraehtungen. 

Auf die Unabhängigkeit des Axioms I I 4 ' von den Axiomen I I i _ 5 

ist schon im § 3 hingewiesen. Durch passend gewählte An-
schauungssubstrate lässt sich zeigen, dass Systeme denkbar sind, 
in denen eines der drei Axiome I I i _ 3 falsch wird, während die 
beiden anderen, desgleichen das Axiom II/, gültig bleiben. 

Ein System, wo II1^2, II4
7 richtig sind, II3 aber nicht, 

erhält man einfach durch die Forderung j e d e n Punkt als zwi-
schen j e d e m Punktepaar liegend anzusehen, wTie dies z. B. auf 
einer Kreislinie veranschaulicht werden kann. 

Sucht man ferner ein System, wo II2 nicht gelten soll, so 
könnte man dieses Axiom vor allem in zwei Aussagen spalten, 
die voneinander unabhängig richtig oder falsch sein dürfen: die 
eine fordert die Existenz eines b, für welches b \J ac, die andere 
die Existenz eines d, für das c V ad besteht. Die Folge der 

2* 
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(positiven und negativen) ganzen Zahlen bildet ein System, in 
welchem nur die erste Aussage falsch wird, wenn man die Zwi-
schenlage nach der Grössenanordnung auf natürliche Weise de-
finiert. Die reellen Zahlen eines abgeschlossenen Intervalls (also 
die beiden Randzahlen mit einbegriffen) erfüllen unter derselben 
Voraussetzung nur die Forderung der zweiten Aussage nicht. 
Die Punkte einer endlichen Menge On genügen keiner der bei-
den Aussagen von II2, wohl aber den drei übrigen linearen An-
ordnungsaxiomen. 

Um ein Beispiel zu konstruieren, wo II1 nicht gelten soll, 
muss man vor allem dem Axiom I I / eine die Nichtkommutati-
vität berücksichtigende Fassung geben, etwa die folgende: 

„Das gleichzeitige Bestehen der fünf Bedingungen 
d\J ab, d /\ bc, d f\ cb, d f\ac, d f\ca bildet einen Wider-
spruch". 

In der Menge der rationalen Zahlen r möge nun T1 \J r2 r s 

dann und nur dann gelten, wenn 

entweder r2 < rx < r3, r3 — rx <. T1 — r2, 
oder ^ > ^ > 1 * 3 , T 2 - T l ^ r 1 - V 3 . 

Das Axiom II1 ist dann nicht erfüllt, denn es liegt z. B. der 
Punkt 1 wohl zwischen O und I1Z2, und doch nicht zwischen IV2  

und 0, da 0 « < l < O l / 2 besteht und I V 2 — 1 < 1 — O erfüllt wird, 
IV2—1 > 1—O dagegen nicht. Die übrigen Axiome sind befriedigt. 

Zur Charakteristik der linearen Anordnung ist also jedes 
der vier Axiome II1-S, I I / n o t w e n d i g , die gleichzeitige Gültigkeit 
aller vier h i n r e i c h e n d . Die Forderungen II1-S, I I / sind von-
einander a b s o l u t unabhängig. 

Wird die Betrachtung auf die Ebene ausgedehnt, wobei 
I1-S, II1-S, I I / als gültig angenommen sein mögen, so zeigt die 
P a s c h ' s e h e Forderung, die in der fünften Auflage der „Gründl, 
d. Geom." bei D. H i l b e r t als II4 auftritt12), etwas wesentlich 
Neues, von dem vorigen Unabhängiges. Man erkennt dies so-
fort, sobald man als „Ebene" den d r e i d i m e n s i o n a l e n 
Raum selbst auffasst, Punkt und Gerade dagegen in gewöhn-
lichem Sinne interpretiert; eine Gerade kann dann nämlich eine 
einzige Dreiecksseite schneiden, ohne eine der anderen notwendig 
zu treffen. Es ist aber das System I 1 -^ I I 1 ^ , II/ , II4 kein absolut 

12) In der ersten Auflage als II5 bezeichnet. 
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unabhängiges, weil sich II4' aus den übrigen 7 Axiomen ableiten 
lässt, wie dies inhaltlich von E. H. M o o r e 1 3 ) erkannt worden 
ist. Ein Beweis sei kurz angedeutet: 

Die H i l b e r t 'sehe Formulation des Axioms II4 enthält eine 
unscharfe „Entweder-Oder"-Aussage, die auf zwei wesentlich ver-
schiedene Arten verstanden werden kann. Es genügt aber die 
engere Auffassung, die darauf hinausläuft, dass eine Gerade in 
der Ebene m i n d e s t e n s z w e i Seiten eines Dreiecks schneiden 
muss, sobald sie e i n e Seite schneidet, weil man leicht einsieht, 
dass alle d r e i Seiten nicht gleichzeitig geschnitten werden 
können14). Sollte nämlich die Gerade L das Dreieck abc in 3 
Punkten u, v, w treffen, für die entsprechend u \J bc, v \J ca, w \J ab 
gilt, so darf u \J vw angenommen werden. Dann wäre das 
Dreieck avw von der Geraden bc nur in dem einen Punkt u ge-
troffen, was II4 widerspricht. 

Es sei nun ä\J ab beliebig und ein Dreieck abc konstruiert, 
ferner n ein vierter Punkt auf der Geraden ab. Die Gültigkeit 
von II4' für das Quadrupel a, b, d, n lässt sich dann folgender-
massen nachweisen: 

Annahme 1: n \J ab. Man wähle m\J bc und betrachte die 
Gerade mn. Sie trifft das Dreieck bed in m; schneidet sie nach 
II4 zugleich die Seite bd, so kann dies nur im Punkt n geschehen, 
man hat also n\J bd; wird aber die Seite cd getroffen, so über-
trage man die Betrachtungen auf das Dreieck cda. Es kann in 
letzterem ca nicht getroffen werden, weil sonst im Dreieck abc alle 
drei Seiten von mn geschnitten wären, — notwendigerweise 
existiert daher ein Schnitt mit ad und dieser kann nur n sein, 
d. h. es gilt n \J ad. 

Annahme 2: n\J ad. Wieder wähle man m\J bc und 
betrachte die Gerade mn. Aus der Anwendung von II4 auf das 
Dreieck bed folgt, dass mn eine der Seiten bd, cd treffen muss. 
Bei der ersten Voraussetzung gilt n\J bd; bei der zweiten er-
kennt man aus dem Dreieck aed, dass ac nicht getroffen werden 
kann, — dann zeigt aber das Dreieck abc einen Schnitt der 
Seite ab mit mn, woraus n\J ab folgt. 

Annahme 3: n\J bd. Vertauscht man in der Behandlung 

13) "On the projective axioms of geometry", Trans. Am. Math. Soc., 1902. 
14) Vgl. 0. V e h l e n , "A system of axioms for geometry", Trans. Am. 

Math. Soe., 1904, speziell S. 355—358. 
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der Annahme 2 die Punkte a, b, so ergibt sich entweder n \J ad 
oder n \J ab. 

Damit ist bewiesen, dass n stets zwischen z w e i Punkte-
paaren des Tripels a, b, d gelegen ist, sobald n zwischen e i n e m 
Punktepaar dieses Tripels liegt; dies ist nichts anderes, als die 
Aussage II4 '. 

7. Abtrennung der linearen Aussage vom 
Pasch'schen Axiom. 

Wird für den Augenblick II4' ausgeschaltet, also auf die 
Gerade nur IIi_3 angewandt, so lässt sich, wie dies anlässlich 
des Begriffs der Dreiecksseite implizite schon im vorigen Para-
graphen geschehen, die S t r e c k e ab einer Geraden immer noch 
als Gesamtheit der zwischen a und b gelegenen Punkte definieren. 
Die Punkte einer solchen Strecke zerfallen aber in zwei wesent-
lich verschiedene Kategorien: 

1) Es könnte bei c\J ab eine von ab verschiedene Strecke 
mn geben, die c enthält, wobei zugleich m, n und j e d e r Punkt 
der Strecke mn zu der Strecke ab gehört. Der Punkt c soll dann 
ein o r d i n ä r e r Punkt von ab heissen. 

2) Es könnte der Fall eintreten, dass eine solche Strecke 
mn nachweislich nicht existiert; dann soll c ein i s o l i e r t e r 
Punkt von ab heissen. 

Dass sowohl ordinäre, als auch isolierte Punkte zu gleicher 
Zeit auf ab vorhanden sein können, ersieht man aus dem 
Beispiel: Gerade — die Menge der reellen Zahlen; Zwischen-
lagendefinition — für alle Tripel die natürliche, mit alleiniger 
Ausnahme des Tripels 0, 1, 2, für welches 0 V 12 gelten soll. 
Dann ist I1Z2 ein ordinärer Punkt der Strecke 12, dagegen 0 
ein isolierter Punkt derselben Strecke. 

Durch Hinzunahme des Axioms II4', resp. des Vierpunktsatzes, 
werden in der Geometrie die isolierten Punkte ausgeschieden. 
Solange man aber ohne II4' operiert, darf zwischen ordinä-
ren und singulären Geraden unterschieden werden, — erstere 
sind solche, auf denen jede Strecke ausschliesslich ordinäre 
Punkte enthält, letztere Gerade dagegen solche, auf denen 
Strecken konstruierbar sind, die isolierte Punkte tatsächlich 
enthalten. Die isolierten Punkte können u. a. auch so liegen, 
dass sie in j e d e r Strecke ab, der sie angehören, isoliert er-
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s c h e i n e n ; e s i s t s o g a r m ö g l i c h s i n g u l a r e G e r a d e z u k o n s t r u i e -
r e n , a u f d e n e n j e d e r P u n k t i n s o l c h e r W e i s e i s o l i e r t i s t . M a n 
h ä t t e d a z u z . B . a u f d e r a u s r a t i o n a l e n Z a h l e n r u n d i r r a t i o n a l e n 
Z a h l e n i b e s t e h e n d e n G e r a d e n f o l g e n d e P e s t s e t z u n g e n z u t r e f f e n : 

V l S j r 2 T s , s o b a l d T1 d i e g r ö s s t e d e r d r e i Z a h l e n T 1 1 T 2 t V 3 ; 
i XJr1T2, s o b a l d i e i n M i t t e l w e r t f ü r TliT2; 
T1

sJi r2, s o b a l d r2 e i n M i t t e l w e r t f ü r i, T1; 
rT V H «2> s o b a l d r e i n M i t t e l w e r t f ü r ix, i2; 
h V H r> s o b a l d I1 e i n M i t t e l w e r t f ü r r, I2; 
h V h s o b a l d d i e k l e i n s t e d e r d r e i Z a h l e n I1, i2, is. 

D i e A x i o m e I I i _ 3 z e i g e n s i c h h i e r e r f ü l l t , u n d e s f o l g t d u r c h 
e r s c h ö p f e n d e A n a l y s e d e r v e r s c h i e d e n e n d e n k b a r e n F ä l l e , d a s s 
e i n e S t r e c k e b i n k l u s i v e R a n d p u n k t e n i e m a l s e i n T e i l e i n e r 
a n d e r e n , v o n b v e r s c h i e d e n e n S t r e c k e a s e i n k a n n , s o n d e r n 
d a s s s t e t s P u n k t e a n g e b b a r s i n d , d i e z w a r b, n i c h t a b e r a a n g e -
h ö r e n . D i e s e Z w i s c h e n l a g e n d e f i n i t i o n l ä s s t s i c h d a n n a u c h a u f 
j e d e a n d e r e G e r a d e d e r E b e n e p r o j i z i e r e n , s o d a s s e i n e E b e n e 
e n t s t e h t , w o j e d e G e r a d e a u s s c h l i e s s l i c h a u s s o l c h e r w e i s e i s o -
l i e r t e n P u n k t e n g e b i l d e t i s t . 

W ü n s c h t m a n d e r H i l b e r t ' s e h e n F o r d e r u n g g e m ä s s d e n 
l i n e a r e n T e i l I I 4 ' v o m P a s c h ' s e h e n A x i o m z u l ö s e n , s o g e n ü g t 
e s l e t z t e r e s A x i o m i n f o l g e n d e r , d i e m ö g l i c h e E x i s t e n z s i n g u l ä r e r 
G e r a d e r b e r ü c k s i c h t i g e n d e n F o r m a u s z u s p r e c h e n : 

I I 5 ' . E s s e i e n a, b, c d r e i n i c h t i n g e r a d e r 
L i n i e g e l e g e n e P u n k t e u n d a e i n e G e r a d e i n 
d e r E b e n e abc, d i e k e i n e n d e r P u n k t e a, b, c t r i f f t ; 
w e n n d a n n d i e G e r a d e a d u r c h e i n e n P u n k t 
d e r S t r e c k e ab g e h t , u n d w e n n ab, bc, ca o r d i -
n ä r e G e r a d e s i n d , s o g e h t a e n t w e d e r d u r c h 
e i n e n P u n k t d e r S t r e c k e bc o d e r d u r c h e i n e n 
P u n k t d e r S t r e c k e ac. 

W i r d I I 4 ' h i n z u g e n o m m e n , m . a . W . d i e E x i s t e n z s i n g u l ä r e r 
G e r a d e r v e r n e i n t , s o r e s u l t i e r t a u s I I 5 ' s o f o r t I I 4 u n d d a m i t d a s 
H i l b e r t ' s e h e S y s t e m . A n d e r e r s e i t s k a n n a u s I i _ 3 , I I i _ 3 , I I 5 ' a l l e i n 
n o c h n i c h t I I 4 ' g e f o l g e r t w e r d e n , d e n n e s i s t o f f e n b a r s t a t t h a f t 
i n d e r C a r t e s i s c h e n E b e n e d i e X - A c h s e ( e t w a i n o b e n g e s c h i l -
d e r t e r W e i s e ) a l s s i n g u l ä r z u d e f i n i e r e n , a u f j e d e r a n d e r e n G e r a -
d e n a b e r d i e Z w i s c h e n l a g e i n n a t ü r l i c h e r W e i s e a u f z u f a s s e n , w o b e i 
d a n n I I 5 ' G e l t u n g h a t , I I 4 ' i n d e r G e s a m t e b e n e a b e r n i c h t . 
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Das System der fünf Anordnungsaxiome IIi_3, II6 ' , II4' 
genügt mithin der im § 3 zitierten, von H i l b e r t gestellten 
Forderung. 

8. Veral lgemeinerter Streckenbegrif f . 
Die linearen Anordnungsaxiome IIi_3, II4', die weiterhin 

allein benutzt werden sollen, gestatten einen topologischen Auf-
bau des Begriffs vom l i n e a r e n K o n t i n u u m in sehr allge-
meiner Gestalt. Der eindimensionale Raumtypus, auf den die 
ferneren Betrachtungen beschränkt sind, ist durch die Gültigkeit 
der vier linearen Anordnungsaxiome ausreichend charakterisiert. 
Dieser eindimensionale oder „lineare"16) Raum darf demnach 
durch folgende Definition eingeführt werden: 

S i n d d i e E l e m e n t e e i n e r M e n g e ei a l s 
P u n k t e b e z e i c h n e t , d a b e i f ü r d i e s e E l e m e n t e 
d e r B e g r i f f d e r Z w i s c h e n 1 a g e i m E i n k l a n g 
m i t d e n F o r d e r u n g e n IIi„3, II4' f i x i e r t , so s o l l 
a l s e i n l i n e a r e r R a u m b e z e i c h n e t w e r d e n . 

Diese synthetische Definition ist von jeglicher Koordinaten-
darstellung unabhängig. Solange von einem alleinstehenden 
linearen Raum die Rede ist (ohne Bezugnahme auf eventuell 
gleichzeitig gedachte andere Räume), kann man unbedenklich 
den Begriff des linearen Raumes mit dem Begriff der Geraden 
identifizieren. Infolge der Korrespondenz zwischen Koordinaten-
räumen verschiedener Dimensionszahl ist es möglich, jeden 
gewöhnlichen analytischen Raum mit Hilfe einer passenden 
Zwischenlagendefinition als linearen Raum zu interpretieren. 
Die Eindimensionalität ist somit nicht eine Eigenschaft des 
Raumes an sich, sondern erscheint bedingt durch eine spezielle 
subjektive Art der Auffassung. 

Die obige Definition des linearen Raumes führt zunächst zum 
geläufigen Streckenbegriff, wie dies schon im § 7 angedeutet 
wurde: eine Strecke ab ist der Inbegriff der zwischen a, b gelegenen 
Punkte des e1. Wegen der anerkannten Gültigkeit von II4' kön-
nen isolierte Punkte nicht vorkommen. Noch mehr: aus m \J ab, 

15) In dem elementaren Sinne, in dem H i l b e r t von „linearen" Axiomen 
spricht. Der Gedanke an „lineare" (euklidisch-affine) Mannigfaltigkeiten im 
Sinne der Differentialgeometrie liegt hier dem Wesen nach fern. 
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n \J ab, c \f mn folgt nach dem Vierpunktsatz zwangsläufig c \j ab, 
d. h. jeder Punkt der Strecke mn ist gleichzeitig ein Punkt der 
Strecke ab, sobald m, n der Strecke ab beliebig entnommen sind. 

Zur Vermeidung von Missverständnissen sei betont, dass 
die Randpunkte a, b selbst nicht zu der durch sie definierten 
Strecke ab gezählt werden sollen. In den vereinzelten Fällen, 
wo wir die Vereinigungsmenge der Punkte einer Strecke mit 
ihren beiden Randpunkten zu betrachten haben werden, soll der 
Ausdruck „ a b g e s c h l o s s e n e Strecke" und das Symbol [ab] 
Verwendung finden, wenn a und b die Randpunkte sind. 

Die Punkte einer Strecke bilden schon für sich allein, bei 
ungeänderter Definition der Zwischenlage, einen linearen Raum. 
Eine Strecke enthält daher allemal mindestens abzählbar-unend-
lich viele Punkte. 

Die eine Strecke bildende Teilmenge S des B1 zeigt fol-
gende drei S t r e c k e n e i g e n s c h a f t e n : 

1°. S i n d c, d b e l i e b i g e P u n k t e a u s S, so g e h ö r t 
i m B1 j e d e r P u n k t x, f ü r d e n x\J cd g i l t , 
g l e i c h f a l l s z u S. 

2°. E s e x i s t i e r e n zu S g e h ö r i g e P u n k t e y, z, f ü r 
d i e c \J dy u n d d\J cz g i l t . 

3°. E s e x i s t i e r e n im P u n k t e p, q, d i e S n i c h t 
a n g e h ö r e n , w o b e i c\J dp u n d d \ / c g g i l t . 

Die erste Eigenschaft ist schon oben erwähnt. Die zweite 
folgt aus der Möglichkeit y, z den Bedingungen y\Jac, z\J db (wo 
a, b die Randpunkte von 8 bedeuten) zu unterwerfen, voraus-
gesetzt, dass die Bezeichnungen gemäss c\J ad, d\J cb gewählt 
sind. Die dritte besteht, weil p, q sich so wählen lassen, 
dass a\J pc, b\J dq wird. 

Es existieren mithin tatsächlich Teilmengen S von B1, 
welche die genannten drei Eigenschaften 1—3 zeigen, — man 
braucht ja bloss S mit der Menge der zwischen a und b gelege-
nen Punkte zu identifizieren, um eine Teilmenge der geforderten 
Art zu erhalten. Diese spezielle Art der Konstruktion solcher 
Teilmengen mit Hilfe zweier ausgezeichneter Punkte a, b 
ist aber nicht die einzig denkbare: man könnte nämlich, 
nachdem S als Strecke ab gebildet worden ist, aus B1 die 
Randpunkte a, b entfernt denken, wobei von B1 eine Rest-
menge B1 verbleibt, und es zeigt offenbar die ungeändert ge-
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b l i e b e n e M e n g e 8 i n B e z u g a u f R1' d i e s e l b e n d r e i E i g e n s c h a f -
t e n , w i e v o r d e m i n B e z u g a u f R1. M a n k a n n a b e r z e i g e n , d a s s 
R1' b e i u n g e ä n d e r t e r D e f i n i t i o n d e r Z w i s c h e n l a g e e b e n f a l l s e i n 
l i n e a r e r R a u m i s t . E s g i l t n ä m l i c h d e r S a t z : 

W i r d a u s e i n e m l i n e a r e n R a u m e i n e e n d -
l i c h e M e n g e v o n P u n k t e n o h n e Ä n d e r u n g 
d e r D e f i n i t i o n d e r Z w i s c h e n l a g e e n t f e r n t , 
s o v e r b l e i b t a l s R e s t m e n g e w i e d e r u m e i n 
l i n e a r e r R a u m . 

E s g e n ü g t d i e s e n S a t z f ü r d e n F a l l d e r E n t f e r n u n g e i n e s 
e i n z i g e n P u n k t e s z u b e w e i s e n , w e i l d a n n d a s ü b r i g e d u r c h v . I . 
f o l g t . W e g e n d e r I n v a r i a n z d e r Z w i s c h e n l a g e b e d a r f h i e r b e i n u r 
d a s E x i s t e n z a x i o m I I 2 e i n e r n ä h e r e n U n t e r s u c h u n g . E s s e i x d e r 
a u s R1 e n t f e r n t e P u n k t . Z w i s c h e n m, n m u s s n a c h I I 2 s t e t s e i n 
P u n k t s e x i s t i e r e n . G i l t x [\ mn, s o i s t s \J mn i m R1' v o r h a n d e n , 
w e i l s v o n x v e r s c h i e d e n u n d i m R1 v o r h a n d e n i s t . G i l t x \J mn, 
s o w ä h l e m a n s\J mx i m R1 u n d h a t d a n n a u c h s \J mn i m R1'. 
D e r z w e i t e T e i l d e s A x i o m s f o r d e r t d i e E x i s t e n z e i n e s P u n k t e s t, 
f ü r d e n b e i v o r g e g e b e n e n m, n d i e B e z i e h u n g n \f mt b e s t e h t . 
I m F a l l e x\J mn i s t d i e E x i s t e n z v o n t s i c h e r , e b e n s o i m F a l l e 
m\J nx\ i m F a l l e n \J mx w ä h l e m a n t \J nx, w o d u r c h n\J mt 
e r f ü l l t w i r d . D e r S a t z i s t a l s o r i c h t i g . 

D i e o b e n g e b i l d e t e M e n g e S b e s i t z t a l s o i m l i n e a r e n R a u m 
R1' d i e d r e i S t r e c k e n e i g e n s c h a f t e n , — a n d e r e r s e i t s i s t a b e r l e i c h t 
z u e r s e h e n , d a s s S i m R1' n i c h t m e h r a l s M e n g e d e r z w i s c h e n 
z w e i R a n d p u n k t e n g e l e g e n e n P u n k t e d e f i n i e r b a r i s t , a u s d e m e i n -
f a c h e n G r u n d e , w e i l a, b i m R1' n i c h t m e h r v o r h a n d e n s i n d . 

D i e s e E r k e n n t n i s g e s t a t t e t f o l g e n d e n v e r a l l g e m e i n e r t e n 
S t r e c k e n b e g r i f f a u f z u s t e l l e n : 

J e d e e c h t e T e i l m e n g e v o n P u n k t e n e i n e s 
l i n e a r e n R a u m e s , w e l c h e d i e d r e i S t r e c k e n -
e i g e n s c h a f t e n 1 — 3 a u f w e i s t , s o l l , g l e i c h -
v i e l o b z u d i e s e r T e i l m e n g e R a n d p u n k t e 
e x i s t i e r e n o d e r n i c h t , a l s e i n e S t r e c k e i n 
d i e s e m R ä u m e b e z e i c h n e t w e r d e n . 

E x i s t i e r e n i m l i n e a r e n R a u m b e i d e R a n d p u n k t e z u r d o r t 
g e b i l d e t e n S t r e c k e 8, s o s a g e n w i r , d i e S t r e c k e 8 s e i i n d i e s e m 
R ä u m e a b s c h l i e s s b a r ; e s k a n n a b e r a u c h d e r F a l l e i n -
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t r e t e n , d a s s n u r e i n e r d e r b e i d e n R a n d p u n k t e i m R i v o r h a n d e n 
i s t , o d e r a u c h , d a s s b e i d e f e h l e n , — i m e r s t e r e n F a l l e s o l l d i e 
S t r e c k e e i n s e i t i g - a b s c h l i e s s b a r o d e r a u c h h a l b -
o f f e n , i m l e t z t e r e n F a l l e o f f e n h e i s s e n . 

9. Streekenbüschel im linearen Räume. 

S i n d z w e i S t r e c k e n M, N n i c h t p u n k t f r e m d ( d . h . 
b e s i t z e n s i e g e m e i n s a m e P u n k t e ) , s o b i l d e t i h r D u r c h s c h n i t t 
( d i e M e n g e i h r e r g e m e i n s a m e n P u n k t e ) n o t w e n d i g w i e d e r e i n e 
S t r e c k e . Z u m B e w e i s d i e s e r B e h a u p t u n g h a t m a n d i e P u n k t e 
d e s D u r c h s c h n i t t s D i n B e z u g a u f d a s V e r h a l t e n g e g e n ü b e r d e n 
d r e i S t r e c k e n e i g e n s c h a f t e n z u u n t e r s u c h e n . I s t i e i n P u n k t a u s 
D, x e i n b e l i e b i g e r a n d e r e r P u n k t d e s z u G r u n d e l i e g e n d e n Rx, 
s o m ü s s e n i n d e n B e r e i c h e n Sx{i), Tx{i) ( v g l . §§3, 4) P u n k t e 
s o w o h l a u s M, a l s a u c h a u s N e x i s t i e r e n ( z w e i t e S t r e c k e n e i g e n -
s c h a f t ) . G e h ö r t m a u s M u n d n a u s N z u Sx (i), s o d a r f n \J im 
v o r a u s g e s e t z t w e r d e n , d a i \J mn a u s g e s c h l o s s e n i s t ; w e g e n d e r 
e r s t e n S t r e c k e n e i g e n s c h a f t v o n M i s t d a n n a b e r n a u c h z u M, 
m i t h i n a u c h z u D g e h ö r i g . N a c h d e m s o d i e E x i s t e n z z w e i e r 
g e m e i n s a m e r P u n k t e g e s i c h e r t i s t , f o l g t w e i t e r , d a s s j e d e r 
z w i s c h e n z w e i P u n k t e n a u s D g e l e g e n e P u n k t s i c h e r w i e d e r 
z u D g e h ö r t , w e i l e r M u n d N g l e i c h z e i t i g a n g e h ö r t . D i e e r s t e 
S t r e c k e n e i g e n s c h a f t i s t s o m i t v o r h a n d e n . G l e i c h z e i t i g z e i g e n 
s i c h a u f b e i d e n S e i t e n b e z ü g l i c h i P u n k t e , d i e z u D z ä h l e n , 
w e s h a l b a u c h d i e z w e i t e S t r e c k e n e i g e n s c h a f t v o r h a n d e n e r s c h e i n t . 
D a j e d e r n i c h t z u M u n d a u c h n i c h t z u N z ä h l e n d e P u n k t s i c h e r 
D n i c h t a n g e h ö r t , s o i s t a u c h d i e d r i t t e S t r e c k e n e i g e n s c h a f t 
v o r h a n d e n . E s i s t a l s o D t a t s ä c h l i c h e i n e S t r e c k e . 

S i n d n u n M, N z w e i b e l i e b i g e S t r e c k e n , s o n e n n e n w i r 
d i e M e n g e U d e r j e n i g e n P u n k t e , d i e e n t w e d e r M o d e r N, n i c h t 
a b e r M u n d N g l e i c h z e i t i g a n g e h ö r e n , d e n U n t e r s c h i e d 
v o n M u n d Ni o d e r g l e i c h b e d e u t e n d , v o n N u n d M. E s l a s s e n 
s i c h B e i s p i e l e a n g e b e n , w o d i e s e r U n t e r s c h i e d e i n e S t r e c k e 
i s t ( m a n d e f i n i e r e e t w a M a l s ab, N a l s ac, w o b e i c V ab, u n d 
e n t f e r n e h i e r a u f d e n P u n k t c a u s d e m Ri). I s t U e i n e S t r e c k e , 
o d e r w i r d U n a c h E n t f e r n u n g o d e r H i n z u f ü g u n g e i n e s e i n z i g e n 
P u n k t e s z u e i n e r S t r e c k e , s o s a g e n w i r , d i e S t r e c k e n M, N 
s e i e n i m Ri z u s a m m e n s t o s s e n d ; d i e U n t e r s c h i e d s -
s t r e c k e s y m b o l i s i e r e n w i r d a n n a u c h m i t t e l s | M — i V | o d e r | N — M \ . 
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I s t z u r B i l d u n g d e r U n t e r s c h i e d s s t r e c k e 
d i e H i n z u f ü g u n g e i n e s P u n k t e s z u m U n t e r -
s c h i e d n ö t i g , s o s i n d M, JV p u n k t f r e m d ; i s t d i e 
E n t f e r n u n g e i n e s P u n k t e s n ö t i g , s o i s t e i n e 
d e r S t r e c k e n M , JV e i n e c h t e r T e i l d e r a n d e r e n . 

E i n e e i n f a c h e U n t e r s u c h u n g z e i g t n ä m l i c h , d a s s d i e H i n z u -
f ü g u n g o d e r d i e E n t f e r n u n g e i n e s P u n k t e s n u r d a n n v o n n ö t e n 
s e i n k a n n , w e n n m i n d e s t e n s e i n R a n d p u n k t e x i s t i e r t ; d e r h i n -
z u g e f ü g t e o d e r e n t f e r n t e P u n k t i s t s t e t s e i n R a n d p u n k t m i n d e -
s t e n s e i n e r d e r S t r e c k e n M, J V I s t d i e H i n z u f ü g u n g d i e s e s R a n d -
p u n k t e s z u m U n t e r s c h i e d e r f o r d e r l i c h , s o z e i g e n s i c h M, J V a u f 
e n t g e g e n g e s e t z t e n S e i t e n b e z ü g l i c h d i e s e s R a n d p u n k t e s a l s T r e n -
n u n g s p u n k t g e l e g e n u n d s i n d d a h e r p u n k t f r e m d . I s t d i e E n t -
f e r n u n g d e s R a n d p u n k t e s n ö t i g , s o e r w e i s t s i c h d i e s e r z u e n t -
f e r n e n d e R a n d p u n k t z u g l e i c h a l s R a n d p u n k t d e r U n t e r s c h i e d s -
s t r e c k e u n d a l s R a n d p u n k t d e s D u r c h s c h n i t t s ; l e t z t e r e r i s t d a b e i 
m i t e i n e r d e r S t r e c k e n M, JV i d e n t i s c h . S i n d M, JV z u s a m m e n -
s t o s s e n d e o f f e n e S t r e c k e n , s o i s t \M—JV| m i t d e m U n t e r s c h i e d 
v o n M, JV i d e n t i s c h . H a l b o f f e n e o d e r a b s c h l i e s s b a r e S t r e c k e n 
m i t g e m e i n s a m e m R a n d p u n k t s i n d a l l e m a l z u s a m m e n s t o s s e n d . 

D i e S t r e c k e n M, JV, P s o l l e n g l e i c h s i n n i g z u s a m m e n -
s t o s s e n d h e i s s e n , w e n n j e d e s P a a r d i e s e s T r i p e l s z u s a m m e n -
s t o s s e n d i s t , d a b e i a b e r j e d e d i e s e r S t r e c k e n v o n d e r U n t e r -
s c h i e d s s t r e c k e d e r b e i d e n a n d e r e n v e r s c h i e d e n b l e i b t . I s t d i e 
l e t z t e B e d i n g u n g n i c h t e r f ü l l t , s o r e d e n w i r v o n u n g l e i c h -
s i n n i g z u s a m m e n s t o s s e n d e n S t r e c k e n . E s s i n d ab, ac, ad g l e i c h -
s i n n i g , ab, bc, ac u n g l e i c h s i n n i g z u s a m m e n s t o s s e n d e S t r e c k e n . 

S t o s s e n M, JV, P i n j e d e r P a a r u n g z u s a m m e n , s o k a n n n i c h t 
j e d e s P a a r d i e s e s T r i p e l s p u n k t f r e m d s e i n . W ä h l t m a n n ä m l i c h 
3 P u n k t e , m a u s M, n a u s JV, p a u s P, s o d a r f m \J np v o r a u s -
g e s e t z t w e r d e n ; s o l l t e n d a n n JV, P p u n k t f r e m d s e i n , s o g e h ö r e n 
n u n d p z u | J V — P |, — i n f o l g e d e r e r s t e n S t r e c k e n e i g e n s c h a f t 
m u s s j e t z t a b e r a u c h m z u | i V — P\ g e h ö r e n , d . h . m g e h ö r t e n t -
w e d e r z u N o d e r z u P . 

S t o s s e n M, N, P u n g l e i c h s i n n i g z u s a m m e n , s o d a r f m a n 
P m i t I - M - A r I i d e n t i f i z i e r e n , w a s s y m b o l i s c h P=\M—iV| g e -
s c h r i e b e n w e r d e n m a g . S i n d h i e r b e i M, N p u n k t f r e m d , s o z e i g t 
e i n e e i n f a c h e Ü b e r l e g u n g , d a s s d a n n a u c h Jfcf = | J V - P \ u n d 
JV = \P—M\. S i n d j e d o c h M, JV n i c h t p u n k t f r e m d , s o i s t i h r 
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D u r c h s c h n i t t e n t w e d e r m i t M o d e r m i t N i d e n t i s c h , u n d w i e d e r 
e r g i b t s i c h M = |N—P|, N = | P — M \ . B e i d e r e r s t e r e n A n n a h m e 
i s t M, N d a s e i n z i g e p u n k t f r e m d e P a a r , b e i d e r l e t z t e r e n A n n a h m e 
P , N d a s e i n z i g e p u n k t f r e m d e P a a r , w e n n N d e n D u r c h s c h n i t t 
v o n M, N d a r s t e l l t . A l s o : 

I n e i n e m u n g l e i c h s i n n i g z u s a m m e n -
s t o s s e n d e n S t r e c k e n t r i p e l i s t j e d e S t r e c k e 
d i e U n t e r s c h i e d s s t r e c k e d e r b e i d e n a n d e r e n , 
d a b e i e x i s t i e r t i m T r i p e l e i n u n d n u r e i n 
p u n k t f r e m d e s S t r e c k e n p a a r . 

F ü r g l e i c h s i n n i g z u s a m m e n s t o s s e n d e S t r e c k e n g i l t d a h e r 
d e r S a t z : 

I m g l e i c h s i n n i g z u s a m m e n s t o s s e n d e n 
T r i p e l i s t e n t w e d e r k e i n e i n z i g e s p u n k t f r e m -
d e s S t r e c k e n p a a r v o r h a n d e n , o d e r e s s i n d 
z w e i u n d n u r z w e i P a a r e p u n k t f r e m d . 

I m F a l l e , w o M, N d a s e i n z i g e p u n k t f r e m d e P a a r d e s 
T r i p e l s i s t , z e i g t s i c h n ä m l i c h P = | M — N |. 

E i n e ( e n d l i c h e o d e r u n e n d l i c h e ) M e n g e 2 v o n S t r e c k e n d e s 
P i s o l l e i n e V e r k n o t u n g v o n S t r e c k e n h e i s s e n , s o b a l d j e d e s 
S t r e c k e n p a a r a u s 2 e i n z u s a m m e n s t o s s e n d e s P a a r b i l d e t . E n t -
h ä l t 2 m e h r a l s d r e i S t r e c k e n , s o m u s s i n 2 j e d e s S t r e c k e n t r i p e l 
g l e i c h s i n n i g z u s a m m e n s t o s s e n . W ä r e n n ä m l i c h A, B, C 
d r e i u n g l e i c h s i n n i g z u s a m m e n s t o s s e n d e S t r e c k e n a u s 2, s o d ü r f t e 
v o r a u s g e s e t z t w e r d e n , d a s s A, B p u n k t f r e m d s i n d , w o b e i A<C.C, 
B<CC ( d i e S c h r e i b w e i s e U <C V s o l l h i e r u n d w e i t e r h i n b e s a g e n , 
d a s s d i e M e n g e TJ e i n e n e c h t e n T e i l d e r M e n g e V b i l d e t ) . 
I s t d a n n e i n e v i e r t e S t r e c k e D a u s 2 m i t C p u n k t f r e m d , s o i s t 
D a u c h m i t A, B p u n k t f r e m d . D a n n k ö n n t e n A, B, D a b e r 
n i c h t i n j e d e r P a a r u n g z u s a m m e n s t o s s e n . E s i s t a l s o n o t w e n d i -
g e r w e i s e e n t w e d e r C<C.D, o d e r D<CC. B e i d e r e r s t e r e n A n n a h m e 
g i l t A<CD, B<iD\ w ä h l t m a n n u n e i n e n P u n k t d a u s D, d e r 
w e d e r A n o c h B a n g e h ö r t , f e r n e r z w e i P u n k t e a, b e n t s p r e c h e n d 
a u s A, B, s o g i l t d a n n d f\ ab, w e i l | A—P| e i n e S t r e c k e i s t , d e s -
g l e i c h e n bj\ad, w e i l | D — B \ e i n e S t r e c k e i s t , e b e n s o a f\bd, w e i l 
\ A — D I e i n e S t r e c k e i s t ; d a s A x i o m I I 3 w ä r e a l s o n i c h t b e -
f r i e d i g t . B e i d e r z w e i t e n A n n a h m e D<CC h a t m a n d i e d r e i 
F ä l l e 1 ° : A<CD, 2 ° : D<C A , 3 ° : A, D p u n k t f r e m d , z u u n t e r s c h e i d e n . 
I m F a l l e 1 m ü s s t e n P u n k t e e x i s t i e r e n , d i e D, B g l e i c h z e i t i g a n -
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g e h ö r e n , o h n e d a s s j e d o c h j e d e r P u n k t v o n B z u Di o d e r 
j e d e r P u n k t v o n D z u B g e h ö r t e , — d a n n k ö n n t e n a b e r B, D 
n i c h t z u s a m m e n s t o s s e n . I m F a l l e 2 m ü s s t e n Di B p u n k t f r e m d 
s e i n , d a n n g i l t i m P u n k t t r i p e l a, b, d, w o a n i c h t z u D g e h ö r t , 
s i c h e r a f \ bd, w e i l | B—D | e i n e S t r e c k e , d e s g l e i c h e n b [\ ad, w e i l 
Ai B p u n k t f r e m d , e b e n s o d f\ab, w e i l \C—D\ e i n e S t r e c k e i s t ; 
m a n g e l a n g t a l s o a u f s n e u e z u e i n e m W i d e r s p r u c h m i t I I 3 . D e r 
F a l l 3 b e d i n g t _ D < £ ; e r w i r d n a c h V e r t a u s c h u n g v o n A m i t 
B e b e n s o e r l e d i g t , w i e 2 . D a m i t i s t d i e o b e n a u f g e s t e l l t e B e -
h a u p t u n g b e w i e s e n . 

E i n e e t w a s l a n g w i e r i g e , i n h a l t l i c h k e i n e S c h w i e r i g k e i t e n 
b i e t e n d e U n t e r s u c h u n g a l l e r d e n k b a r e n E i n z e l f ä l l e , d i e h i e r ü b e r -
g a n g e n w e r d e n s o l l , f ü h r t z u r E r k e n n t n i s d e s K r i t e r i u m s : 

E i n e M e n g e 2 v o n S t r e c k e n d e s R a u m e s Et  

s t e l l t e i n e V e r k n o t u n g d a r , s o b a l d j e d e 
S t r e c k e a u s 2 m i t z w e i b e l i e b i g f i x i e r t e n 
S t r e c k e n d e r s e l b e n M e n g e 2 g l e i c h s i n n i g z u -
s a m m e n s t ö s s t . 

M . a . W . : d i e S t r e c k e n A, B s t o s s e n z u s a m m e n , s o b a l d 
A, M, N u n d B, M, N z w e i g l e i c h s i n n i g z u s a m m e n s t o s s e n d e 
T r i p e l s i n d . D a s K r i t e r i u m e n t h ä l t s o m i t e i n e A u s s a g e ü b e r d i e 
T r a n s i t i v i t ä t d e s B e g r i f f e s z u s a m m e n s t o s s e n d e r S t r e c k e n . 

M a n w ä h l e n u n z w e i b e l i e b i g e z u s a m m e n s t o s s e n d e S t r e c k e n 
My N u n d r e c h n e z u 2 z u n ä c h s t d i e s e b e i d e n S t r e c k e n , a u s s e r -
d e m a b e r n o c h j e d e m i t Mi N g l e i c h s i n n i g z u s a m m e n s t o s s e n d e 
S t r e c k e . D i e s o l c h e r w e i s e d e f i n i e r t e s p e z i e l l e V e r k n o t u n g s o l l 
d e r S t r e c k e n b ü s c h e l (M, N) h e i s s e n . 

IO. NicMabzählbarkeit des Streekenbtischels. 

B e d e u t e n X, Y b e l i e b i g e S t r e c k e n a u s (Mi N), s o z e i g t s i c h 
(Xi Y) m i t (M, N) i d e n t i s c h . D e n n e r s t e n s s i n d X, Y s i c h e r 
z u s a m m e n s t o s s e n d e S t r e c k e n , z w e i t e n s i s t j e d e S t r e c k e Ai d i e 
m i t M, N g l e i c h s i n n i g z u s a m m e n s t ö s s t , n o t w e n d i g a u c h m i t Xi Y 
z u s a m m e n s t o s s e n d , d r i t t e n s b i l d e t d i e M e n g e d e r S t r e c k e n A 
e i n e V e r k n o t u n g , w e s h a l b A, X, Y a l s g l e i c h s i n n i g z u s a m m e n -
s t o s s e n d e s T r i p e l e r k e n n b a r i s t ; a n a l o g e B e t r a c h t u n g e n g e l t e n 
f ü r X, Y, M u n d X, Y, N. H i e r a u s e r g i b t s i c h a b e r d i e I d e n -
t i t ä t v o n (X, Y) m i t (M, N). 



A XV. 5 Topologische Grundlagen des Zahlbegriffs 31 

E s soll nun e ine De f in i t i on der Z w i s c h e n l a g e g e g e b e n wer-

den, die es ermögl icht , (M, N) als l i n e a r e n R a u m aufzu-

fassen , d e s s e n „Punkte" (Elemente) eben die Strecken des B ü s c h e l s 

s ind. E s läuft dies auf e ine Subs t i tu t ion der W o r t e „Punkt" 

für „Strecke" u n d „linearer Raum" für „Streckenbüsche l" h inaus . 

Man tref fe f o l g e n d e P e s t s e t z u n g e n : 

S ind A, B aus (M, N) n i cht punkt fremd, so darf A <C B 

gese tz t w e r d e n ; es he i ss t dann A die k l e i n e r e , B die g r ö s s e r e 

der be iden Strecken. E s i s t e ine K o n s e q u e n z der mi t d e m Teil-

begrif f verknüpf ten Vors te l lungen , dass A<^B, B<C.C al lemal 

A<iC bed ingt . B he i s s t in d i e s e m Falle die m i t t l e r e der drei 

Strecken. 

E s sei U, V, W ein be l i eb iges Tripel aus (M, N). S ind die 

Paare d i e se s Tripels a l lesamt n icht p u n k t f r e m d , so w e r d e V 

durch die Forderungen U<C. V, V<L W als mit t lere Strecke be-

s t i m m t ; es soll in d i e s e m Falle V\J UW ge l ten . Is t aber i m 

Tripel nur ein e inz iges Paar V, W n i c h t punkt fremd, so w e r d e 

V durch die F o r d e r u n g 7 < C W b e s t i m m t ; dann soll w ieder 

V\J UW ge l t en . D i e s e De f in i t i onen s ind k o m m u t a t i v zu ver-

s t ehen , d. h. es soll g l e i chze i t ig V\J WU se in. Die A x i o m e II1  

und II3 s ind auf d iese W e i s e erfüllt . E s bleibt zu untersuchen , 

w i e die hier g e t r o f f e n e n V e r a b r e d u n g e n s ich mit II2 u n d II4' 

ver tragen . 

Mit Hil fe der früher g e f u n d e n e n Resul tate läss t s i ch nach-

w e i s e n , das s i m S treckenbüsche l zu jeder Strecke s o w o h l e ine 

kleinere, als auch eine grössere Strecke angebbar ist. N o c h 

m e h r : i s t i m (M, N) e in Streckenpaar A, B be l i eb ig v o r g e g e b e n , 

w o b e i A<C.B, so läss t sich im (M, N) e ine Strecke C konstru ieren , 

w e l c h e der F o r d e r u n g A << C, C<CB F o l g e leistet . Der e t w a s lang-

wier ige , begri f f l ich n icht kompl iz ierte B e w e i s d ieser Behauptun-

g e n soll hier ü b e r g a n g e n w e r d e n . E i n e Paraphrase der Resul-

tate ze igt die Gült igke i t d e s A x i o m s II2 für die oben g e g e b e n e 

Zwischen lagendef in i t i on der Strecken. 

A u c h II4' i s t erfüllt . F ix iert m a n n ä m l i c h A, B, C i m 

Büsche l , so darf B \J AG, B<CC a n g e n o m m e n werden . Ist da-

bei A<iB, so f o l g t die Gült igkei t v o n II4' bei e iner v ierten 

Strecke D direkt aus der Transi t iv i tät des B e g r i f f e s „echter Teil" ; 

i s t aber A mit B p u n k t f r e m d , so hat m a n drei M ö g l i c h k e i t e n : 

1°. D\J BC, a lso D < < C , B<C_D, — d a n n i s t auf G r u n d d e r 
D e f i n i t i o n e n o f f e n b a r a u c h D V AC. 
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2 ° . D V AC, a l s o D e n t w e d e r m i t A o d e r m i t C p u n k t f r e m d . 
J m e r s t e r e n F a l l e g i l t D < ( 7 ; w e n n d a n n a u c h D<^B, s o i s t 
D\J AB,, w e n n a b e r B<^D, s o b e s t e h t D\J BC. I m l e t z t e r e n 
F a l l e i s t D<^A, m i t h i n D\j AB. 

3 ° . D < AB, — d a n n i s t s t e t s a u c h D \J AC. 
D e r S t r e c k e n b ü s c h e l e r w e i s t s i c h a l s o t a t s ä c h l i c h i n f o l g e d e r 

o b e n g e w ä h l t e n D e f i n i t i o n d e s B e g r i f f s d e r Z w i s c h e n l a g e a l s 
e i n l i n e a r e r R a u m . A l s s o l c h e r m u s s e r u n e n d l i c h v i e l e k o n -
s t i t u i e r e n d e E l e m e n t e e n t h a l t e n . E i n e E i g e n t ü m l i c h k e i t d e s 
S t r e c k e n b ü s c h e l s b e s t e h t a b e r d a r i n , d a s s d i e s e - U n e n d l i c h k e i t 
n i c h t - a b z ä h l b a r i s t . D e r G e d a n k e n g a n g d e s B e w e i s e s d i e -
s e r B e h a u p t u n g s e i k u r z a n g e d e u t e t 1 6 ) : 

E s s e i e n d i e S t r e c k e n d e s (M, N) a b g e z ä h l t a l s Au A2, 
An, .. ., At, ... b e z e i c h n e t . M a n b e s t i m m e d a n n e i n e T e i l m e n g e 
F d e r At f o l g e n d e m a s s e n : D a s E l e m e n t A1 s o l l z u F z ä h l e n ; 
a u s g e s c h i e d e n w e r d e j e d e s E l e m e n t , w e l c h e s g r ö s s e r a l s A1, o d e r 
z u A1 p u n k t f r e m d i s t ; u n t e r d e n v e r b l i e b e n e n E l e m e n t e n s o l l 
d a s j e n i g e m i t k l e i n s t e m I n d e x z u T g e z ä h l t u n d i n A ^ u m b e -
n a n n t w e r d e n , z u g l e i c h s o l l f ü r d a s s c h o n z u r g e z ä h l t e A1 d i e 
U m b e n e n n u n g A ( 1 ) V e r w e n d u n g f i n d e n ; a u s g e s c h i e d e n w e r d e 
n u n n o c h j e d e s E l e m e n t , w e l c h e s k l e i n e r i s t a l s A ( ^ \ u n t e r d e n 
v e r b l i e b e n e n s o l l d a s j e n i g e m i t k l e i n s t e m I n d e x a l s A&> z u r 
g e z ä h l t w e r d e n ; a u s g e s c h i e d e n w e r d e w e i t e r h i n j e d e s E l e m e n t , 
w e l c h e s g r ö s s e r i s t a l s u n t e r d e n n u n m e h r n o c h v e r b l i e -
b e n e n s o l l d a s j e n i g e m i t k l e i n s t e m I n d e x a u s g e s u c h t u n d a l s A ^ 
d e r T e i l m e n g e F e i n v e r l e i b t w e r d e n ; a u s g e s c h i e d e n w e r d e j e d e 
S t r e c k e , d i e k l e i n e r i s t a l s A & u s w . D i e s e s B i l d u n g s g e s e t z 
l i e f e r t r a l s a b g e z ä h l t e u n e n d l i c h e M e n g e 

AM, AW, AM, AW, . . . , AW, . . . (10) 

D u r c h v . I . e r k e n n t m a n , d a s s 

A{29) < A W - D ; 

AW < A ^ , s o f e r n g<ih\ ( H ) 

A(2f-D < < At2e-V ? s o f e r n e < f . 

I m R1, w e l c h e m d e r S t r e c k e n b ü s c h e l (M, N) e n t n o m m e n i s t , 
f i x i e r e m a n n u n d i e P u n k t m e n g e X, d i e a u s s o l c h e n u n d n u r 
s o l c h e n P u n k t e n b e s t e h t , w e l c h e j e d e r S t r e c k e A i 2 f - 1 * a n g e -

16) Die Idee des Beweisganges gehört G. C a n t o r (J. f. Math. 77, 
S. 259—260). 
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hören. B s i s t denkbar, d a s s in X ein P u n k t x0 vorkommt , in B e z u g 

auf w e l c h e n j eder andere P u n k t x aus X in d e m s e l b e n Bere ich 

Sx(X0) l i e g t ; dieser a u s g e z e i c h n e t e P u n k t x0 soll, fal ls er exist iert , 

a u s X ent fernt w e r d e n ; die R e s t m e n g e sei X'. Eine A n a l y s e 

z e i g t dann, dass d iese Menge X' die drei S t r e c k e n e i g e n s c h a f t e n 

a u f w e i s t , u n d zwar ist X' eine Strecke des B ü s c h e l s (Mi N), 

w e i l X' mit A(2) u n d A(4) g l e i c h s i n n i g z u s a m m e n s t ö s s t . Man 

erkennt , das s 
AM < X < (12) 

f ü r jedes Paar v o n Ordnungszahlen f , g. Hieraus fo lg t , das s X' 

nicht zu T gehört , ebenso aber auch n i ch t zu d e n bei der Bil-

d u n g v o n F „ausgesch iedenen" Strecken. Sollte aber (M, N) 

abzählbar sein, so hätte m a n bei b e s t i m m t e m t s icher X' == Ah  

u n d dann m ü s s t e X' n o t w e n d i g e n t w e d e r in Ti oder unter den 

„ a u s g e s c h i e d e n e n " Strecken auftreten. D a m i t i s t e in Wider -

spruch erwiesen . 

Die Ex i s t enz nicht-abzählbarer l inearer Räume i s t s o m i t 

g e s i c h e r t . 

11. Begriff des Kontinuums. 

H a b e n zwe i S trecken Ai B e ines S treckenbüsche l s e inen 

g e m e i n s a m e n Randpunkt o, so i s t dieser P u n k t o g e m e i n s a m e r 

Randpunkt einer jeden Strecke des B ü s c h e l s ; zug le i ch i s t o der 

e inz ige Punkt , der ke iner Strecke des B ü s c h e l s angehört . E s 

so l l in d i e s e m Palle o der U r s p r u n g des S t r e c k e n b ü s c h e l s 

he i s sen . 

Man f ix iere i m B1 e inen B ü s c h e l mi t dem U r s p r u n g o. In-

terpretiert m a n (M, N), w i e i m § 10 d a r g e l e g t , a ls „ l inearen Raum", 

s o s ind die „Punkte" v o n (Mi N) n i c h t s anderes , als die S trecken 

d e s B ü s c h e l s (M, N) im B1', aus d i e sen „Punkten" k ö n n e n w i e -

derum „Strecken" geb i lde t werden . U m Mis svers tändn i s sen vor-

z u b e u g e n , sol len hier die in der n e u e n Interpretat ion g e l t e n d e n 

B e g r i f f s b i l d u n g e n durch A n f ü h r u n g s z e i c h e n g e k e n n z e i c h n e t wer-

den. E ine „Strecke" im „Raum" (Mi N) i s t also e ine g e w i s s e n 

A n f o r d e r u n g e n g e n ü g e n d e M e n g e v o n Strecken des B ü s c h e l s 

(Mi N) im B1. E s erwe i s t s ich als z w e c k m ä s s i g , auch den 

U r s p r u n g o des B ü s c h e l s (obgle ich dieser U r s p r u n g ke ine Strecke 

des B ü s c h e l s ist ) zu d e n „Punkten" des „Raumes" zu zählen, — 
w i r r e d e n d a n n a u c h v o n d e r N u l l s t r e c k e o. E s m ü s s e n 

3 
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dann aber noch Vereinbarungen über die Zwischenlagendefinition 
für diese Nullstrecke getroffen werden. Sind A, B im (M, N) 

punktfremd, so soll o\J AB gelten, ist aber A<CB, so hat 
A\J oB zu bestehen. In dem so ergänzten „Raum" gelten 
dann tatsächlich, wie man sich direkt überzeugt, die l inearen 
Anordnungsaxiome IIi_3, I I / . Der nach Hinzunahme der Null-
strecke zum Streckenbüschel entstandene „lineare Raum" werde 
mittels K1 symbolisiert. Eine charakteristische Eigenschaft 
dieses K1 besteht darin, dass im K1 j e d e „ S t r e c k e " 
a b s c h l i e s s b a r ist. Man erkennt dies schrittweise nach 
folgendem Schema: 

Es sei eine aus „Punkten" J bestehende „Strecke" 2 im K i 
fixiert. Man greife zunächst einen beliebigen „Punkt" J dieser 
„Strecke" heraus und konstruiere im E1 die Menge P der-
jenigen Punkte, welche J oder einem zu J nicht punktfremden 
„Punkt" von 2 angehören. Diese Menge P zeigt im Ex die 
drei Streckeneigenschaften, wobei o sich als Randpunkt erwe i s t ; 
es ist demnach P eine Strecke des Büschels (M1 N). Dabei 
gehört P sicher nicht zu 2, wohl aber l iegen sämtliche „Punkte" 
der „Strecke" 2 auf e i n e r „Seite" bezüglich des „Punktes" 
P, und jeder „Punkt" L gehört zu 2, falls L \J PJ. P zeigt 
demnach alle Eigenschaften eines „Randpunktes" der „Strecke" X 
E i n Randpunkt ist also sicher vorhanden. Sollte nun 2 „Punkte" 
E enthalten, die dem vorhin benutzten „Punkt" J gegenüber 
punktfremd sind, so greife man ein beliebiges solches E heraus 
und konstruiere mit seiner Hilfe, analog dem Vorigen, einen zweiten 
„Randpunkt" Q. Sollte jedoch ein solcher „Punkt" E in 2 nicht 
vorhanden sein, so sehe man, ob nicht eine Strecke TJ im Bü-
schel existiert, die kleiner ist als J1 dabei aber nicht zu 2 zählt. 
Im Falle der Existenz von TJ konstruiere man im E1 die Punkt-
menge Q1 die aus denjenigen Punkten besteht, welche solchen 
Strecken TJ angehören. Diese Menge Q erweist sich wieder als 
eine Strecke des Büschels (M1 N) und zeigt in Bezug auf die 
„Strecke" 2 die Eigenschaften des zweiten „Randpunktes". 
Sollte aber auch keine Strecke TJ vorhanden sein, so hat man 
in der Nullstrecke o den gesuchten zweiten „Randpunkt" Q von 2. 

E s ist also wirklich jede „Strecke" 2 im K1 als Gesamtheit der 
zwischen zwei „Punkten" P, Q ge legenen „Punkte" darstellbar, 
m. a. W. jede „Strecke" 2 ist im K1 abschliessbar. 

Unabhängig von der speziellen Erzeugungsart soll nun ein 
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l inearer Raum, in w e l c h e m jede Strecke abschl iessbar ist , e in 

l ineares K o n t i n u u m he i s sen u n d mi t K1 beze ichnet w e r d e n . 

Der mit Hilfe des S t r e c k e n b ü s c h e l s konstru ier te „Raum" 

i s t h iernach ein Spezialfall e ines K o n t i n u u m s ; die Anzah l se iner 

„Punkte" ist , nach § 10, s i c h e r n icht-abzählbar . Letztere E i g e n -

s c h a f t g i l t aber für jedes be l i eb ige Kont inuum. D e n n f ix iert 

m a n i m K1 e inen U r s p r u n g o, so e n t s t e h t e ine Korrespondenz 

z w i s c h e n den v o n o v e r s c h i e d e n e n P u n k t e n des K1 u n d d e n 

Strecken des zu o g e h ö r i g e n B ü s c h e l s , — j e d e r Strecke ent-
s p r i c h t n ä m l i c h ihr zwe i ter (s icher exis t ierender) R a n d p u n k t ; 

weil aber die Strecken des B ü s c h e l s n icht-abzählbar sind, so g i l t 

dasse lbe für die P u n k t e des K1. 

Eine Konsequenz h iervon ist, dass in j edem E1, d e s s e n 

P u n k t e abzählbar sind, s t e t s n icht -absch l i e s sbare S trecken a n g e b -

bar se in m ü s s e n . 

12. Irrationale Punkte. 

E s sei E1 ke in Kont inuum. Man f ix iere e inen be l i eb igen 

P u n k t o als U r s p r u n g e ines B ü s c h e l s (M, N) in d i e s e m R ä u m e R1  

u n d betrachte zug le i ch das durch d i e s e n B ü s c h e l b e s t i m m t e „lineare 

Kont inuum" K1. Zwischen d e n abschl iessbaren S trecken des Bü-

sche l s (M, N) u n d d e n v o n o versch iedenen P u n k t e n des E1  

besteht e ine, der am Sch luss des v o r i g e n Paragraphen e r w ä h n t e n 

analoge , Korrespondenz: jeder Strecke entspr icht e i n e i n d e u t i g 

ihr v o n o versch iedener zwei ter Randpunkt . E s m ö g e n u n n o c h 

die Nul l s trecke d e m P u n k t e o en t sprechen . Die Korrespondenz 

i s t dann, w i e le icht zu ersehen, a n o r d n u n g s t r e u , d . h . die 

Z w i s c h e n l a g e i s t für je drei E l e m e n t e dieselbe, w i e i m kor-

respondierenden Tripel. 

Man bereichere n u n die P u n k t m e n g e JSi u m n e u e E l e m e n t e , 

die wir i r r a t i o n a l e P u n k t e n e n n e n wol len , wobe i f o l g e n d e 

F o r d e r u n g e n zu erfül len s i n d : 

E s soll eine Korrespondenz z w i s c h e n d e n irrat ionalen P u n k t e n 

u n d den n icht -absch l i e s sbaren S trecken des B ü s c h e l s bes t ehen , 

zug le ich die frühere Korrespondenz z w i s c h e n den absch l i e s sbaren 

Strecken u n d d e n P u n k t e n des E1 beibehal ten werden . E s be-

s t eht dann eine Korrespondenz z w i s c h e n d e n S trecken v o n (M, N) 

u n d der V e r e i n i g u n g s m e n g e der irrationalen P u n k t e mit d e m E1, 

oder, w a s auf dasse lbe h inaus läuf t , e ine Korrespondenz z w i s c h e n 

3* 
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d e m K1 u n d dieser V e r e i n i g u n g s m e n g e . Mittels d ieser Korrespon-

denz soll n u n die Def in i t ion der Z w i s c h e n l a g e auf j edes E l e m e n -

tentripel der V e r e i n i g u n g s m e n g e über tragen sein. D i e Zwischen-

lage für jedes Tripel v o n P u n k t e n des R1 bleibt d a n n o f fenbar 

unverändert die frühere. 

Die V e r e i n i g u n g s m e n g e wird dadurch in ein l ineares Kon-

t i n u u m verwande l t , w e l c h e s in fo lge der a n o r d n u n g s t r e u e n Korre-

spondenz v o n dem K1 nicht w e s e n t l i c h versch ieden ist . Soll die 

A b l e i t u n g aus d e m R1 für die V e r e i n i g u n g s m e n g e explizite an-

g e d e u t e t werden , so v e r w e n d e n wir für diese V e r e i n i g u n g s m e n g e 

das S y m b o l der Der iv ier ten R1 . Die ursprüngl ich s c h o n i m R1  

vorhandenen P u n k t e des R1 n e n n e n wir zur U n t e r s c h e i d u n g 

dann r a t i o n a l e P u n k t e des R1'. D ie ursprüngl i che A n o r d n u n g 

der rat ionalen P u n k t e erleidet durch das Hinzutre ten der irratio-

na len P u n k t e ke ine Störung. 

Zwischen zwei be l iebigen P u n k t e n des R1' läss t s ich s t e t s 

ein rationaler P u n k t angeben . Zwei versch iedene Strecken B, C 

des B ü s c h e l s (M, N) m ü s s e n s i ch n ä m l i c h allemal m i n d e s t e n s 

u m e inen P u n k t a aus R1 u n t e r s c h e i d e n ; für die mi t d i e sem a 

korrespondierende abschl iessbare Strecke A gi l t n o t w e n d i g 

A \J BC; entspricht also b aus R1 der Strecke B, u n d c aus R1  

der Strecke C, so i s t a\J bc s i cher erfüllbar. 

D i e r a t i o n a l e n P u n k t e l i e g e n a l s o i m R1' ü b e r a l l 
d i c h t 1 7 ) . 

Ent fernt m a n aus e inem K o n t i n u u m eine endl iche Anzahl 

v o n P u n k t e n , so verble ibt als Rest w o h l e in l inearer Raum, je-

doch ke in Kont inuum, d e n n j e d e Strecke, deren Randpunkt zu 

den en t f ernten gehört , i s t i m Res traum nicht m e h r abschl iessbar. 

E in l ineares K o n t i n u u m ze igt s i ch s t e t s mi t P u n k t e n so 

w e i t g e s ä t t i g t , dass e s n icht mehr m ö g l i c h ist, d i e sem Konti-

n u u m ohne S t ö r u n g der A n o r d n u n g eine e n d l i c h e Anzah l 

neuer P u n k t e i m E i n k l a n g mit den l inearen A n o r d n u n g s a x i o -

m e n e inzufügen . D e n n nach d e m vor igen k ö n n t e ja dieser 

h y p o t h e t i s c h e „ergänzte" l ineare Raum ke in K o n t i n u u m dar-

stel len, — er m ü s s t e daher n icht -absch l i e s sbare S trecken auf-

w e i s e n ; e ine so lche n icht -abschl iessbare Strecke m ü s s t e dann aus 

der V e r e i n i g u n g einer Strecke des ursprüngl i chen Kont inuums m i t 

e iner endl ichen Anzahl neuer P u n k t e bes tehen . Auf Grund des § 5 

17) G. C a n t o r , Math. Ann. 15 (1879), S. 2. 
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läss t s ich aber n a c h w e i s e n , das s d iese n e u e n P u n k t e z w i s c h e n 

den R a n d p u n k t e n der ursprüng l i chen Strecke l i e g e n m ü s s e n , 

d. h. die früheren Randpunkte s ind a u c h jetzt n o c h Randpunkte 

der V e r e i n i g u n g s m e n g e , die Strecke wäre also doch abschl iessbar . 

Hier i s t zu beachten , dass e in K o n t i n u u m s i ch aber w o h l 

durch Hinzunahme einer u n e n d l i c h e n (eventue l l abzählbaren) 

Menge neuer P u n k t e ohne S t ö r u n g der ursprüng l i chen Anord-

n u n g zu e i n e m n e u e n l inearen Raum ergänzen läss t . Man braucht 

dazu z. B. nur e inen be l i eb igen P u n k t des K o n t i n u u m s durch 

e inen l inearen Raum zu „subst i tu ieren" (den P u n k t in e ine Strecke 

„aufzulösen") u n d z w e c k m ä s s i g e P e s t s e t z u n g e n über die Z w i s c h e n -

lage der n e u e n P u n k t e zu treffen, ana log den i m n ä c h s t e n 

Paragraphen g e t r o f f e n e n Vere inbarungen . 

Bei der B i l d u n g des R1 aus d e m R1 hätte m a n e t w a s 

a l lgemeiner verfahren können , i n d e m m a n z u n ä c h s t d e n Rx nur 

u m e inen T e i l der Menge der irrationalen Punkte , n icht g l e i c h 

u m j e d e n f e h l e n d e n irrationalen P u n k t bereicherte . D e r A u f b a u 

übere inander l iegender Zahlkörper bei a lgebra i schen U n t e r s u c h u n -

g e n l iefert Beispie le so lcher R a u m b i l d u n g e n . J e d e n auf d iese 

Art e n t s t a n d e n e n R a u m ü b e r Rx w o l l e n wir , u m die Rolle d e s 

S treckenbüsche l s bei dieser B e g r i f f s e r w e i t e r u n g anzudeuten , ei-

n e n B ü s c h e l r a u m ü b e r d e m Rx n e n n e n ; enthäl t d ieser 

B ü s c h e l r a u m j e d e n irrationalen P u n k t , so erhält m a n das R1  

n ä c h s t l i e g e n d e B ü s c h e l k o n t i n u u m . Ist der R1  

schon se lbs t ein Kont inuum, also jede Strecke i m R1 abschl iess -

bar, so w e r d e n durch d e n S treckenbüsche l überhaupt k e i n e 

irrationalen P u n k t e definiert , — d e r R1 i s t d a n n m i t d e m i h m 
n ä c h s t l i e g e n d e n K o n t i n u u m ident isch. In j e d e m Falle i s t das 

n ä c h s t l i e g e n d e K o n t i n u u m durch R1 bis auf die W a h l des P u n k -

tes o v o l l k o m m e n bes t immt . 

Im K o n t i n u u m is t jeder S t r e c k e n b ü s c h e l b e s t i m m t , soba ld 

se in U r s p r u n g o (der i m K o n t i n u u m jedesmal s i cher exist iert) 

g e g e b e n i s t ; der U r s p r u n g darf daher als S y m b o l für d e n Bü-

schel v e r w e n d e t werden . Hat m a n z w e i B ü s c h e l o, o', u n d l ä s s t 

m a n die Strecke oa des e inen B ü s c h e l s s t e t s der Strecke o a des 

anderen entsprechen , so erhält m a n e ine a n o r d n u n g s t r e u e Korre-

spondenz der Strecken beider Büsche l . D i e s e a n o r d n u n g s t r e u e 

Korrespondenz bleibt o f fenbar bes tehen , w e n n m a n auf den R1  

zurückgeht , zu d e m u n s e r K o n t i n u u m als n ä c h s t l i e g e n d e s g e -

bildet war, m. a. W . : 
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Z w i s c h e n z w e i b e l i e b i g e n S t r e c k e n b ü -
s c h e l n e i n e s b e l i e b i g e n l i n e a r e n R a u m e s 
b e s t e h t s t e t s e i n e a n o r d n u n g s t r e u e K o r r e -
s p o n d e n z . 

Infolge der im Kontinuumsbegriff enthaltenen Konzentra-
tion der Ideen gestaltet sich die F o r m u l i e r u n g der in 
linearen Räumen geltenden Gesetze e i n f a c h e r , sobald man 
diese Räume als Kontinua voraussetzt. 

13. Die Menge der Streckenbüschel. 

Es sei ein K1 vorgelegt und in diesem dann j e d e r Strecken-
büschel gebildet. Die Vereinigungsmenge der Elemente dieser 
Streckenbüschel sei kurz als M e n g e d e r S t r e c k e n b ü s c h e l 
bezeichnet, wobei aber zu beachten ist, dass die Elemente dieser 
Menge nicht die Büschel, sondern die S t r e c k e n (inklusive 
Nullstrecken) sein sollen. Diese Elemente sollen nun als „Punkte" 
aufgefasst werden; man bedarf dann noch einer zweckmäss igen 
Definit ion der Zwischenlage, um die Menge der Streckenbüschel 
in einen „linearen Raum" zu verwandeln. 

Das Kontinuum Ki soll hierzu zunächst o r i e n t i e r t 
werden, was folgendermassen gesch ieht : Man fixiere zwei 
beliebige Punkte o, p im K1', jeder zu Sp (o) gehörige Punkt 
soll dann p o s i t i v bezüglich o, jeder zu Tp (o) gehörige Punkt 
dagegen n e g a t i v ge legen he issen; ist o' ein beliebiger von o 

und p verschiedener Punkt, so hat man entweder p /\ od oder 
p V od , — i m ersteren Falle heisse jeder Sp(o') e n t n o m m e n e P u n k t 
p o s i t i v bezüglich o, jeder Tp (o') entnommene Punkt dagegen 
n e g a t i v bezüglich o gelegen, im letzteren Falle soll umgekehrt 
jeder zu Tp(o) zählende Punkt p o s i t i v , jeder zu Sp(Of) zäh-
lende Punkt n e g a t i v bezüglich o gelegen heissen; jeder Punkt 
aus T0 (p) soll als p o s i t i v bezüglich p, jeder Punkt aus S0 (p) 

als n e g a t i v bezüglich p ge legen angesehen werden. 
Ist nun ab eine Strecke des K1, so ist es bestimmt, welcher 

der beiden Randpunkte a, b positiv bezüglich des anderen liegt. 
Die Strecke ab gehört stets zwei verschiedenen Büscheln mit 
den Ursprüngen a, b an. Ist b positiv bezüglich a gelegen, so 
nennen wir ab eine p o s i t i v e - S t r e c k e d e s B ü s c h e l s a. 

In einem und nur einem der beiden Büschel a, b ist die Strecke 
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ab p o s i t i v ; der B ü s c h e l a, d e m ab pos i t iv angehört , i s t durch 

d ie se Strecke bes t immt . 

S ind n u n A, B, C Strecken im K1, also „Punkte" des 

n e u e n „Raumes", so w ä r e n drei Fäl le zu u n t e r s c h e i d e n : 

1°. A, JB, C s i n d p o s i t i v e S t r e c k e n d r e i e r v e r s c h i e d e n e r 
B ü s c h e l a, b, c. E s soll dann A \J BC ge l ten , sobald a \J bc bes teht . 

2°. A, B s i n d p o s i t i v e S t r e c k e n e i n e s B ü s c h e l s a, d a g e g e n C 

pos i t iv in e inem hiervon v e r s c h i e d e n e n B ü s c h e l c. W e i l pos i t ive 

S t r e c k e n ein u n d des se lben B ü s c h e l s nie p u n k t f r e m d se in k ö n n e n , 

darf A<CB a n g e n o m m e n werden . E s soll d a n n B\J AC ge l ten , 

fa l ls c pos i t iv bezüg l i ch a g e l e g e n , d a g e g e n A\J BC, fal ls a posi-

t iv bezügl ich c g e l e g e n ist . 

3°. A, B, C s i n d p o s i t i v e S t r e c k e n e i n e s B ü s c h e l s a. D ie 

Z w i s c h e n l a g e A\J BC sei dann durch B<^A<C.C vorgeschr ieben . 

Die Nul l s t recken sol len hierbei formal wrie posi t ive S trecken 

der durch sie b e s t i m m t e n B ü s c h e l behande l t w e r d e n , m i t der 

e r g ä n z e n d e n B e s t i m m u n g , dass die Nul l s t recke k l e i n e r s e in 

soll , als j ede andere pos i t ive Strecke des Büsche l s . 

Man überzeugt s i ch dann direkt, dass die A x i o m e IIi_3 , IL ' 

g e l t e n . D i e M e n g e der S treckenbüsche l w ird also auf d iese W e i s e 

tatsächl ich als ein „linearer Raum" interpretiert . D i e s e r „Raum" 

soll der über K1 n ä c h s t l i e g e n d e S t r e c k e n r a u m h e i s s e n . 

Er i s t s icher ke in K o n t i n u u m . F a s s t m a n n ä m l i c h in e i n e m 

f ix ier ten Büsche l d e s K1 die M e n g e der pos i t i ven S trecken d ie ses 

B ü s c h e l s z u s a m m e n , so hat m a n damit e ine M e n g e v o n „Punk-

ten", die den drei E i g e n s c h a f t e n e iner „Strecke" g e n ü g t . D i e s e 

„Strecke" besitzt aber nur e i n e n „Randpunkt" im „Strecken-

raum", n ä m l i c h die Nul l s trecke des B ü s c h e l s i m K1, — d i e s e 
„Strecke" i s t also n i c h t „abschl iessbar". 

D u r c h H i n z u n a h m e der f e h l e n d e n irrationalen „Punkte", 

m. a. W . durch B i l d u n g des n ä c h s t l i e g e n d e n B ü s c h e l k o n t i n u u m s 

(über d e m Streckenraum), g e l a n g t m a n zu e i n e m n e u e n Konti-

n u u m , w e l c h e s das K1 n ä c h s t l i e g e n d e S t r e c k e n k o n t i -

n u u m h e i s s e n m ö g e . 

D a die Gesamthe i t der N u l l s t r e c k e n des K1 m i t der Gesamt-

hei t der P u n k t e d e s s e l b e n K1 w e s e n t l i c h ident i s ch ist, u n d da das 

K1 n ä c h s t l i e g e n d e S t r e c k e n k o n t i n u u m die Gesamthe i t dieser Nul l -

s trecken als T e i l m e n g e enthält , so darf m a n s i ch das Strecken-

k o n t i n u u m auch durch E r g ä n z u n g des K1 mit te l s e iner M e n g e 
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i d e a l e r P u n k t e (derjenigen pos i t iven Strecken des K1, die k e i n e 

Nul l s t recken sind) e n t s t a n d e n denken, w e l c h e dann n o c h u m e ine 

Menge i r r a t i o n a l e r i d e a l e r P u n k t e (bei der B i l d u n g des 

B i i s c h e l k o n t i n u u m s über d e m Streckenraum) zu bere ichern is t . 

Im S t r e c k e n k o n t i n u u m ex i s t i eren Strecken, die k e i n e n P u n k t des 

ursprüng l i chen K1 enthal ten , — d i e o b e n e r w ä h n t e „Strecke" 

der pos i t iven Strecken e ines B ü s c h e l s i m K1 l iefert e in Be i sp ie l 

hierfür. 

Uber d e m S t r e c k e n k o n t i n u u m k a n n n u n al lemal e in n e u e s 

n ä c h s t l i e g e n d e s geb i lde t werden . D u r c h v. I. b e w e i s t m a n 

d e n Satz: 

E i n b e l i e b i g g e g e b e n e r l i n e a r e r R a u m JR1  

b e s t i m m t a l l e m a l z u g l e i c h e i n e a b z ä h l b a r -

u n e n d l i c h e F o l g e v o n K o n t i n u e n 

K?, K(x\ Ki?, . . . K f \ . . . (13) 

H i e r b e d e u t e t K ? d a s B 1 n ä c h s t g e l e g e n e 

B ü s c h e l k o n t i n u u m u n d Z l ' + 1 ) d a s Ki
1 n ä c h s t -

g e l e g e n e S t r e c k e n k o n t i n u u m. I m K i ? , 

w e l c h e s e v e n t u e l l a u c h m i t B 1 i d e n t i s c h s e i n 

k a n n , l i e g e n d i e P u n k t e v o n B1 s t e t s ü b e r a l l 

d i c h t . I m K ? l i e g e n d i e P u n k t e d e s K ? b e i 

« < 7 n i r g e n d s d i c h t . 

E s is t daher n i c h t s t a t t h a f t mi t der in tu i t iv nahe-

l i e g e n d e n Idee einer Geraden, die a l l e überhaupt denkbaren 

P u n k t e enthält , zu operieren. 

14. Stetige Deformation. 

Zwei l ineare Räume, für deren P u n k t e e ine a n o r d n u n g s t r e u e 

Korrespondenz herstel lbar ist , s ind e inander ä h n l i c h . D i e 

Subs t i tu t ion e ines l inearen R a u m e s durch d e n s e l b e n l inearen 

Raum, aber mit V e r m i t t e l u n g einer a n o r d n u n g s t r e u e n Korre-

spondenz z w i s c h e n den P u n k t e n in der ers ten u n d z w e i t e n A u f -

f a s s u n g , soll e ine s t e t i g e D e f o r m a t i o n d i e se s R a u m e s 

h e i s s e n ; die i d e n t i s c h e D e f o r m a t i o n , bei der j e d e r 

P u n k t s ich se lbs t entspricht , i s t hierbei als Spezialfall mi t e in-

begri f fen . D ie Gesamthe i t der s t e t i g e n D e f o r m a t i o n e n e ines B 1  

bildet dann eine G r u p p e , i n d e m die au fe inander fo lgende A u s -
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f ü h r u n g zweier s te t iger D e f o r m a t i o n e n e iner n e u e n s t e t i g e n 

Deformat ion g l e i c h b e d e u t e n d ist. Die zur s t e t i g e n Deforma-

t ion o i n v e r s e De format ion a - 1 m a c h t o r ü c k g ä n g i g , die 

V e r k n ü p f u n g O-1O bedeute t also die ident i sche Deformat ion . 

Letztere B e z i e h u n g is t e ine w e c h s e l s e i t i g e , d. h. ( t f - 1 ) - 1 i s t m i t a 

g l e i chbedeutend . Die n - m a l i g e V e r k n ü p f u n g v o n a m i t s i ch 

se lbs t w e r d e On geschr i eben , ana log sei die n-malige V e r k n ü p f u n g 

v o n ö " 1 m i t s ich se lbs t durch o~n s y m b o l i s i e r t ; on u n d o~n er-

w e i s e n s ich als w e c h s e l s e i t i g inverse De format ionen . 

Der Begri f f der Strecke is t e ine Invariante für j e d e s t e t ige 

Deformat ion , d. h. e ine Strecke S erwe i s t s ich auch n a c h aus-

g e f ü h r t e r s te t iger De format ion s t e t s w i e d e r als e ine Strecke d e s 

deformierten Raumes . 

A l s K n o t e n der s t e t i g e n D e f o r m a t i o n o so l len d ie jen igen 

P u n k t e beze ichnet werden , die bei der durch o b e s t i m m t e n Zu-

o r d n u n g s i ch se lbs t entsprechen. Jeder Knoten v o n a i s t zu-

g l e i c h auch Knoten v o n on u n d o~n bei j e d e m n. B e i der iden-

t i schen Deformat ion i s t jeder P u n k t ein Knoten . 

B s m ö g e der P u n k t a durch a in a' ü b e r g e h e n , ferner a' 

durch d iese lbe De format ion o in a", oder, w a s dasse lbe besagt , 

a m ö g e durch a2 in a" ü b e r g e h e n . B e s t e h t dann 

a' \J aa", (14) 

so soll die D e f o r m a t i o n a m o n o t o n he i s s en . D i e s e D e f i n i t i o n 

is t dadurch g e r e c h t f e r t i g t , das s in d i e s e m Falle tf s i ch 

auch dann als m o n o t o n erweist , w e n n s tat t a e in be l i eb iger 

anderer A u s g a n g s p u n k t b f ix iert wird, w e n n nur b k e i n K n o t e n 

v o n a ist . E ine v o n der i d e n t i s c h e n D e f o r m a t i o n versch iedene , 

n i ch t -monotone s t e t ige D e f o r m a t i o n bes i tzt h ö c h s t e n s e i n e n 

Knoten. Is t für jeden P u n k t a s t e t s a" mi t a ident isch , so reden 

wir v o n einer S p i e g e l u n g . A l s a u s g e a r t e t e n Spezialfall darf 

m a n auch die ident i sche D e f o r m a t i o n unter die S p i e g e l u n g e n 

zählen. Für e ine S p i e g e l u n g is t a2 s t e t s die ident i s che De-

formation. 

Ist o ke ine Spiege lung, so bedeute t o2 a l lemal eine m o n o t o n e 

s t e t ige Deformat ion . D a m i t ist die F r a g e der B i l d u n g m o n o t o n e r 

D e f o r m a t i o n e n auf die F r a g e der B i l d u n g solcher D e f o r m a t i o n e n 

zurückgeführt , die ke ine S p i e g e l u n g e n sind. 

Is t o monoton , so ist die inverse D e f o r m a t i o n (x - 1 g l e i chfa l l s 
monoton . 



42 J. NUUT A XV. 5 

Ein charakteristischer Unterschied der Eigenschaften mo-
notoner und nicht-monotoner Deformationen ist durch folgenden 
Satz g e g e b e n : 

I s t a' a u s a u n d b' a u s b d u r c h a e n t s t a n -
d e n , u n d i s t h i e r b e i a' \J ab, s o s i n d d i e a b g e -
s c h l o s s e n e n S t r e c k e n [aa% [bb'\ p u n k t f r e m d , 
s o b a l d a e i n e m o n o t o n e D e f o r m a t i o n d a r s t e l l t ; 
b e i b f\aa' s i n d [aa% [bb'] n i c h t - p u n k t f r e m d , s o -
b a l d a n i c h t - m o n o t o n i s t . 

Sämtliche in diesem Paragraphen angeführten Behauptungen 
ergeben sich als direkte Konsequenzen der Axiome IIi_3, II4'. 

Invariantes Verhalten in Bezug auf stet ige Deformationen 
zeigen zusammenstossende Strecken, g le ichsinnig zusammen-
stossende Strecken, Streckenbüschel, wovon man sich auf Grund 
derselben Axiome überzeugt. 

15. Skala einer Deformation. 

Es sei G eine monotone stetige Deformation des B1, Gn und 
G~n die w-fachen Wiederholungen von o resp. a - 1 . Die identische 
Deformation lässt sich folgerichtig als nullte Potenz o° in die 
Reihe der Gn

y a~11 einordnen. Es soll ein Punkt a fixiert sein, 
der durch Gn in a{n\ durch G~n in a{~n) übergehen m ö g e ; statt 
a darf dann auch konsequenterweise a(0) geschrieben werden. 
Die Punktfolge 

..., a(~n\ ... f a^~2\ a(0), a{1\ a^, ... a(w-1J, a{n), ... (15) 

soll dann die m i t t e l s G a u s a e n t w i c k e l t e S k a l a 
heissen. 

Die Grössenbeziehung der Indizes ist in transitiver Wei se 
definiert, sobald man übereinkommt, dass 0<C^', — i < O zu 
ge l ten hat, u n d dass — m < i — i , sobald i<im. A u s d e m B e g r i f f 
der Monotonie erg ibt s ich d a n n m i t Hilfe der A n o r d n u n g s a x i o m e , 
dass a^ \J a^ a{z\ sobald e n t w e d e r x <C y <C 2, oder z < y < x. 
Schreibt m a n für a[—(«—i)i auch a ( - n + 1 ) , für a(0) auch a ( - 1 + 1 ) , für 
auch a(°+1}, so ist stets a(x+1) der auf folgende Punkt der Skala. 

Jede Strecke a x ) a^+ 1 } bildet eine E l e m e n t a r s t r e c k e 
der Skala. Zwei verschiedene Elementarstrecken einer Skala 
sind notwendigerweise punktfremd. 
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Vere in ig t m a n die M e n g e der S k a l e n p u n k t e m i t der 

M e n g e der die E l e m e n t a r s t r e c k e n b i ldenden P u n k t e zu einer 

n e u e n P u n k t m e n g e M, so ze ig t M sämt l i che drei S trecken-

e i g e n s c h a f t e n , fal ls auf be iden Se i ten v o n a(0) Knoten exis t ieren. 

Ist der R1 ein K o n t i n u u m , so l a s s e n s ich dann z w e i Randpunkte 

f , g für M angeben . D i e s e P u n k t e f , g s ind dann s icher K n o t e n 

v o n a, dabei i s t aber die Menge M se lbs t knotenfre i , e s i s t also 

z w i s c h e n f , g ke in Knoten m e h r g e l e g e n . 

Die Menge M soll in al len Fäl len e in durch a erzeugter 

M a s s b e r e i c h he i s sen . Be i v o r g e g e b e n e r De format ion o i s t der 

Massbere ich M durch A n g a b e e ines e inz igen be l i eb igen i h m an-

g e h ö r i g e n P u n k t e s a bes t immt . 

Ist der R1 ein Kont inuum, dabei i n B e z u g auf die Defor-

mat ion G knotenfre i , so m u s s M mit d e m G e s a m t r a u m R1 iden-

t i sch sein. 

D ie Knoten einer m o n o t o n e n s t e t i g e n D e f o r m a t i o n G kön-

n e n e inen R1 n i c h t überall d icht erfüllen, sofern o v o n der iden-

t i s c h e n Deformat ion versch ieden ist . D e n n durch G w ird min-

d e s t e n s e in knotenfre ier Massbere ich definiert . D a e ine nicht-

m o n o t o n e D e f o r m a t i o n h ö c h s t e n s e i n e n Knoten besitzt , so hat m a n 

den S a t z : 

I s t i m B ü s c h e l k o n t i n u u m j e d e r r a t i o n a l e 

P u n k t e i n K n o t e n , s o i s t d i e a u s g e f ü h r t e D e -

f o r m a t i o n d i e i d e n t i s c h e . 

W i r d in e inem K o n t i n u u m K1 ein Massbere ich M gebi ldet , 

hierauf aus K1 jeder n i ch t zu M g e h ö r i g e P u n k t entfernt , so 

ze ig t die verbl iebene P u n k t m e n g e M bei ungeänder ter Def in i -

t ion der Z w i s c h e n l a g e alle E i g e n s c h a f t e n e ines K o n t i n u u m s . 

Hieraus fo lgt , dass es s ta t tha f t ist , so lche m o n o t o n e s t e t i g e D e -

format ionen G zu betrachten, für die der Massbere ich das Ge-

s a m t k o n t i n u u m ist , sobald m a n die E x i s t e n z m o n o t o n e r stet i -

g e r D e f o r m a t i o n e n überhaupt zugibt . 

E s se i R1 das R1 n ä c h s t l i e g e n d e B ü s c h e l k o n t inuum, o e ine 

m o n o t o n e Deformat ion , für w e l c h e der Massbere ich mi t R1  

iden t i s ch wird, dabei r die P u n k t e aus R1, s die ent-

sprechenden P u n k t e n a c h der De format ion . D a die r i m R1  

überall d icht l i egen , so g i l t dasse lbe a u c h für die s. Sollte n u n 

G1 eine zwe i t e m o n o t o n e D e f o r m a t i o n sein, die d e n s e l b e n Mass-

bereich erg ibt u n d dabei s t e t s r ebenfa l l s in s deformiert , so 
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wäre auf Grund der Gruppene igenschaf t G1 o-1 = v g le ichfa l l s 

e ine s t e t i g e Deformat ion . E s führt aber o~x j eden P u n k t s in 

den z u g e h ö r i g e n P u n k t r über, andererse i t s G1 j eden P u n k t r 

in s, — d i e D e f o r m a t i o n r l äss t daher die s ungeänder t , d. h. 

letztere s ind Knoten von t . W e i l die s i m R1' überall d i c h t 

l i egen , m u s s t daher n o t w e n d i g die ident i s che D e f o r m a t i o n 

sein, m i t h i n is t G1 die zu G"1 inverse Deformat ion , also mi t G 

ident i sch . Zwei versch iedene m o n o t o n e D e f o r m a t i o n e n k ö n n e n 

somi t n i ch t e in u n d diese lbe De format ion der P u n k t e des R1  

i m R1 erzeugen, m. a. W . : 

D i e D e f o r m a t i o n G i m B ü s c h e l k o n t i n u u m 

i s t d e f i n i e r t , s o b a l d b e k a n n t i s t , w e l c h e n 

P u n k t e n G d i e r a t i o n a l e n P u n k t e z u o r d n e t . 

Ist der Massbereich M mit d e m Gesamtraum ident i sch , so 

wo l l en wir die Skala (15) eine a r c h i m e d i s c h e n e n n e n . B e i 

v o r g e g e b e n e r Deformat ion G e rwe i s t s i ch j e d e Skala als archi-

m e d i s c h , sobald e i n e Skala arch imed i sch ist . E s darf daher 

dann auch die D e f o r m a t i o n G s e lbs t e ine a r c h i m e -

d i s c h e g e n a n n t werden . E ine arch imedische D e f o r m a t i o n i s t 

k n o t e n f r e i ; i m Kont inuum is t u m g e k e h r t jede knotenfre ie mo-

n o t o n e s t e t i g e Deformat ion e ine arch imedische . 

Exist iert in e i n e m R1 eine arch imedi sche D e f o r m a t i o n G, 

so exist iert i m n ä c h s t g e l e g e n e n B ü s c h e l k o n t i n u u m R1 eine u n d 

nur eine so lche m o n o t o n e s t e t i g e Deformation, w e l c h e i m R1  

die P u n k t e des Ri (also die rat ionalen Punkte) nach d e m durch 

G vermi t te l t en Gesetz abbildet . 

16. Das Dedekind'sche Kontinuum. 

Abzählbare l ineare Räume s ind s t e t s e inander ähnl ich. 

S ind näml ich alf a2, . . ., an, • • • d i e a b g e z ä h l t e n P u n k t e des 

R a u m e s R^ a ) , ana log S1, S2, . . . , S m , . . . die abgezähl ten P u n k t e 

des R a u m e s R 1 ^ , dann erhält man e ine a n o r d n u n g s t r e u e Kor-

respondenz z w i s c h e n d e n a u n d d e n b f o l g e n d e r m a s s e n : 

E s w e r d e z u n ä c h s t das Paar a u a2 en t sprechend d e m 

Paar S1, &2 z u g e o r d n e t ; m a n b e s t i m m e hierauf die L a g e n b e -

z i e h u n g im Tripel ax, a2, a3 u n d s u c h e die k le ins te Ordnungs-

zahl m, bei we lcher im Tripel S1, b2, bm en t sprechend diese lbe 

L a g e n b e z i e h u n g gilt , — d a n n w e r d e a3 d e m P u n k t e bm z u g e o r d -
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n e t ; i s t n u n m v o n 3 versch ieden , so b e s t i m m e m a n die 

Re ihenfo lge der P u n k t e des Quadrupels b1} b.2, bm, b3 u n d 

suche die k le ins te Ordnungszahl n, für welche* i m Quadrupel 

«i, O2, a3 , an die en t sprechende R e i h e n f o l g e bes teht , — dar-
a u f w e r d e an d e m P u n k t b3 z u g e o r d n e t u s w . D a s h i e r m i t a n g e -
d e u t e t e V e r f a h r e n k a n n u n b e s c h r ä n k t f o r t g e s e t z t w e r d e n , w o b e i 

zu j edem a das en t sprechende b, u n d u m g e k e h r t , s i ch f i n d e n 

lässt . D u r c h v. I. erkennt m a n auf Grund der A n o r d n u n g s -

axiome, das s auf diese W e i s e ta t säch l i ch e ine a n o r d n u n g s t r e u e 

Korrespondenz z w i s c h e n be iden R ä u m e n ents teht . 

E ine direkte F o l g e der Ä h n l i c h k e i t abzählbarer R ä u m e 

bes teht darin, dass B ü s c h e l k o n t i n u e n über abzählbaren R ä u m e n 

s i c h ebenfa l l s als ähnl ich e r w e i s e n m ü s s e n . 

D a bei anordnungs treuer Korrespondenz j e d e s Gesetz eben 

mi t t e l s dieser Korrespondenz v o n d e m e inen R a u m auf d e n an-

deren übertragbar ist, so darf m a n untere inander ähnl iche 

Räume als n i ch t w e s e n t l i c h ver sch i edene Vertreter e ines u n d 

d e s s e l b e n R a u m t y p u s ansehen . 

N a c h R. D e d e k i n d k a n n m a n die M e n g e der ree l len 

Zahlen als die M e n g e der S c h n i t t e 1 8 ) i n der Gesamthe i t der 

rat ionalen Brüche def inieren. Letztere Gesamthe i t b i ldet aber 

bei natürl icher Def in i t i on der Z w i s c h e n l a g e e inen abzählbaren 

l inearen Raum. Man erkennt le icht , d a s s die M e n g e der 

D e d e k i n d ' s e h e n Schni t te begr i f f l i ch m i t dem Büsche lkont i -

n u u m über d e m Raum der rat ionalen B r ü c h e zusammenfä l l t . 

D i e s e s spezielle B ü s c h e l k o n t i n u u m is t n u n aber, laut d e m oben 

Gesagten , d e m n ä c h s t l i e g e n d e n B ü s c h e l k o n t i n u u m über e i n e m 

be l i eb igen abzählbaren Räume ähnl ich. Man ist daher berecht ig t 

d i e sen K o n t i n u u m t y p als D e d e k i n d ' s c h e s K o n t i n u u m an-

zusprechen . Die Def in i t i on lä s s t s i ch auch dahin modif iz ieren, 

dass e in K o n t i n u u m als e in D e d e k i n d ' sches zu g e l t e n hat, 

sobald e ine in d i e s e m K o n t i n u u m überal l d icht l i e g e n d e abzähl-

bare P u n k t m e n g e angebbar ist. Hieraus fo lg t , dass e in D e d e -

k i n d ' s c h e s K o n t i n u u m jeder d i e s e m K o n t i n u u m e n t n o m m e n e n 

Strecke ähnl ich ist . 

D a im Raum der rat ionalen Zahlen arch imed i sche Defor-

mat ionen ausführbar s ind (eine so lche D e f o r m a t i o n bildet z. B. 
** lYYt Yfl/ ( 

der U b e r g a n g v o m B r u c h — z u m B r u c h ' ), so f o l g t s o f o r t 
n n 

18) R. D e d e k i n d , „Stetigkeit und irrationale Zahlen", 1872. 
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die Aus führbarke i t knotenfre ier monotoner s te t iger Deforma-

t ionen i m D e d e k i n d 'sehen Kont inuum. 

E ine charakter is t i sche E i g e n s c h a f t des D e d e k i n d ' s e h e n 

K o n t i n u u m s f ix iert der S a t z : 

J e d e M e n g e p u n k t f r e m d e r S t r e c k e n e i n e s 

D e d e k i n d ' s c h e n K o n t i n u u m s i s t e n d l i c h o d e r 

h ö c h s t e n s a b z ä h l b a r - u n e n d l i c h . 

E s m u s s näml i ch im D e d e k i n d ' s e h e n K o n t i n u u m Ki e ine 

überall d icht g e l e g e n e abzählbare P u n k t m e n g e B 1 vorhanden sein, 

u n d jede Strecke des Kx m u s s m i n d e s t e n s e i n e n P u n k t dieser 

Menge enthal ten , — es i s t d a h e r m ö g l i c h , jeder Strecke e inen 

nur ihr angehör igen P u n k t der Menge R x zuzuordnen, sobald in 

der Menge der Strecken jedes Streckenpaar p u n k t f r e m d erscheint . 

E ine A b z a h l u n g der z u g e o r d n e t e n P u n k t e l iefert dann zug le i ch 

e ine A b z a h l u n g der Strecken. 

Bi ldet man das e inem D e d e k i n d ' sehen K o n t i n u u m K x  

n ä c h s t g e l e g e n e S t r e c k e n k o n t i n u u m K 1
i ^, so erwe i s t es s ich als 

mögl ich , in d i e s e m KxW nicht-abzählbar unend l i ch v ie le punkt-

f remde S trecken anzugeben . Man braucht dazu b loss mi t so lchen 

„Strecken" (§ 13) z u oper ieren, d e r e n „Punkte" jedesmal pos i t ive 

S trecken ein und des se lben B ü s c h e l s s ind. D a s Streckenkont i -

n u u m Ki { 2 ) i s t daher d e m D e d e k i n d ' s c h e n Kont inuum s i c h e r 

n icht ähnl ich, da widr igenfa l l s mi t Hil fe der a n o r d n u n g s t r e u e n 

Korrespondenz auch i m D e d e k i n d ' sehen K o n t i n u u m n icht -

abzählbar v ie le p u n k t f r e m d e Strecken angebbar wären, w a s 

a u s g e s c h l o s s e n ist . 

U n t e r s u c h t m a n auf d iese lbe W e i s e die g e s a m t e F o l g e 

übere inander l i egender S t r e c k e n k o n t i n u e n (13), w o das A u s g a n g s -

k o n t i n u u m K/ 1 ) als ein D e d e k i n d ' sches a n g e n o m m e n se in 

mag , so erweis t s ich K1^ mit als n icht -ähnl ich , so lange i v o n 

j versch ieden ist . E s ex is t ieren somi t unend l i ch vie le w e s e n t l i c h 

ver sch i edene Kont inuum typen. In A n b e t r a c h t der s c h o n v o n 

G. V e r o n e s e durchge führ ten K o n s t r u k t i o n e n 1 9 ) k ö n n t e m a n 

diese höheren Kont inuen als V e r o n e s e 'sehe beze ichnen . 

F a s s t m a n i — 1 als O r d n u n g s i n d e x d e s K o n t i n u u m s Kx

(i) a u f , 
so i s t d a s - D e d e k i n d ' s e h e K o n t i n u u m als u n e i g e n t l i c h e r 

19) G. V e r o n e s e , „Fondamenti di geometria", 1891 (deutsch v. 
A. S c h e p p , „Grundzüge der Geometrie", 1894). 
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Spezialfall e in V e r o n e s e ' s c h e s K o n t i n u u m nul l ter Ordnung. 

In e inem e igent l i chen V e r o n e s e ' s e h e n K o n t i n u u m is t ke ine 

überall d icht l i e g e n d e abzählbare P u n k t m e n g e enthal ten . Man 

kann das K 1 ^ durch eine Menge a b g e s c h l o s s e n e r S trecken 

e r s c h ö p f e n , w o b e i ke ine zwe i dieser a b g e s c h l o s s e n e n 

S trecken z u s a m m e n s t o s s e n . 

Der g e l ä u f i g e Begr i f f der reel len Zahl i s t auf das D e d e -

k i n d ' s c h e Kont inuum beschränkt, auf w e l c h e s m a n sofort 

g e f ü h r t wird , sobald m a n mit abzählbaren M e n g e n operiert. 

Da die höheren Kont inuen ohne jeg l i che Metaphys ik e b e n s o 

wohldef in ier t sind, w i e das D e d e k i n d 'sehe, so i s t e s ein A k t 

der Wil lkür , n i c h t der N o t w e n d i g k e i t , w e n n m a n b e i m ers ten 

Schri t t s t e h e n bleibt. A n s ich i s t auch das D e d e k i n d ' s e h e 

K o n t i n u u m in der A n a l y s i s entbehrl ich , wei l al les begr i f f l i ch 

nöt ige in n u c e s c h o n i m Begr i f f des abzählbaren R a u m e s vor-

h a n d e n i s t ; die V e r w e n d u n g des D e d e k i n d ' s c h e n K o n t i n u u m s 

bedeute t i m w e s e n t l i c h e n nur e ine konvent ione l l e V e r e i n f a c h u n g 

der F o r m u l i e r u n g e n . D a ke in Z w a n g vor l iegt allen mathe-

m a t i s c h e n P r o b l e m e n ein u n d dasse lbe K o n t i n u u m zu Grunde 

zu l egen , so en t s t eh t die Frage , ob die H i n z u z i e h u n g p a s s e n d e r 

höherer Kont inuen bei e inze lnen Prob lemste l lungen , z w e c k m ä s s i g 

wäre, i n d e m m a n dadurch z. B. zu formalen V e r e i n f a c h u n g e n 

g e l a n g e n könnte . Man denke z. B. an die M e t h o d e n der Varia-

t i o n s r e c h n u n g . W e i t e r soll hier darauf aber n icht e i n g e g a n g e n 

werden . 

17. Verfeinerung' der Skala im Dedekind'schen 
Kontinuum. 

Die M e t r i k des D e d e k i n d ' s c h e n K o n t i n u u m s läss t s i ch 

schr i t twe i se m i t Hilfe des B e g r i f f s der a r c h i m e d i s c h e n Defor-

m a t i o n aufbauen . 

Man f ix iere z u n ä c h s t im D e d e k i n d ' sehen K o n t i n u u m K1  

e inen S treckenbüsche l o. D e n z w e i t e n Randpunkt p der pos i t iven 

Strecke P d ieses B ü s c h e l s n e n n e m a n die L ä n g e v o n P ; der 

U r s p r u n g o werde hierbei auch als L ä n g e n u l l der Nu l l s t recke 

des B ü s c h e l s zugesprochen . Für zwe i L ä n g e n plt p2 hat px<cpz 

zu ge l ten , sobald px \f op2; nul l hat als k le iner zu ge l t en , als 

j e d e andere Länge . D i e G r ö s s e n b e z i e h u n g der S trecken (§ 10) 
i s t d a n n auf d i e G r ö s s e n b e z i e h u n g der L ä n g e n übertragen. 
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E s w e r d e hierauf noch eine arch imedische De format ion a i m 

K1 f ixiert . N u n k o m m e m a n überein, die L ä n g e p n i ch t nur der 

Strecke P , sondern auch jeder Strecke P ( n ) , P(~w> zuzuordnen, in 

die P mi t t e l s an resp. o~n deformierbar ist . D i e S trecken P{n\ 

P(-n) s ind dann'n icht m e h r an den B ü s c h e l o g e b u n d e n . S trecken 

von ident i scher L ä n g e sol len w e c h s e l s e i t i g k o n g r u e n t be-

züg l i ch a he i ssen . Die B e z i e h u n g der Kongruenz i s t d a n n auch 

transit iv. 

Jede Strecke, der e ine L ä n g e z u k o m m t , m ö g e m e s s b a r 

he i s sen . Die b i s h e r i g e n F e s t s e t z u n g e n def in ieren e ine n icht -

abzählbare Menge messbarer Strecken, — es b l e i b e n a b e r i m m e r 
n o c h g l e i c h f a l l s n i c h t - a b zählbar u n e n d l i c h vie le S trecken übrig, 

die n i ch t -messbar sind. Von z w e i m e s s b a r e n S trecken hat die-

j en ige als kle inere zu ge l ten , deren L ä n g e die kle inere ist . 

In der B e z e i c h n u n g einer Strecke mi t Hilfe ihrer be iden 

Randpunkte soll der n e g a t i v bezüg l i ch des anderen g e l e g e n e 

Randpunkt we i t erh in an erster Stel le s t e h e n ; es i s t dann ab 

s t e t s e ine p o s i t i v e Strecke des B ü s c h e l s a. D i e pos i t ive L a g e 

e iner Strecke i m B ü s c h e l bleibt bei m o n o t o n e n s t e t i g e n Defor-

m a t i o n e n invariant . 

E s sei ot°) mi t o ident i sch u n d 

. . . , 0(—m), . . . , 0 ( _ 1 ) , O(0), 0(1) , . . . , oW J . . . (16) 

die mi t te l s a aus o en twicke l t e Skala, w o b e i w ir u n s o(1> pos i t iv 

bezügl ich o(0) g e l e g e n denken. Eine Strecke ab e rwe i s t s i ch 

nach den b i sher igen F e s t s e t z u n g e n dann u n d nur dann als 

messbar , w e n n ihr U r s p r u n g a zur Skala (16) gehört . Gehört 

auch b zu dieser Skala, so i s t die L ä n g e v o n ab e in Ska lenpunkt 

aus (16) mi t pos i t ivem I n d e x ; i s t o(m) d iese Länge , so s a g e n wir 

auch, die Strecke ab enthal te g e n a u m Masse inhe i ten . E s i s t 

m die Anzahl der in ab en tha l tenen E lementars t recken der 

Skala (16). 
Ist a n i cht in (16) enthal ten , so f ix iere m a n die mi t t e l s a 

a u s a e n t w i c k e l t e Skala 

. . . , a(~m), . . . , a ( - 1 ) , a ( 0 ) , a ( 1 ) , . . . , a ( m ) , . . . (17) 

Hier i s t a ( ! / ) posi t iv bezügl ich g e l e g e n , sobald x<Cy. Sollte 

n u n b mi t d e m P u n k t a (m) der Skala (17) ident i s ch sein, so ord-

n e n wir ab w i e d e r u m die L ä n g e o^m) zu u n d sagen , m se i die 

Anzahl der i n ab g e n a u a u f g e h e n d e n Masse inhei ten . D e r Be-
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re ich messbarer S trecken w i r d h ierdurch erweitert . Man erkennt 

in den früheren F e s t s e t z u n g e n Spezialfäl le der zuletzt ge -

tro f fenen Vere inbarung . 

Ist ab n u n i m m e r n o c h n i c h t messbar , so g e h ö r t b e iner Ele-

mentars trecke a (m)a(m+v der Skala (17) an. W i r s a g e n dann, die 

Strecke ab entha l te m e h r als m u n d w e n i g e r als m -J -1 Mass-

e inhei ten, u n d betrachten die P u n k t e o{m\ o(m+1} als z w e i S c h r a n -

k e n der L ä n g e v o n ab. 

Zur B e s t i m m u n g der Anzahl der in ab g e n a u oder nähe-

r u n g s w e i s e en tha l t enen Masse inhe i t en bedarf m a n e i n e s E i c h -

m a s s e s , d. h. e iner Vorrichtung, die a ( m ~v u n d b e s t i m m t , 

sobald a{m) g e g e b e n ist . 

Strecken, die n u n mi t t e l s a m e s s b a r g e w o r d e n sind, brauchen 

darum noch n i ch t mit te l s Oi messbar zu se in , w i e das Beispie l oo{1\ 

0(i)0(2) lehrt, — d a g e g e n f o l g t a u s d e r M e s s b a r k e i t m i t t e l s o p u m g e -
k e h r t s t e t s d ie M e s s b a r k e i t m i t t e l s a, w e i l d i e d u r c h a p e n t w i c k e l -
t e n S k a l e n p u n k t e n o t w e n d i g i n (16) b z w . (17) m i t e n t h a l t e n s i n d . 
D i e Skala d e r D e f o r m a t i o n G soll, i n B e z u g a u f d i e d u r c h d ie 
D e f o r m a t i o n o p e n t w i c k e l t e Skala, e i n e ^>-fach v e r f e i n e r t e 
Skala h e i s s e n . 

Ist e i n e a r c h i m e d i s c h e D e f o r m a t i o n o g e g e b e n , so l ä s s t s ich 

i m D e d e k i n d'schen K o n t i n u u m Kx al lemal auch eine so lche 

arch imedi sche Deformat ion % konstru ieren , dass a mi t t* iden-

t i sch wird, die Skala für % also e ine i?-fache V e r f e i n e r u n g der 

Skala für o darstellt . E s s ind n ä m l i c h z w e i be l i eb ige S trecken 

im D e d e k i n d ' s c h e n K o n t i n u u m s te t s ähnl ich , u n d die anord-

n u n g s t r e u e Korrespondenz dieser S trecken k a n n auch so b e s t i m m t 

werden , dass zwe i be l ieb ig v o r g e s c h r i e b e n e n P u n k t e n der e inen 

Strecke z w e i be l i eb ig vorgeschr i ebene P u n k t e der anderen ent-

sprechen. Man k a n n daher die a b g e s c h l o s s e n e n S trecken 

[ab], [Sc] so aufe inander ähnl ich abbi lden, das s a in b, & i n c 

übergeht . Soll also die Skala (16) ^ - f a c h verfe inert werden , so 

w ä h l e m a n auf der E lementars t recke oow bel ieb ig p—1 P u n k t e 
oto so, d a s s d ie R e i h e n f o l g e 

o, 'o('), V 2 ) , . . . , V p - 1 ) , o ( 1 ) (18) 

e n t s t e h t , w o b e i n o c h o a ls 'o(0) u n d ow als 'o&> a u f g e f a s s t 
w e r d e n dar f . F ü r jede a b g e s c h l o s s e n e Strecke [V*-*4) V * ) ] m ö g e 

n u n noch eine a n o r d n u n g s t r e u e Korrespondenz mit der N a c h -
b a r s t r e c k e [V*) V*+1)] f ixiert se in, wobe i in 'o t x \ 

4 
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V*) in V*+1) ü b e r z u g e h e n hat. D i e s e Korrespondenzen se ien 

s y m b o l i s c h unter Tx z u s a m m e n g e f a s s t . D u r c h o w ird der Strecke 

o<°) 'oW die Strecke oW V*+1* z u g e o r d n e t ; d iese letztere m ö g e n u n 

noch durch T1 aus 'o{p~x) o(1) e n t s t e h e n d g e d a c h t sein. Fiir jeden 

P u n k t der a b g e s c h l o s s e n e n Strecke [oo(1J] i s t dann T1 def iniert . 

Gehört a zur E lementars trecke 0(t'+1) der durch o e rzeugten Skala 

(16), so b e s t i m m e n wir den mi t t e l s r aus a e n t s t e h e n d e n P u n k t 

' a , i n d e m wir zunächs t a durch G~{ in e inen P u n k t a von oo(1) 

überführen, hierauf T1 aus führen , w o d u r c h a in a" übergeht , 

endl ich G~{ durch GI r ü c k g ä n g i g machen , w o b e i man v o n a" zu 

'a g e l a n g t . A n a l o g verfahre m a n , w e n n a zur E lementars t recke 

0(—0 o-O'-1) gehört , oder w e n n a e in P u n k t der Skala (16) ist. 

In gruppentheoret i scher Symbol ik geschr ieben , lautet also die 

Vorschrift: 
K = G ' T1 ö"~* . (19) 

Eine direkte U n t e r s u c h u n g ze igt , das s tatsächl ich T e ine mono-

tone s t e t i g e D e f o r m a t i o n darstel lt , w o b e i wirkl ich Tp mi t o 

i d e n t i s c h ist . 

Der V e r f e i n e r u n g s k o e f f i z i e n t p i s t e ine natürl iche 

Zahl. Im Falle p = 2 reden wir v o n e iner H a l b i e r u n g der 

E lementars trecken . 

E s soll n u n eine abzählbar-unendl iche F o l g e 2 v o n Defor-

mat ionen bzw. Skalen f ix iert werden , v o n der Art, dass j e d e 

n ä c h s t f o l g e n d e eine V e r f e i n e r u n g der n ä c h s t v o r h e r g e h e n d e n dar-

stellt. A l s A u s g a n g s d e f o r m a t i o n diene G. J e d e Skala der F o l g e 

2 i s t dann zug le ich e ine V e r f e i n e r u n g der Skala für G, u n d zwar 

i s t der Ver fe inerungskoe f f i z i en t u m so grösser , je höher der Fol-

g e n i n d e x der be tre f f enden Deformat ion in 2 ist . Jede P o t e n z einer 

D e f o r m a t i o n aus 2 v o n k le inerem Index is t zug l e i ch die Potenz 

einer De format ion v o n g r ö s s e r e m Index. D ie explizite B e s t i m -

m u n g dieser P o t e n z e n bi ldet e ine spezielle A u f g a b e der B r u c h -

r e c h n u n g . W ä h l t m a n in 2 für jedes Paar aufe inander-

fo lgender benachbarter D e f o r m a t i o n e n s t ä n d i g d e n Verfe ine-

r u n g s k o e f f i z i e n t e n 2, so g e l a n g t m a n zu den d y a d i s c h e n 

Brüchen . 
Be i jeder V e r f e i n e r u n g erwei tert s ich dör Bere ich mess -

barer S t r e c k e n ; trotzdem is t le icht zu erkennen, dass S trecken 

exis t ieren m ü s s e n , die mi t te l s der D e f o r m a t i o n e n der F o l g e 2 

i m m e r n o c h n i c h t messbar s ind, — es is t d i e s b e d i n g t d u r c h d e n 
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U m s t a n d , dass die Gesamthe i t der durch 2 def in ier ten Skalen-

punkte abzählbar ist , die Gesamthe i t der P u n k t e des K1 d a g e g e n 

nicht . Exis t iert e ine De format ion aus 2, in der e ine g e g e b e n e 

Strecke A m e s s b a r wird, so s a g e n wir , A sei mi t t e l s 2 

messbar . 

W i r wol len d ie jen igen P u n k t e des K o n t i n u u m s , die i rgend-

einer zu 2 gehör igen , aus o e n t w i c k e l t e n Skala angehören , zu 

den rat ionalen P u n k t e n zählen, und die en t sprechenden L ä n g e n 

mit te l s 2 messbarer Strecken als rat ionale L ä n g e n b e z e i c h n e n ; 

jeder andere P u n k t des K1 soll als irrational ge l ten . D ie immer-

hin n o c h denkbare A b w e i c h u n g v o n den im § 12 g e g e b e n e n 
B e s t i m m u n g e n b e s t e h t dar in , d a s s d i e r a t i o n a l e n P u n k t e i m 
S i n n e d e r S k a l e n p u n k t e v o n 2 n i c h t überall d icht i m K1 zu 

l i e g e n brauchen. W i e im n ä c h s t e n Paragraphen darge l eg t wird , 

i s t es aber s tat thaf t , 2 auch n o c h dieser B e s c h r ä n k u n g zu 

unterwerfen . 

18. Starre Verschiebungen. 

E s is t mögl i ch , 2 so zu b e s t i m m e n , dass s ich P u n k t e x an-

g e b e n lassen, die s t e t s z w i s c h e n o u n d d e m aus o de formier ten 

P u n k t l i egen, g le ichvie l , w e l c h e zu 2 g e h ö r i g e Skala be trachte t 

wird. D ie Menge dieser P u n k t e x bi ldet dann die V e r e i n i g u n g s -

m e n g e einer Strecke m i t e inem ihrer Randpunkte , — d e r a n d e r e 
R a n d p u n k t d i e s e r Strecke i s t n o t w e n d i g e r w e i s e o. Die Vere in i-
g u n g s m e n g e d e r x m i t o b i l d e t a lso e i n e a b g e s c h l o s s e n e 
Strecke e. Der P u n k t o i s t d e r e i n z i g e ra t iona le P u n k t v o n e. 

J e d e D e f o r m a t i o n a u s 2 f ü h r t e in e ine a b g e s c h l o s s e n e 

Strecke e' über, w o w i e d e r u m nur e i n Randpunkt rational i s t ; 

e u n d S1 s ind n o t w e n d i g punkt fremd. D u r c h v. I. erkennt m a n 

die Ex i s t enz einer abzählbar-unendl ichen Menge so lcher m i t t e l s 

2 aus e geb i lde ten a b g e s c h l o s s e n e n Strecken e{i), die dabei in 

j e d e r P a a r u n g p u n k t f r e m d se in m ü s s e n . D ie Menge dieser eW 

k a n n durch eine n a h e l i e g e n d e Def in i t i on der Z w i s c h e n l a g e in e inen 

abzählbaren l inearen R a u m v e r w a n d e l t w e r d e n (des sen „Punkte" 

also eben diese e(/) s ind). Jeder rat ionale P u n k t des K1 er-

sche in t als Randpunkt einer u n d nur e iner Strecke eW. Die da-

durch vermit te l te a n o r d n u n g s t r e u e Korrespondenz läss t auch in der 

Menge der rat ionalen P u n k t e bei u n g e ä n d e r t e r De f in i t i on der 

Zwischen lage e inen abzählbaren l inearen Raum erkennen . 
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Die irrationalen Punkte der e® sol len jetzt als überschüssig 
aus dem K1 entfernt gedacht werden; es verbleibt dann eine 
Punktmenge, die ausser den rationalen Punkten nur noch die-
jenigen irrationalen enthält, welche keiner e® angehören. Diese 
Punktmenge genügt ohne Änderung der Definition der Zwischen-
lage den Axiomen IIi_3, I I / , sie bildet also einen „reduzierten" 
linearen Raum K[. Dieser reduzierte Raum K[ erweist sich als ein 
Kontinuum, d. h. jede Strecke in ihm muss abschliessbar sein. 
Denn eine Strecke A' aus K[ verwandelt sich in eine Strecke 
A aus K1, sobald die entfernten irrationalen Punkte zurückge-
geben w e r d e n ; gehören die Randpunkte von 4 zu Z ] , so sind 
dieselben Punkte auch Randpunkte von A1, — gehören die Rand-
punkte von A aber zu den irrationalen Punkten der eW, so 
erweisen sich die rationalen Punkte eben dieser eW als Rand-
punkte von A' in K[\ in allen Fällen ist also A' im K1 ab-
schliessbar. 

Die Deformationen und Skalen aus 2 behalten im reduzierten 
Kontinuum K1 ihren früheren Sinn, da die entfernten irrationalen 
Punkte ineinander übergehen müssen. 

Sollten die rationalen Punkte im reduzierten Kontinuum K[ 

nun immer noch nicht überall dicht liegen, so lässt sich in oo(1' eine 
von rationalen Punkten freie Strecke angeben. Ist y ein beliebiger 
Punkt einer solchen Strecke, so fixiere man die Menge derjenigen 
Punkte u, für die zwischen u und y kein rationaler Punkt ge-
legen ist, und bilde die Vere in igungsmenge f} der u mit y. Es 
zeigt sich auf Grund der Anordnungsaxiome, dass r) eine abge-
schlossene Strecke ist. Jede Strecke, von der rj e inen e c h t e n 
Teil bildet, enthält sicher rationale Punkte. Zwei verschiedene 
rj sind stets punktfremd; die Menge der zu oo(1) gehörigen rj ist 
abzählbar-unendlich, sofern e i n rj wirklich existiert. 

Es können nicht b e i d e Randpunkte von r) rational sein, 
da sonst eine nicht-verfeinerbare Skala in 2 vorhanden wäre, 
was ausgeschlossen ist. Es kann auch nicht der negativ bezüg-
lich des anderen ge legene Randpunkt von r] rational sein, weil 
sonst rj ein eW wäre, — diese s® sind aber im K[ nicht mehr 

vorhanden. 
Die Deformationen der Folge 2 definieren analoge Strecken 

?? in jeder Elementarstrecke von (16). Die Gesamtheit der so 
überhaupt denkbaren rj ist abzählbar; wir reden demnach von 
Strecken 
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Wir lassen nun ^ allemal auf den positiv bezüglich des 
anderen liegenden Randpunkt zusammenschrumpfen, m. a. W., 
wir denken uns aus dem K[ jeden Punkt eines jeden r)(i\ mit 
Ausnahme der positiv gelegenen Randpunkte, entfernt. In dem 
solcherweise erneut reduzierten Räume K1 liegen die rationalen 
Punkte dann sicher überall dicht. Mit Hilfe der Anordnungsaxiome 
lässt sich nachweisen, dass K1 tatsächlich, bei ungeänderter 
Definition der Zwischenlage, ein linearer Raum, und zwar wieder 
ein K o n t i n u u m ist; wegen der überall dichten Lage der 
abzählbaren rationalen Punkte ist K1 dann ein D e d e k i n d ' s c h e s 
Kontinuum. 

Infolge der wechselseitigen Ähnlichkeit D e d e k i n d ' s c h e r 
Kontinua lässt sich alles, was im K1" erreicht ist, auch auf K1  

übertragen. Es ist also wirklich statthaft, von Beginn an mit 
einer solchen Folge 2 zu operieren, wo die rationalen Punkte 
im Kontinuum überall dicht zu liegen kommen. 2 soll dann 
ein s t a r r e r M a s s s t a b des vorliegenden Kontinuums heissen. 
Das Kontinuum selbst ist in diesem Falle mit dem den rationalen 
Punkten nächstliegenden Büschelkontinuum identisch. 

Es sei J eine Strecke, die mittels dieses starren Massstabes 2 
nicht messbar ist. In jeder Skala von 2 existieren dann jedesmal 
zwei Schranken der Länge von J. Zu den u n t e r e n Schranken 
zählt allemal der Ursprung des Fundamentalbüschels o. 

Die Vereinigungsmenge der Menge der unteren Schranken 
von J mit der Menge der zwischen zwei unteren Schranken 
gelegenen Punkte des K1 erweist sich als Vereinigung einer 
positiven Strecke des Büschels o mit dem Ursprung dieses 
Büschels. Der andere Randpunkt dieser Strecke, der dann sicher 
irrational ist, soll nun als L ä n g e v o n J angesehen werden. 
In dem speziellen Falle, wo die Menge der unteren Schranken endlich 
ist, gelangt man zu der früher bestimmten r a t i o n a l e n Länge. 
Die bisherigen Längendefinitionen ordnen sich also folgerichtig 
in die zuletzt gegebene Definition ein. 

Bei dieser erweiterten Längendefinition erweist sich also 
mittels des starren Massstabes j e d e Strecke im D e d e k i n d'schen 
Kontinuum als messbar. 

In jedem Streckenbüschel des K1 existieren zwei und nur 
zwei Strecken, deren Länge den beliebig vorgeschriebenen 
Wert x hat; eine und nur eine dieser Strecken ist in diesem 
Büschel p o s i t i v . Dieser leicht zu beweisende Satz ist mit 
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dem H i l b e r t ' sehen ersten Axiom der Kongruenz20), III1, 
gleichwertig. 

Die Reduktion auf den Begriff der L ä n g e bringt es mit 
sich, dass auch das zweite Axiom der Kongruenz, III2 (die 
Transitivität des Begriffs der Kongruenz), bei den geltenden 
Festsetzungen erfüllt wird. 

Fixiert man eine Strecke ox, wo x positiv bezüglich o ge-
legen ist, so erhält man eine knotenfreie monotone stetige Defor-
mation n des K1, sobald man jedem Punkt a denjenigen positiv 
bezüglich a liegenden Punkt a zuordnet, für den aa mit ox 
kongruent ist. Ähnliches gilt, wenn x n e g a t i v bezüglich o 

genommen ist, nur hat man dann auch a negativ bezüglich a zu 
nehmen. Diese Deformation ß ist definiert, sobald bekannt ist, 
wie sie e i n e n Punkt deformiert. Die Deformationen aus 2 sind 
Spezialfälle der Man kann ß eine s t a r r e V e r s c h i e -
b u n g d e s K o n t i n u u m s nennen. 

Ist i ein beliebiger fixierter Punkt der Strecke ox, ferner y 
die Länge von ix, so erweisen sich auf Grund unserer Fest-
setzungen die Strecken oi und yx als kongruent. In dieser 
Aussage dürfen die Rollen von i und y vertauscht werden. 
Hieraus folgert man dann allgemeiner,' dass ai und by 

kongruent sein müssen, sofern i\J ab und ay mit ib kongruent 
ist. Sollte also in ab der Punkt d fixiert sein, für den db mit oy 

kongruent, ad mit yx kongruent ist, so lässt sich c in ab so 
bestimmen, dass db mit ac kongruent, ad mit cb kongruent 
wird; es ist dann sicher auch ab mit ox kongruent. Bs gilt 
also der Satz: 

D i e U n t e r s c h i e d s s t r e c k e n z w e i e r P a a r e 
e n t s p r e c h e n d p u n k t f r e m d z u s a m m e n s t o s s e n -
d e r S t r e c k e n s i n d k o n g r u e n t , s o b a l d d i e K o m -
p o n e n t e n d i e s e r U n t e r s c h i e d s s t r e c k e n p a a r -
w e i s e k o n g r u e n t s i n d . 

Hierin ist das dritte H i l b e r t ' s e h e KongruenzaxiomIII3  

enthalten. 
Die Verknüpfung zweier starrer Verschiebungen erweist 

sich daher wieder als eine starre Verschiebung; diese starren 
Verschiebungen bilden demnach eine G r u p p e M. DieseGruppe 

20) D. H i l b e r t , „Gründl, d. Geometrie". 
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ist k o m m u t a t i v . Eine Untergruppe von m bilden die De-
formationen von 2 und ihre Potenzen. Eine naheliegende 
Definition der Zwischenlage zeigt m als ein De d e k i n d'sches 
Kontinuum, dessen „Punkte" die einzelnen Verschiebungen /a 
sind. Die durch 2 definierte Untergruppe P ist gleichfalls ein 
linearer Raum, und zwar ist m das Büschelkontinuum über P . 
Jedes D e d e k i n d ' s e h e Kontinuum liefert eine spezielle Ver-
körperung der Gruppe m. Beim m e t r i s c h e n Aufbau des 
Zahlbegriffs dient die Gruppe p als Ausgangspunkt der Be-
trachtungen. 


