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1. Fragestellung1. 

Die Tatsache, dass 4 Farben zur Bezeichnung der Länder einer 
Landkarte genügen1), gibt Anlass zu folgender Fragestellung2): 

Auf wieviele Arten lassen sich Gebiete einer Kugel-
fläche mit Hilfe von 4 Zeichen benennen, wenn jedem Ge-
biet ein Zeichen, benachbarten Gebieten dabei stets v e r -
s c h i e d e n e Zeichen zukommen sollen? 

Als benachbart sind hierbei solche Gebiete anzusehen, die 
«in gemeinsames stetiges Grenzkurvenstück besitzen. Die gefor-
derte Bezeichnung möge Vierfarbenbezeichnung heissen. 

Dieses Problem soll durch ergänzende, die Art der Kugel-
teilung betreffende Forderungen eingeschränkt werden. Die An-
zahl der Gebiete, Kanten und Ecken sei endlich, jedes der Gebiete, 
als Punktmenge für sich betrachtet, zusammenhängend. Es soll 
ferner eine der ursprünglichen Teilung dual zugeordnete Teilung 
existieren, von der Beschaffenheit, dass die Ecken der dualen Teilung 
den Gebieten der ursprünglichen eineindeutig entsprechen, dabei 
w e i Ecken der dualen Teilung höchstens eine Verbindungskante 
aufweisen, nämlich dann und nur dann, wenn die zugehörigen 
Gebiete der ursprünglichen Teilung benachbart sind. Diese duale 
Teilung bietet sozusagen eine graphische Darstellung der Ge-
bietskollisionen in der ursprünglichen3). Dass wirklich Kugel-
teilungen existieren, welche diese geforderte graphische Darstel-

1) Das Vierfarbenproblem oder Kartenfarbenproblem ist unter den Mathe-
matikern zuerst von F r a n c i s G u t h r i e und de M o r g a n berührt worden; 
vgl. F e d e r i c G u t h r i e , Proc. Edinb. 10 (1880), p. 727; M. D e h n — P. H e e -
g a a r d , Enz. d. math. Wiss. III AB 3, p. 177—178 (daselbst Literaturangaben); 
J. S a r v , Acta et Comm. Univ. Tartuensis (Dorpat.) A XIlL1 (1927). Ein geschicht-
licher Überblick bei A. E r r e r a, Period. di Matern. IV—YlI — 1 (1927), p. 20—41. 

2) Behandelt von A. C. D i x o n , Messenger of Math. 32 (1902), p. 81—83, 
später in allgemeinerer Gestalt von G. D. B i r k h o f f , Annals ofMath. 2 — XIY 
(1912), p. 42—46. Diese Arbeiten standen mir nicht zur Verfügung. 

3) Die duale Teilung findet Verwendung in den Untersuchungen von 
P. G. T a i t, Edinb. Proc. 10 (1880), p. 501 und p. 729, Edinb. Trans. 29 (1880), p. 657. 
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lung gestatten, ersieht man etwa am Beispiel der Tetraederteilung: 
wird in jedem der vier Tetraedergebiete je ein Punkt als Reprä-
sentant gewählt, jedes Paar dieser Repräsentanten quer über die 
gemeinsame Grenze direkt verbunden, so erhält man eine zur 
ursprünglichen duale Teilung von der gewünschten Art. 

Der Vierfarbenbezeichnung der G e b i e t e entspricht ein-
eindeutig eine Vierfarbenbezeichnung der E c k e n in der dua-
len Teilung. Das oben formulierte Problem wird somit auf 
folgendes reduziert: 

Auf der Kugel ist eine endliche Anzahl^ von Punkten 
(Ecken) durch stetige Kurven (Kanten) verbunden, dabei so,, 
dass die Kanten sich nicht ausserhalb der Ecken treffen, 
und dass zwei Ecken höchstens eine Verbindungskante auf-
weisen. Es soll bestimmt werden, auf wieviele Arten eine 
Vierfarbenbezeichnung der Ecken durchführbar ist. 

In dieser Fassung werden die Forderungen anschaulich-
übersichtlicher, was die kombinatorische Behandlung der Frage 
erleichtert. Die gesuchte Anzahl der Vierfarbenbezeichnungen 
findet ihren Ausdruck jedenfalls in einer nicht-negativen ganzen 
Zahl. Der hypothetische V i e r f a r b e n s a t z behauptet, dass 
diese Zahl p o s i t i v ist. 

Wir wollen die duale Teilung ein N e t z nennen, die Ecken 
dieser Teilung als K n o t e n , die Kanten als F ä d e n , die Ge-
biete als M a s c h e n des Netzes ansprechen. Das Netz soll g e -
s ä t t i g t heissen, sobald seine Maschen sämtlich dreieckig sind. 
Diese Bezeichnung rechtfertigt sich dadurch, dass einem Netz, 
allemal neue Fäden hinzugefügt werden können, solange noch 
nicht alle Maschen dreieckig sind, während ein Netz mit aus-
schliesslich dreieckigen Maschen keine neuen Fäden mehr aufzu-
nehmen vermag, weil zweieckige Maschen der Definition nach 
nicht gestattet sind. Sollte der Vierfarbensatz für gesättigte 
Netze richtig sein, so muss er auch für alle Netze gelten, weil 
die Hinzunahme neuer Fäden wohl manche Vierfarbenbezeich-
nung, die vorher möglich war, unmöglich machen, keinesfalls 
aber neuen Arten Raum geben kann. 

Projiziert man ein gesättigtes Netz stereographisch auf die 
Ebene, so entsteht ein aus dreieckigen Maschen gebildetes e b e n e s 
Netz mit dreieckigem R a n d . Diesen Rand bilden nämlich die 
Projektionen der Fäden derjenigen ausgezeichneten sphäri-
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sehen Masehe, die das Projektionszentrum enthält. Entfernt man 
aus der Projektion einen Randknoten und die in ihm münden-
den Fäden, so verbleibt als Rest ein kompaktes Gebilde von 
aneinandergehefteten ebenen Dreiecken, jedoch wird der Rand 
dieses Gebildes im allgemeinen kein Dreieck, sondern ein r-Eck 
sein (r > 3). Ebene Netze solcher Art sollen N o r m a l n e t z e 
heissen; im Spezialfall r = 3 erhält man gesättigte ebene Netze. 

In der vorliegenden Arbeit soll die Anzahl der Vierfarben-
bezeichnungen der Knoten von Normalnetzen bestimmt werden, 
und zwar mit Hilfe von Formeln, die planmässigen ferneren Un-
tersuchungen über die Gültigkeit des Vierlarbensatzes zugäng-
lich sind. 

2. Die Farbeninvarianten. 
Hat man eine Bezeichnung der Knoten eines Normalnetzes 

gemäss den Forderungen des Problems gefunden, so resultieren 
hieraus sofort 23 neue Bezeichnungsarten durch Permutation der 
vorgegebenen verwendeten Zeichen. Sämtliche 24 auseinander 
durch Permutation hervorgehende Vierfarbenbezeichnungen sollen 
hier als nicht wesentlich untereinander verschieden angesehen 
werden; untereinander w e s e n t l i c h v e r s c h i e d e n sind also 
nur solche Bezeichnungen, die nicht durch Permutation ineinander 
übergehen. Da die Anzahl aller überhaupt möglichen Bezeichnun-
gen einer endliehen Menge von Punkten mit Hilfe einer endlichen 
Menge von Zeichen sicher endlich ist, so existiert eine obe 
Schranke für die Anzahl paarweise wesentlich verschiedener 
Vierfarbenbezeichnungen eines vorgelegten Normalnetzes. Fasst 
man also jedesmal alle nicht wesentlich verschiedenen Bezeich-
nungen in einen Komplex zusammen, so ist die Anzahl N dieser 
Komplexe endlich, und die Gesamtzahl der Lösungen für das 
Netz beträgt 24 N. Das im § 1 gestellte Problem reduziert sich 
auf die Bestimmung der für das Normalnetz charakteristischen 
Zahl N. Wir nennen N die a b s o l u t e F a r b e n i n v a r i a n t e 
des Normalnetzes. 

Eine in mancher Hinsicht bequemere Definition dieser Far-
beninvariante erhält man folgendermassen: 

Es seien a, b, c, d die zu verwendenden 4 Zeichen. Geht 
man von einer fixierten Masche des Normalnetzes aus, S"o müssen 
die 3 Knoten dieser Masche notwendig mit 3 v e r s c h i e d e n e n 
Zeichen versehen werden. Wählt man unter den 24 Möglich-
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keiten eine aus, etwa die Bezeichnung der Knoten A, B, C der 
Reihe nach entsprechend mit a, b, c, — was fernerhin als A = a, 
B = b, C = c geschrieben wTerden mag, so entsteht die Frage: 

Drei zu einer dreieckigen Masche gehörige Knoten sind 
als a, b, c fixiert; auf wieviele Arten lässt sich die Vier-
farbenbezeichnung der übrigen Knoten dann noch durch-
führen ? 

Zwei beliebige Vierfarbenbezeichnungen der ü b r i g e n Kno-
ten sind dann jedenfalls wesentlich verschieden, da eine von der 
identischen verschiedene Permutation der Zeichen a, b, c, d nicht 
die für das Ausgangsdreieck verwendeten Zeichen a, b, c sämt-
lich in Ruhe lassen kann. Hat man andererseits eine ganz be-
liebige Vierfarbenbezeichnung des Normalnetzes gefunden, so ist 
es hieraus möglich durch Permutation zu einer und nur einer 
Bezeichnung zu gelangen, die A = a, B = 6, C = c liefert; die 
inverse Permutation führt von letzterer Vierfarbenbezeichnung 
zur erstgenannten zurück., D. h.: 

Jede Vierfarbenbezeichnung überhaupt entsteht durch Per-
mutation aus einer und nur einer Vierfarbenbezeichnung bei 
fixierter Bezeichnung der Ausgangsmasche. Existieren N' Vier-
farbenbezeichnungen der letztgenannten Art, so muss die Gesamt-
zahl der Vierfarbenbezeichnungen des vorgelegten Normalnetzes 
gleich '24 N' sein. Hieraus fliesst aber N' == N, m. a. W.: 

Die absolute Farbeninvariante kann als Anzahl der 
Vierfarbenbezeichnungen bei f i x i e r t e r B e z e i c h n u n g 
d e r A u s g a n g s m a s c h e definiert werden. 

Aus der Invarianz von N fliesst dann sofort: 

Die Anzahl der Vierfarbenbezeichnungen bei fixierter 
Ausgangsmasche ist von der speziellen Wahl dieser Masche 
unabhängig. 

Eine ganz analoge Betrachtung lässt sich durchführen, so-
bald die Vierfarbenbedingung noch durch erschwerende Neben-
bedingungen ergänzt wird. Als solche Nebenbedingungen wer-
den weiterhin folgende auftreten: 

1) Ein Komplex von Knotenpaaren auf dem Rande des Nor-
malnetzes 

(.<4i, Bi), (Ao, B2), (Aft, Bfi) (I) 
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soll dadurch ausgezeichnet sein, dass n u r solche Vier fa rbenbe-

ze ichnungen in Be t rach t k o m m e n , die in j edem P a a r die Kom-

ponen ten A1 B i d e n t i s c h bezeichnen, — geschr ieben: At = Bi. 
2) Ein Komplex von Knotenpaaren auf dem Rande des Nor-

malnetzes 
(Z 1, Z1), (Z 2, Y2), . . . ., (Xv, Tv) (2) 

soll dadurch ausgezeichnet sein, dass nur solche Vierfarbenbe-
zeichnungen in Betracht kommen, die in jedem Paar die Kompo-
nenten Z, Y v e r s c h i e d e n bezeichnen, — geschrieben Z f 4= Yt. 

Versteht man unter 

^(+AiBl) .... (+AllB^C-XtY1) .... (-XvYv) (3) 
oder kurz 

N(+AB)(-XY) (4) 

die Anzahl der Vierfarbenbezeichnungen, die sich f ü r das vorge-

legte Netz ergeben, w e n n die Beze ichnung der Knoten einer Aus-
g a n g s m a s c h e fes tge legt u n d die E r f ü l l u n g der be iden Nebenbe-

d ingungen geforder t wird, so folgt sofor t die Unabhäng igke i t 

dieser Anzahl von der speziellen W a h l der A u s g a n g s m a s c h e . 

Diese Zahl s °U a ^ s b e d i n g t e F a r b e n i n v a -

r i a n t e des Normalnetzes bezeichnet werden . 

Sind die Nebenbedingungen unerfüllbar, so ist die zugehörige 
bedingte Farbeninvariante gleich null. Verschwinden die Neben-
bedingungen, so geht die bedingte Farbeninvariante in die abso-
lute über. 

3. Reduzible Normalnetze. 
Besitzt ein Normalnetz Fäden , die als Diagonalen des Rand-

polygons angesprochen w e r d e n können , so soll dieses Netz r e -
d u z i b e 1 heissen. Die Diagona l fäden 
wollen wir auch Q u e r s c h n i t t e des 

reduziblen Normalnetzes nennen . E in 
Normalnetz ohne Querschni t te soll 

i r r e d u z i b e l heissen. Gesät t ig te \ 
Netze (r = 3) sind allemal irreduzibel. N 

Ist AB (Fig. 1) ein Querschnitt 
eines reduziblen Normalnetzes, so kön- ^3-
nen wir zur Bestimmung der absoluten 
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Farben invar ian te N dieses Netzes von der a l lemal exis t ierenden 
Masche ABC ausgehen , e twa A a, B = b, C = c wählen . 

S ind N' u n d N" die absoluten Farben invar i an ten der be iden 

Teilnetze I u n d II, die a u s d e m gegebenen d u r c h den Querschni t t 

AB en ts tehen, wobei C in I ge legen a n g e n o m m e n ist , so h a t m a n 

f ü r den Knoten D der i n II no twend ig exis t ie renden Masche ABD 
noch 2 s t a t t ha f t e Bezeichnungen, näml ich D = d oder D == c. 

J e d e dieser be iden Beze ichnungen f ü h r t im Teilnetz II zu N" 
Vier farbenbeze ichnungen , von denen jede m i t den Nr d u r c h ABC 
bed ing ten Bezeichnungen des Teilnetzes I ver t rägl ich ist . Hier-
aus f l iess t 

N — "2 N' N". (5) 

Durch vol ls tändige Indukt ion e rkenn t m a n fe rner sofort, 

dass be im Vorhandense in von q Querschni t ten , also q - | - 1 Teil-
netzen, die Zahl N sich aus der Formel 

N=2qN'N" N(q+1) (ß) 

bes t immt , w e n n die absolute Fa rben invar ian te f ü r das ^a-te 
Teilnetz bedeute t . Daraus fo lg t zugleich, dass m a n sich bei 

der Lösung des i m § 1 gestel l ten Problems auf i r r e d u z i b l e 
Normalnetze beschränken darf . Zunächs t soll aber ein Spezialfall 

reduzibler Netze er ledigt werden . 
Bezeichnet i die Anzahl der inneren , d. h . n ich t auf d e m 

Rande ge legenen Knoten eines Normalnetzes , f die Anzahl der 

Fäden , m die Anzahl der Maschen, d. h. der Elementardre iecke , 

a u s denen das Netz zusammengese tz t ist , so h a t m a n auf Grund 
der E u l e r ' s c h e n Polyeder formel 

— f 2 . (7) 

Eine einfache Übe r l egung zeigt aber 

2/" = 3ra - j - r . (8) 

W i r d dies m i t (7) ve rknüpf t , so resul t ie r t 

u n d 

m — r -{- 2 (i—1) 

f = 2 r + S{i— 1). 

(9) 

(10) 
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Ist das Netz f re i von inneren Knoten, also i = 0, so e rg ib t s ich 

d e m n a c h m = r — 2, f =Ir — 3. W e i l dann jedoch jeder Faden 
entweder zum Rande gehör t oder e inen Querschni t t darstel l t , so 

be rechne t sich die Anzahl der Querschni t te als ( 2 r — 3 ) — r, d. h. 
sie ist gleich r — 3. Das Fehlen innerer Knoten bewirkt, dass 
sämt l i che Teilnetze, i n welche unse r Normalnetz d a n k al len 

diesen Querschni t ten zerfäll t , e in fach E lementa rd re iecke s ind. 

N u n is t f ü r ein a l le ins tehendes E lemen ta rd re i eck die absolute 

Farben invar ian te gleich l , wie aus der Def ini t ion ersicht l ich. 

Auf Grund von (6) wi rd daher f ü r ein i nnen kno tenf re ies Nor-
O 

malne tz die absolute Farbeninvar ian te , die wi r d a n n a ls N be-

zeichnen wellen, gleich 

N = 2 r ~ 8 = 2 m _ 1 . OD 

Die Zahl 2 m _ 1 i s t eine obere Sch ranke f ü r die absolute Fa rben-

invar iante eines m-masch igen Netzes übe rhaup t . D e n n schre i te t 

m a n , u m Vier fa rbenbeze ichnungen zu finden, von einer Masche 

ausgehend , von Dreiepk zu Dreieck fort , jedoch so, dass eine 
Dreieckspitze al lemal e rs t d a n n a n die Reihe k o m m t , w e n n beide 

E c k p u n k t e der zugehör igen Grundl in ie schon bezeichnet s ind, so 

ha t m a n s te ts die W a h l zwischen be iden a n der Basis n i ch t be-

nu tz ten Zeichen, — sofern nicht andere Hemmnisse eintreten. 
Im g ü n s t i g s t e n Falle verdoppel t s ich somit m i t j edem Schr i t t die 
Anzahl der in Be t rach t k o m m e n d e n Beze ichnungsar ten . Da 

ausser d e m Ausgangsd re i eck noch m — 1 andere Dreiecke vor-

handen sind, so treten höchs tens 2 m _ 1 Verdoppe lungen ein, woraus 

die Richt igkei t der B e h a u p t u n g ers icht l ich is t . 

Die Zahl i soll die O r d n u n g des jeweil igen Normalne tzes 

he i s sen ; die Fa rben inva r i an ten eines Netzes z'-ter O r d n u n g sollen 
i 

f e rne rh in auch als N geschr ieben werden . 

W i r suchen eine Redukt ionsformel , die es ges ta t t e t Fa rben-
invar ian ten f ü r Normalnetze «-ter O r d n u n g aus Fa rben inva r i an ten 
f ü r Normalne tze ( i — l ) - t e r Ordnung zu berechnen, wobei die 

O 
,absolute Farbeninvariante N schon durch (11) bekannt ist. F ü r 
i — 0, m >> l i s t das Netz allemal reduzibel ; bei t > O g e n ü g t 

die Be t r ach tung i rreduzibler Typen . 
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W o Missverständnisse ausgeschlossen sind, soll das Symbol JV 

eventuell n ich t n u r die Farbeninvar ian te , sondern auch das zuge-

hör ige Netz selbst bezeichnen. 

4. Reduktion einer bedingten Farbeninvariante. 
F ü r i = 1 wi rd n a c h (9) u n d (10) m = r, f = 2r. Man h a t 

e inen u n d n u r e inen i r reduziblen Netz typus , der a n ein Rad m i t 

Speichen er inner t (Fig. 2). Ausser den r R a n d f ä d e n m ü s s e n n ä m -

lich noch g e n a u r F ä d e n auf t r e t en , weil die Gesamtzahl 2r be-

t räg t . Soll ke in Querschni t t exist ieren, s o m u s s jeder innere 

F a d e n von e inem Randkno ten ausgehen u n d in den einzig 

vorhandenen inneren Knoten m ü n d e n . Da 

g e n a u r Randkno ten vorhanden sind, so wer-

den dami t sämt l iche r n a c h i nnen f ü h r e n d e 

F ä d e n au fgebrauch t . • Das Netz ist damit 
eindeutig best immt. 

Entfernt man eine Masche, etwa ABD, 
so verbleibt ein reduzibles Restnetz ohne 
innere Knoten, mit r — 2 von D ausgehen-

0 
. 2». den Querschnitten. Jede der N Vierfarben-

bezeichnungen dieses Restnetzes f ü h r t d a n n 
i 

u n d n u r d a n n zu einer Beze ichnung i m N, w e n n A +- B, weil i m 

Netz ers ter O r d n u n g diese be iden P u n k t e d i rek t ve rbunden er-
scheinen. Man h a t daher 

1 0 0 
N = N — N ( + A B ) . (12) 

Das auf d e m Rande des Restnetzes ge legene Knotenpaar AB i s t 
m i t d e m „zwischenl iegenden" Rand kno ten D di rek t benachbar t . 

W i r lei ten zunächs t eine Redukt ionsformel zur B e r e c h n u n g 
einer en t sprechenden bed ing ten Farben invar ian te N ^ A B ^ ab, f ü r 

den Fall , dass in den zwischenl iegenden P u n k t D Querschni t te 
m ü n d e n . Diese Formel soll f ü r ein sonst ganz beliebiges Normal-

netz b e s t i m m t werden , also n ich t an den oben s t a t t habenden 
Spezialfall i = O g e b u n d e n sein. 

E s sei i m Normalnetz N (Fig. 3) der F a d e n DX ein Quer-

schni t t , der das Netz in die Teilnetze I u n d II spal te t . Gesucht 

is t Nf-JirABy Als A u s g a n g s m a s c h e diene diejenige, de ren Grund-

linie der F a d e n AD bildet . Un te r den N' Vier farbenbeze ichnun-
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gen des Teilnetzes I un te r sche iden wi r solche, die A = X l iefern, 

von solchen, wo J . =I= Z w i r d ; i s t die ers tere Zahl N'(+ax)> s o be-

rechne t sich die letztere als N'— ^(-JrAXy Um A = B zu erhal-

ten, kann man zunächs t jede beliebige der Vie r fa rbenbeze ichnungen 

N f ( J r AX) des Teilnetzes I m i t einer sonst bel iebigen Beze ichnungsar t 

von II ve rknüpfen , sobald n u r die Beze ichnung von D m i t de r 

du rch I bed ing ten übere ins t immt , u n d X = B wird . Be t r ach t e t 

m a n hierbei i m Teilnetz II als Aus- ^ 

g a n g s m a s c h e diejenige mi t der Basis 

DB, so i s t f ü r diese Masche die Be-
ze ichnung von D u n d B (letztere d u r c h 
A = X=B) vorgeschrieben, w ä h r e n d 

f ü r die dr i t te Spitze noch 2 Zeichen 

g le ichwer t ig freibleiben. Kennzeichnet 

m a n die Parben invar ian ten f ü r das 
Teilnetz II du rch doppelte Str iche- 7 ^ - 5 • 
lung, so kann man somit die auf diese 
Weise resultierenden bedingten Vierfarbenbezeichnungen des Ge-
samtnetzes als ^N 1 (J r AX) N t r (J r XB) i n Rechnung setzen. Hierzu 
kommen nun aber noch die Bezeichnungsarten A 4= X von I. 
Diese d ü r f e n m i t solchen u n d n u r solchen Beze ichnungsar ten 
von II kombin ie r t werden , wo X 4= B. Dabei h a t d a n n X in II 

en tweder dasselbe Zeichen, wie die Spitze der Masche m i t de r 

Grundl inie DB, — oder aber das vierte, von den Eckbezeichnun-
gen dieser Masche verschiedene Zeichen. Durch eine einfache 
Über l egung e rkenn t m a n aber, dass die Gesamtzahl dieser zwei 
mögl ichen Bezeichnungsweisen von II gleich sein m u s s der An-

zahl, de r jen igen Vie r fa rbenbeze ichnungen von H, die, bei f ixier ter 

Ausgangsmasche , B + X ergeben, also gleich N" — N"^_Xß) • 

Mithin treten zu den f r ühe r gezähl ten noch {N' — N'(_^_aX)} * 

. /JV" — N"(^_xb)} Bezeichnungsmögl ichkei ten hinzu. Also w i r d 

N(+AB) = %N'(+AXj Nri(JrXB) + 

+ (Ar' — Nr(^_Ax)} {iV" — Nn(JrXB)) • (13) 

In anderer A n o r d n u n g : 

N(JrAB) — ^Nr(JrAX) N"(+ XB) + 
- {N'(+AX) N" + N-(JrXB) N'} + N'N". (14) 
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5. Verallgemeinerung der Reduktionsformel. 

Die Formel (14) lässt sich durch vollständige Induktion f ü r 
den Fall verallgemeinern, dass im Knoten D q Querschnitte zu-
sammenlaufen. 

Es soll e fernerhin überall als Abkürzung für — 1 stehen. 
Mit aq bezeichnen wir eine vom Index q abhängige, durch die 

Forderungen 

a i = h % = 2 V - I + e ß ~ l (15) 

eindeutig definierte Zahl. Die in D mündenden Querschnitte 
des gegebenen Normalnetzes seien DX1, DX2, . . ., DXq. Zur 

Kennzeichnung der Farbeninvarianten der q-j- 1 Teilnetze, die 
dank diesen Querschnitten entstehen, verwenden wir oben ange-
setzte Indizes. Dann gilt die Relation: 

N(+AB) = ZiN'(+AXOn"(+XtXJ • • ^+xIb) + 

— 8 ä '{iV'2^"(+X1X t) • • N(+X^Bj + • • + N'(+AXs) • • 

• • ^ + U } + 3 3 - > ' A ™ " V + X 2 X s , . . w + 

+ • • + N'(+AX1) • • < + X , - 2 X , - 0 + (16) 

+ 

+ £{n'N" . . + + N'(+AXi)N" . . + 
+ CiiN'N" .. N(q+1). 

Ql Jq 
,, Hier enthält die mit 3* verknüpfte Summe jedesmal sämtliche 

Produkte von Tc absoluten und q — Te -f- 1 bedingten Farbenin-
varianten, je eine Farbeninvariante aus jedem Teilnetz. Bei q = l 
reduziert sich (16) offenbar auf (14). 

Zum Beweis der Allgemeingültigkeit von (16) bedienen 
wir uns für den Augenblick einer abgekürzten Schreibweise: 

es soll S(k) fü r A ^ x * - i X k ) gesetzt werden und das Sum-
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menze ichen V e r w e n d u n g f inden . Die zu beweisende Fo rme l 

w ä r e d a n n 

N(+AD) = 8® S'S" . . — 3 5 " 1 2 N'8" .. S(1+V + 

+ Si"2 2 N'N"8"' ..S,ft+U — .. + eq 2 N'N" . . N(3)S(q+1) + 

+ U1N
jN" .. N(i+l:) . (17) 

W i r d (17) f ü r ein fixiertes q a ls bewiesen a n g e n o m m e n , u n d , 

denk t m a n sich das letzte Teilnetz, dessen Index q - f - 1 ist , d u r c h 

einen in D m ü n d e n d e n (g - j - l ) - t en Querschni t t in zwei neue Teil-

netze zerfällt , zu deren Kennze ichnung die Indizes g - f - 1 (unter -

s t r ichen) u n d q -f- 2 d ienen mögen , so h a t m a n n a c h (5) 

JST(1+1) = 2 N ( q J r l ) N ( q J r 2 ) , (18) 

u n d n a c h (14) 

__ ^ ( g + 2 ) (g+i.) ^yCg-HO j 

_|_ ^ ( g + 2 ; ^ ( g ± y | _j_ N c g + 2 ^ . ^ * 

W i r d dies in (17) e ingeführ t , so r e su l t i e r t : 

N(+AB) = 3 3 + 1 S'S" . . S ( - ^ S(q+2) + 

— 3 q 2 N ' S " . . S(-^^S(q+2) + SQ~L SNfNuSw . . S^^S(q+2) - f 

_|_ ... _|_ gä+1 2 N'Nff . . S(q+2) + (20) 

- f (2aq - f eq) N'Nff . . N(-^- NCq+2). 

Bei der R e c h n u n g is t zu beachten , dass 3^ — 2 . S f i " 1 = 3 ^ — 1 

& fc "t~ 1 
u n d — e = e . A m übe rzeugends ten w i r k t die aus füh r l i che 

D u r c h r e c h n u n g in den e in fachs ten Spezialfäl len q = 1, 2, . . 

W e g e n (15) is t aber n u n (20) eine Fo rme l vom selben Ty-
pus, wie (17), d a m i t also die Al lgemeingül t igke i t de r Redukt ions-
fo rmel (16) erwiesen. 
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6. Allgemeine Eigenschaften der Vierfarben-
koeffizienten. 

Die in (16) au f t r e t enden , d u r c h (15) def in ie r ten Zahlen at 

s ind von g rund legende r B e d e u t u n g f ü r das zu behande lnde P rob l em; 

s ie m ö g e n daher die V i e r f a r b e n k o e f f i z i e n t e n g e n a n n t 

we rden . Die Relat ionen (15) e rmögl ichen die B e r e c h n u n g dieser 

Vier farbenkoeff iz ien ten at f ü r jeden ganzzahl igen Index t. E ine 

Tabel le sei h i e r a n g e f ü h r t : 

t —4 —3 - 2 —1 0 +1 O 3 4 5 6 7 8 9 iO 

at _ 5 Tlf + 1 +* 0 +1 1 3 5 11 21 43 85 171 341 

Die Vierfarbenkoeff iz ienten g e n ügen einer Fül le in teressan-

ter Beziehungen, von denen einige sofort E r w ä h n u n g f i n d e n 

sollen. Man überzeugt sich zunächs t du rch vol ls tändige Induk-
t ion, dass s te ts 

2a«_i -J-o.t = (XtJrX (21) 

i s t . Tatsächl ich gi l t diese Relation f ü r t — 1; besteht sie aber f ü r 

i rgende in t, so gi l t sie auch f ü r den nächs tg rösse ren u n d f ü r 

den nächs tk le ine ren W e r t von, t. Ers te res ers ieht m a n aus der 

Schlusske t te 

2at - j - — 2(2ci(_i -J- £<—x) -J- (2a4 -J- St) = 
(22) 

= 2(2a*_i -J- at) -J- fi'+1 = 2a*+i -J- Se+1 = at+2, 

m i t Hilfe von (15) u n d (21), letzteres fo lg t auf Grund von (15) 

aus der U m f o r m u n g 
* 

2(Xf—2 —J- 1 = (öf_i -J- Gi *) -J- (Xf—i = 2tt£_i —J— 1 = dt. (23) 

D a m i t is t aber (21) du rch vol ls tändige Indukt ion bewiesen. E ine 
W e i t e r f ü h r u n g der oben gegebenen Tabelle 'ges ta l te t s ich auf 
Grund von (21) höchs t e infach. Sämt l iche Vierfarbenkoeff iz ien-
t e n at s ind bei posi t ivem t positive ganze Zahlen. Schre ib t m a n 

sie von ax b eg innend au fwär t s i m Binarsys tem, so l au ten die 

e r s t e n Zahlen der Re ihe : 
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1; l ; 11; 101; 1011; 10101; IOlOl l ; 1010101; 

10101011; 

Das Gesetz is t h ier leicht zu er fassen. 

A u s (21) folgt , dass bei pos i t ivem t sämt l iche at u n g e r a d e 

sein müssen . 

W i r überzeugen u n s fe rner , dass bei posi t ivem t a l lemal 

at = 2 ' - 1 — 2<-2 + 2*" 8 — + £# — 12° (24) 

ist. Denn erstens hat man hieraus sofort Ct1 = 1, a 2 = 1, und 
zweitens i s t dann 

2a f -f- a f+i = (2f -}- 2') — ( 2 ' - 1 -f- 2 ' - 1 ) -j- . . -f- 8^(2 -j- 2) + St. 2° = 

— 2*+1 — 2t -{- -f- e < — 1 . 22 - | - ß' . 2° = (25) 

__ 2<+i — 2e —J— . . . —1~ S t " 1 . 2 2 -}- £*. 2 1 -Jr- S t + 1 . 2 ° = ct f+2, 

d. h. die Rekursionsformel (21) wird befr iedigt . 

Summiert man die geometrische Reihe, so fo lg t hieraus 

af = -3-(24 -j- St-1) . (26) 

Diese zunächst n u r f ü r posit ive t bewiesene Relation is t unab-
h ä n g i g von der B e s c h r ä n k u n g t >• 0. Denn nach (15) ergibt 
sich aus (26) f ü r den nächs tk le ineren t-Wert: 

cti-i = i(ct f + s*) = ! -[1(2 ' + e f _ 1 ) + e<] = i ( 2 ' + 26 ' - 2 ) = 

= l ( 2 < - 1 + e f - 2 ) . (27) 

Die hier in en tha l tene vol ls tändige Induk t ion beweis t unse re Be-
h a u p t u n g . 

Schreibt m a n (21) i n der Gestal t 

2at-2 = a f — at-!, (28) 

woraus 
4a<_4 = 2(ct f_2 — ct f_3) = 2 a f _ 2 — 2a<_3 = 

= ett — ctf_i — at'-i -]- dt—2 = Qt — 2ct<_i "I - ctf—2, (29) 
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so fo lg t d u r c h vol ls tändige Indukt ion die Vera l lgemeinerung 

2fca<_2¾ = a>t — j i ) o«—i —{— (2) a *—2 — • • • ~h e k{k) a t—fc» ( ^ 

wo die Symbole ( J j Binomialkoeff iz ienten bedeuten . 

A u s der Beziehung (26) fo lg t 

at + et t+i = 2'. (31) 

End l ich sei noch das Addi t ions theorem 

a8+t = asat+i + 2 a s _ i at, (32) 

erwähnt , welches sich wieder du rch vol ls tändige Indukt ion leicht 
beweisen lässt . A u s i h m wird ersichtl ich, dass a T den g röss ten 

geme insamen Teiler von Cifl u n d av darstel l t , sobald v de r g röss te 

geme insame Teiler der posit iven ganzen Zahlen fi u n d v ist . 

7. Die absolute Farbeninvariante ftlr Normal-
netze erster Ordnung*. 

Die i m § 4 begonnene Berechnung der Zahl N f ü r die 
O r d n u n g 1 k a n n n u n zu E n d e g e f ü h r t werden . A n (12) an-

O 
knüp fend , be rechnen wir näml ich zunächs t N(_\-j_B) n a c ^ (16). 

Das Netz nul l te r Ordnung, u m welches es sich hier hande l t 

(Fig. 2), zerfäl l t d u r c h r — 2 von D ausgehende Querschnitte in 
r — 1 f ä c h e r f ö r m i g ane inandergehef te t e Dre iecke ; dieser Netz-
typus soll f e rne rh in der Kürze halber als F ä c h e r bezeichnet 

werden . Die spezielle F o r m der Teilnetze läss t bei A n w e n d u n g 
der Formel (16) die bed ing ten Fa rben invar i an ten 

N'c+AX1), N"(+X1X2), Nur
c^x2Xi), • Nf+xl-2B) 

sämt l i ch verschwinden, w ä h r e n d die absoluten Fa rben inva r i an ten 
alle gleichzeit ig zu 1 werden . D a n n verschwinden auf der r ech ten 
Seite von (16) alle Glieder m i t A u s n a h m e des letzten, welches 

s ich auf den Vier farbenkoeff iz ienten reduziert , d. h. es wi rd 

O 
N(+AB) = °"r—2 . (33) 
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o 
A u f G r u n d von (11) is t gleichzei t ig JV = 2r~2. Nach (12) ha t 

m a n also 

JV = N — N(+AB) = 2r~2 — ar-2, (34) 

woraus endlich, wegen (31), 

JV = CLr 
(35) 

folgt . Hier ist der Index des Vierfarbenkoeff iz ienten die u m 1 
verkleinerte Anzahl der Maschen des betrachteten Netzes 
erster Ordnung. Da allemal mindestens 3 Maschen existieren 
müssen , w e n n das Normalne tz wirkl ich einen inne ren Knoten 

en tha l t en soll, so is t dieser Index n i ch t k le iner als 2, der zuge-

hörige Vier farbenkoeff iz ien t daher a l lemal positiv. Mit zunehmen-

der Maschenzahl wächs t die Anzahl der Vie r fa rbenbeze ichnungen 

in d iesem Falle r ech t rasch . 

In Bezug auf den F ä c h e r h a b e n wir zugleich fo lgendes 

Resul ta t g e f u n d e n : 

Ist m die Anzahl der Maschen eines Fächers , so ge-

s ta t t e t dieser Fächer , bei f ixier ter Beze ichnung der Knoten 

einer Ausgangsmasche , g e n a u cw-i Vier fa rbenbeze ichnun-

gen mi t i d e n t i s c h e r Fär -

b u n g der E n d k n o t e n A, B, 
(A E= B), u n d am Vier farbenbe-

ze ichnungen m i t v e r s c h i e -

d e n e r F ä r b u n g dieser E n d -
knoten A, B1 (A 4= B). 

Zur Veranschau l i chung u n d Kon-
trolle der Formel (35) sei hier eine 

Tabelle der Vie r fa rbenbeze ichnungen 
eines Normalnetzes ers ter O r d n u n g 
mi t 7 Randkno ten Pv P2, . . . . P 7  

u n d d e m inneren Knoten P0 ange-
f ü h r t . Lau t (35) m ü s s e n d a n n a6 , 
d. h. 21 Vie r fa rbenbeze ichnungen bei f ixier ter Beze ichnung der 

A u s g a n g s m a s c h e exis t ie ren ; in der Tabelle s ind diese Vier fa rben-

2 
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bezeichnungen in 21 Kolumnen gegeben, wobei P0P1P2 als 
Ausgangsmasche dient (Fig. 4): 

1 2 3 4 5 6 ' 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 

P0 a a a a a a a a a a a a a a a a a a a a a 

Pl b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b 

P2 C C C C C C C C C C C C C C C C C C C C C 

Ps b b b b b b b b b b d d d d d d d d d d d 

Pi C C C C C d d d d d b b b b b b C C C C C 

Pb b b d d d b b C C C C C C d d d b b d d d 

P6 C d b b C C d b b d b b d b b C C d b b C 

Pi d C C d d d C C d C C d C C d d d C C d d 

8. Reduktion durch Abtrennung- eines Fächers. 
O 

Zur B e r e c h n u n g von N spa l te ten wir das Netz ers ter 
O 

O r d n u n g in e inen Fäche r N u n d ein Dreieck. Diese Methode 

ges t a t t e t eine Vera l lgemeinerung auf Netze höherer Ordnungen . 
i 

E s sei ein bel iebiges Normalnetz N m i t i i nne ren Knoten ge-

geben (Fig. 5). W i r f ixieren e inen R a n d f a d e n A0Av W e n n das 

Netz i r reduzibel ist , so ha t die jenige 

Masche, de ren Grundl inie dieser F a d e n 

A0A1 bildet, zur Spitze no twend ig e inen 

i n n e r e n Knoten P des Netzes. E s k a n n 
mögl ich sein, dass die z u m fo lgenden 
R a n d f a d e n gehör ige Masche dieselbe 
Spitze P bes i t z t ; wir wol len anneh-
men, dass m au fe inande r fo lgende Rand-

f ä d e n 

A0A1, A1A^i A2A^, • . • - , Am—i Am 

Grundlinien von Maschen mit gemein-
samer Spitze P sind. Die Gesamtheit 

dieser m Maschen, f ü r sich be t rachte t , bi ldet d a n n einen F ä c h e r , 
solange A0 von Am verschieden ist. Nach A b t r e n n u n g dieses 

i 

F ä c h e r s vom Netz N verbleibt ein Teilnetz von der O r d n u n g i— 1, 
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d e n n dieses Teilnetz besi tzt alle f r ü h e r e n i nne ren Knoten, mi t 

a l leiniger A u s n a h m e des Knotens P , der n u n z u m R a n d k n o t e n ge-

worden ist . W i r n e n n e n dieses Teilnetz das z u m Fäche r gehör ige 
i 

R e s i d u u m des Normalnetzes N. F ü r irreduzible Netze wi rd die 

Maschenzahl m des Fäche r s m indes t ens gleich 1 s e i n ; de r Maximal-

wer t von m is t a b h ä n g i g von der S t r u k t u r des Netzes u n d der 
speziellen W a h l der Randfäden . Bei i = 1 darf m = r — 1 ge-
setzt werden, wie es im § 4 geschehen. Die gemeinsame Spitze P 
der F ä c h e r m a s c h e n n e n n e n wi r das Z e n t r u m der a u s g e f ü h r t e n 

Zer legung des Netzes in Fäche r u n d Res iduum, die Zahl m soll 

der I n d e x der Zer legung heissen. f 

Bs ist a l lemal f ü r ein i r reduzibles Normalne tz N möglich, 

das Zen t rum u n d den Index der Zer legung so zu wählen , dass 

d a s Res iduum wieder i r reduzibel wird . Sollte zunächs t a u c h die 

z u m R a n d f a d e n AmAmJrx resp. z u m R a n d f a d e n A-^A0 gehör ige 

Masche die Spitze P aufweisen , so d ü r f e n wir diese Masche z u m 

F ä c h e r hinzuzählen, m. a. W . den Index m u m eine E inhe i t ver-

grössern , solange Amvon A0, resp. A-1 von Am noch verschieden 

is t . Da die Anzahl der Knoten des Netzes endl ich ist , so ge lang t 
m a n auf diese We i se bei f ix ie r t em Z e n t r u m P jedenfa l l s zu 

e inem m a x i m a l e n Index m\ der zugehör ige Fäche r w i rd d a n n 

ein M a x i m a l f ä c h e r . i 
Sollte n u n ein i r reduzibles Normalne tz N n a c h A b t r e n n u n g 

eines Maximal fächers ein reduzibles R e s iduum ergeben, so k ö n n e n 

die Querschni t te dieses Res iduums n u r 

von P , d e m Zen t rum der Zer legung, 
i 

ausgehen , da widr igenfa l l s JV selbst 

s c h o n reduzibel wäre . Diese Quer-

schni t te lassen sich d a n n in wohldef i -
n ie r t e r Aufe inande r fo lge als P Z 1 , P Z 2 , 

, PXq bezeichnen (Fig. 6). Das 
R e s i d u u m zerfäl l t in q -(- 1 Teilnetze, 

von denen e twa das jen ige m i t den 

R a n d k n o t e n Am, Xq, P als „letztes" 
angesp rochen werden kann . E s f ü h r t 
dann in d iesem le tz ten Teilnetz ke in 

Querschni t t m e h r von P zum Rand. Geht m a n n u n von e inem 
F a d e n auf d e m Rande AmXq des letzten Tei lnetzes aus, so l iegt 

d ie Spitze J der zugehör igen Masche n o t w e n d i g i m Inneren dieses 

2* 
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Teilnetzes, weil im einzig denkba ren ande ren Falle, wo AmXqP 
i 

selbst diese Masche wäre, der vorhin vom N abge t renn te F ä c h e r 

ke in Maximalfächer sein könnte . Von J ausgehende F ä d e n 
i 

können den E a n d von N of fenbar n u r auf d e m Bogens tück 
i 

AmXq t r e f fen . N i m m t m a n s ta t t der vor igen Zer legung des N 
eine neue, d iesmal mi t J als Zent rum, so k a n n das zuge-

hörige Res iduum eventuel l n u r noch solche Querschni t te au f -

weisen, die J mit e inem Knoten auf d e m Randbogen AmXq  

verbinden. Wiederho l t m a n wört l ich die oben d u r c h g e f ü h r t e n 

Be t rach tungen f ü r unsere neue Zerlegung, so ge lang t m a n zu 

e inem neuen Teilnetz, welches gleichzei t ig e inen ech ten Teil 

des f r ü h e r be t rach te ten Teilnetzes AmXqP ausmach t , dabei aber 

mi t d e m Randbogen AmXq n u r e inen ech ten Teil g e m e i n s a m ha t . 

In d iesem neuen Teilnetz k a n n ein neuer P u n k t J' als Zen t rum 
i 

einer d r i t t en Zer legungsar t des N g e f u n d e n werden , u. s. f. D a 

die Anzahl der Knoten endl ich ist, so b r i ch t die Ket te en twede r 

ab, i n d e m ein i rreduzibles Res iduum auf t r i t t , — oder man ge-

langt zu einem Teilnetz mit dreieckigem Rand A ^ XSv^ J^-vX Die 

zum Randfaden A ^ g e h ö r i g e Maschenspi tze J " ^ + 1 ) l iefer t 
i 

d a n n eine neue Zer legungsar t des N m i t d e m Index 1. Redu-

zibel k a n n das zugehör ige Re s iduum d a n n sicher n i ch t m e h r 

sein, weil ke in R a n d p u n k t m e h r existiert , m i t d e m das Zen t rum 

jiv+i) ve rbunden sein könnte . Die jedesmal ige Exis tenz von Zer-

l egungen mi t i r reduziblem R e s iduum is t somit ges icher t . 

W i r dü r f en diese Ta tsache auch fo lgende rmassen aus-

sprechen : 
J edes irreduzible Normalnetz i- ter O r d n u n g en t s t eh t 

aus e inem ir reduziblen Normalnetz der O r d n u n g i — 1 durch 
Anhef ten eines Fächers . 

9. Reduktionsformeln für die absolute Farben-
invariante. 

i 

Im irreduziblen Normalnetz N sei eine Zer legung vom 
Index m u m P als Zen t rum a u s g e f ü h r t (Fig. 5). W i r wollen 

i 

die B e r e c h n u n g der absoluten Fa rben inva r i an te N auf die Be-



A XV. 3 Über die Anzahl der Lösungen der Vierfarbenaufgabe 21 

r e c h n u n g von Fa rben inva r i an ten des Res iduums, also eines 

Netzes n iedr igerer Ordnung , zu rück füh ren . 

W ä h l t m a n als A u s g a n g s m a s c h e der Vie r fa rbenbeze ichnung 
eine Masche des Fächers , so h a t m a n laut § 7 f ü r den Fäche r 

am-1 Beze ichnungsmögl ichkei ten A0 = Am, u n d am Möglichkei-

ten A0 4= Am. N u n darf h ierbei jede i m F ä c h e r zu A0 = Am  

f ü h r e n d e Vie r fa rbenbeze ichnung m i t einer jeden Vierfarben-

beze ichnung d e s R e s i d u u m s kombin ie r t werden, sobald 
im Res iduum A0 u n d P ebenso wie i m Fäche r bezeichnet 

erscheinen, dabei i m Res iduum A0 = Am ist. W ä h l t m a n im 

Res iduum das Dreieck mi t der Basis A0P zur Ausgangsmasche , 

so darf f ü r die dr i t te Ecke dieses Dreiecks j e d e d e r b e i -

d e n noch übr igen Beze ichnungen V e r w e n d u n g finden, d. h. 
i—1 

man hat 2 . N ^ a a } Vierfarbenbezeichnungen des Residuums 

zur V e r f ügung . Mit den a m _ i Beze ichnungen des Fäche r s kom-
i—i 

biniert ergibt dies 2a m _i i V ^ ^ A } Bezeichnungen f ü r das Gesamt-

netz. Hinzu t re ten noch die Beze ichnungsar ten A0 4= Am, deren 

es im Fäche r am g i b t : ana log d e m in § 4 bei der Able i tung der 
Formel (13) angewandten Ver fahren kommt man z u d e m Schluss, 
dass jede der letztgenannten Vierfarbenbezeichnungen des Fächers 

)'—1 i—1 
mit N — N ^ a a ^ j des Residuums zu kombinieren ist, wodurch 

ji~ i i-1 i 
also am\N—N^aa Vierfarbenbezeichnungen des Gesamt-

netzes entstehen. Es ist daher 

N = 2am-t Nf-JrA o A j + am jiV — i V ^ ^ } . (36) 

Schreibt man auf Grund von (15) am -(- sm f ü r 2« m _ i , so erhäl t 
m a n hieraus 

N= amA7-f BmlNf-JrA^Aj . (37) 

Zur Kontrolle der somit g e f u n d e n e n Redukt ions formel wen-
den wir sie auf den Fal l i = 1 an, wo das Res i duum ebenfal ls 

ein Fächer , u n d zwar mi t r — m Maschen ist. Man hat dann 
in diesem Residuum 
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N(+A0Am) — ar-n-l> N(+A„Am) + { ^ — J j = 

ar—m—1 ~h ar—m ^ ^ 

zu setzen; hieraus folgt nach (37): 

i 
N = cxm(o.r—m—j -j- cxr—m) -f- S cxr—m—^ = 

= ar—m—^ (am -j- e ) -|- CimCir_m = (39) 

= 2cir—m—i cxm—j -j- CXmClr—m = cxr—j ? 

wenn (Id) und (32) zu Hilfe genommen werden. Dieses Resultat 
ist mit dem f rüher im § 7 gefundenen identisch. 

Die Formel (37) gilt allgemein, unabhängig davon, ob das 
Residuum reduzibel ist oder nicht. Wie schon f rüher (§ 8) be-
merkt, kann das Residuum nur solche eventuelle Querschnitte 
enthalten, die im Zentrum der Zerlegung, d. h. in P münden, — 
vorausgesetzt, dass das Gesamtnetz i-ter Ordnung selbst irredu-
zibel ist. Mit Hilfe von (6) und (16) lässt sich (37) so erweitern, 
dass nur die irreduziblen Teile, in welche das Residuum dank diesen 
Querschnitten zerfällt, berücksichtigt zu werden brauchen. N immt 
man die Existenz von q Querschnitten PX1, P Z 2 , . . . , P Z 3 an 
und verwendet zur Unterscheidung der q - f 1 Teile, in die 
das Residuum zerfällt, oben angesetzte Indizes, so hat m a n 

i—1 

in (37) N durch die rechte Seite von (6), und gleich-
i—1 • 

zeitig A ) durch die rechte Seite von (16) zu ersetzen. 
i 

M. a. W., um N zu erhalten, hat man die mit am multiplizierte 
rechte Seite von (6) zu der mit e m multiplizierten rechten Seite 
von (16) zu addieren. Hierbei lässt das aus (6) erhaltene 
Glied sich mit dem letzten Summanden aus (16) vereinigen, 
wodurch dann der Koeffizient 2«ctm-|- smaq entsteht. Es ist aber 
aul Grund von (31), (15) und (32): 

2 am "4~ e ®q (*¾ ~f- "I- (2cW—1 ®in} ®q 

~ a,n 2ctWi-I aq ®m-\-q • 
(40) 
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Man ge lang t dahe r zur Fo rme l 

N=aM+qN'N" ...N(<1+1) + 

+ '(+A0XOn''VH-X1X2) • • • ^(+iXqAm) + 

+ S8-1Sm+1 2N'N"(+Xixs) .. Nc(1^xIAm) + ^ 

+ Ss-V+2 ZN'N"N"'(+X2Xs). . N + 

+ + 
+ e'"+"2N'N" . . . N^ N ^ a j , 

wo die unter den Summenzeichen zusammengefass ten Komplexe 
sämt l iche P roduk t e von Jc absolu ten u n d q - j - 1 — h bedingten 
Farbeninvarianten enthalten, sobald 3 2 - k £ w + f c der Koeff izient des 

Komplexes ist. 

IO. Reduktion bedingter Farbeninvarianten. 

Zur B e s t i m m u n g der absolu ten Fa rben invar i an te N re ichen 

die Fo rme ln (37) resp. (41) noch n i ch t aus, weil dor t r e c h t s 

b e d i n g t e Fa rben inva r i an ten auf t r e t en , welche gle ichfal ls e ine 

Redukt ion er fordern . Da n a c h § 8 das Residuum, in dem 
diese bedingten Farbeninvarianten auftreten, stets als irreduzibel 
angenommen werden darf, so g e n ü g t es wiederum, Redukt ions-

fo rmeln b e d i n g t e r Fa rben inva r i an t en ausschl iess l ich f ü r 

i r reduzible Netze aufzustel len. 
In d e n Fo rme ln des vor igen P a r a g r a p h e n bedeu te t en A0, Am  

zwei R a n d k n o t e n eines, jetzt als i r reduzibel vorausgesetz ten , Nor-
malnetzes (i—l)-ter Ordnung; dabei erschienen A0, Am mit einem 
„zwischenl iegenden" Randkno ten P benachbar t , d. h. d i rek t ver-
bunden . W i r vera l lgemeinern unse re nächs t l i egende A u f g a b e 

etwas, i n d e m wir die letzte B e d i n g u n g fal len lassen, m i t h i n eine 
a l lgemeinere relat ive Lage von A0, Am auf d e m Rande eines 

i r reduziblen Normalnetzes , dessen O r d n u n g n u n wieder d u r c h i be-
zeichnet sein soll, ges ta t t en . Die N a m e n dieser be iden ausge-
zeichneten Knoten sollen zwecken t sp rechend abgeände r t werden . 

F ü h r t m a n eine Zer legung in F ä c h e r u n d Res iduum aus, so h a t 
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m a n drei prinzipiell verschiedene Lagenmögl ichke i t en des ausge-
zeichneten K n o t e n p a a r e s : 

1) beide Knoten, jetzt R1 u n d R2 genann t , k ö n n e n d e m 
Rande des R e s i d u u m s angehören (Fig. 7); 

2) beide Knoten, jetzt F1 u n d F2 genann t , k ö n n e n dem 
Rande des F ä c h e r s angehören (Fig. 8) ; 

3) einer der be iden Knoten, R, k a n n z u m Rande des 

R e s i d u u m s , der andere , Ft z u m Rande des F ä c h e r s 
gehören. 

^ OL o 

KXr 
i 

V - X _ • ' 
ö l v ^ . 

Es sei bemerk t , dass m a n d u r c h Verk le ine rung des Index m 

der Zer legung s te ts zum ers ten Fall ge langen kann , — jedoch 
darf dann nicht mehr allemal das Residuum als irreduzibel vor-
ausgesetzt werden; hierdurch entstehen anderweit ige Komplika-
tionen, die unserer Fallunterscheidung äquivalent sind. 

Die B e h a n d l u n g des e rs ten Falles, d. h. die B e s t i m m u n g 
i 

einer Redukt ionsformel f ü r ^ , ges ta l te t sich höchs t ein-

fach, da zu den Vorausse tzungen, un te r denen (37) abgelei tet 
war , bloss die e rgänzende Nebenbed ingung h inzukommt , dass im 
Res iduum R1 == R2 zu berücks ich t igen ist . Die en t sp rechende 

A b ä n d e r u n g in (37) l iefert d a n n 

i i—1 i—1 
N(+BxB2) = N(+RlR.) + ZmNcJrBlR^ (+A0Am) • (42) 

Hierzu ist nun noch zu bemerken, dass die beiden Paare R1R2  

und A0Am auf dem Rande des Residuums s i c h n i c h t g e g e n -
s e i t i g t r e n n e n . Wohl aber k önnen die Knoten R mi t den 

t F l , . 8 . 
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Knoten A zusammenfallen, oder auch beide R untereinander zu-
sammenfallen ; im letzteren Falle ist die Forderung R1 = R2 von 
selbst erfüllt, d. h. wird mit N identisch. 

W i r w e n d e n u n s n u n zur zwei ten A n n a h m e . Es sei f die 

Anzahl der Maschen i m Fächer te i l PF1F2. D e n k t m a n sich s ta t t 

der ta t sächl ich a u s g e f ü h r t e n Zer legung zunächs t n u r eine Ab-

t r e n n u n g dieses Fächer te i les vo rgenommen , so darf m a n die f ü r 

den ers ten Fal l gül t ige Formel (42) anwenden , wobei F1 an Stelle 

von R1 u n d ^40, u n d zugleich F2 an Stelle von R2 u n d Am zu 

setzen ist . Da N(J r XY)(J r XY) of fenbar dasselbe bedeu te t wie 

A7^_xY> s o folgt auf diese W e i s e : 

% i—1 i—1 
N(JrFlR2) = % A t /

( + F i F 2 j + £f N ' ( + F i F 2 ) = 
( 4 3 ) 

= iaf + sf)N'(+FiF2) . 

i 1 
Der Str ich bei N soll andeu ten , dass n icht das Res iduum 

f ü r den Zer legungs index m, sondern das jen ige f ü r den Index f 

gemein t ist. In le tz terem Res iduum s ind n u n aber s icher noch 

mindes t ens m — f von P ausgehende Querschnitte vorhanden, 
näml ich die zum Fächer te i l PF1F2 nich t zäh lenden Rippenfäden 

des Gesamtfächers PA0Am. Benutz t m a n d e m e n t s p r e c h e n d die 

Formel (16), so zeigt sich, da f ü r Dreiecke N = l , A^_|_xr) = 0  

wird (letzteres un t e r A n n a h m e n ich t - zusammenfa l l ende r X, Y), 

Nf(JrF1F2) = N(+A0Am) + On-f N > (44) 

denn es verbleiben d a n n in der r ech ten Seite von (16) n u r die-
jenigen be iden Glieder, die ke ine bed ing te Fa rben inva r i an te eines 
Dre iecks als Fak to r en tha l ten . AVird dies in (43) e ingeführ t , so 

f i nde t m a n mi t Hilfe von (15) 

N(JrF1F2) = 2tV-I («m-fA7 -j- sm~f J j , (4;>) 

womit auch die zweite Annahme erledigt ist. Es unter-
scheidet sich die Formel (45) von (42) dadurch, dass sozusagen 
f Fächermaschen gestrichen sind, dafür aber der Faktor 2«/_t 
hinzukommt. 
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11. Untersuchung- der dritten Annahme. 

Zur Able i tung der Redukt ions formel bei der d r i t t en An-
n a h m e bedarf es einiger Vorbere i tungen . 

W i r be t r ach ten zunächs t ein r e d u z i b l e s Normalnetz , von 

d e m der Querschni t t PA1 (Fig. 10) eine dre ieckige Masche PA1A0  

ab t renn t . Das danach verble ibende Teil-

netz II is t von derse lben Ordnung , wie das 

Gesamtne tz ; wir kennze ichnen seine Fa rben-

invar ian ten d u r c h St r ichelung, w ä h r e n d f ü r 

das Gesamtnetz die gewöhnl iche Beze ichnung 

ohne Str ich ve rwende t we rden soll. 

Sind R1, R2 zwei R a n d k n o t e n von II, 
f ü r die R1 s= R2 gefo rde r t wird, so is t so-

for t ersicht l ich, dass jede derar t ige Vier farben-

beze ichnung von II noch mi t den 2 fre ibleiben-

£•. j den Bezeichnungsarten der Spitze A0 kombi-
1 S ' ' niert werden darf. Dies f ü h r t zur Relat ion 

NC^R1R2) = ^'(+R1R2) > (46) 

die in gewissem Sinne eine Vera l lgemeine rung von (5) dars te l l t . 

Ist n u n aber R ein bel iebiger der be iden Knoten R1, R2, 

u n d wi rd N(J rA0R) gesucht , so h a t m a n zu beachten , dass die-

jen igen u n d n u r d ie jenigen Vie r fa rbenbeze ichnungen von II in 
Be t rach t k o m m e n , welche R + A1 u n d zugleich R 4= P l iefern. 
Da du rch die F o r d e r u n g A0 = R die Beze ichnung von A0 d a n n 

schon e indeut ig vorgeschr ieben ist, so f ü h r t jede dieser Vier-
f a rbenbeze ichnungen von II auch zu einer u n d n u r einer 
bed ing ten Vie r fa rbenbeze ichnung i m Gesamtnetz . Wei l n u n eine 
Vie r fa rbenbeze ichnung m i t der Neben fo rde rung R = A1 not-
wendigerweise R 4= P forder t (sonst w ä r e n näml ich die be-

n a c h b a r t e n Knoten P u n d A1 ident i sch gefä rb t , w a s n i ch t 

angeht) , so ge lang t m a n zur Formel 

N(+RA0) = ^'(-RA1) (-RP) = 
(47) 

= — N'(+RAL) — N'(-+RP) • 
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Die Formeln (46) und (47) sollen nun verallgemeinert werden 
für den Fall der Existenz von q Querschnitten PA1, PA2, . . ., 
PAq, die vom Gesamtnetz der Reihe nach q Dreiecke abtrennen 
und ein Restnetz II übrig lassen (Fig. 11). Sind R1, R2 wieder 
Randknoten von II, so erhält man durch vollständige Induktion 

N(JRRLR2) = 2? NR(JTRLR2) , (48) 

als Verallgemeinerung von (46). Gleichfalls durch vollständige 
Induktion beweisen wir ferner die Relation 

NftHA0) = aq {W — N'C+RP)} + SQNr(JtRAq) = 
(49) 

= %N'(_RP) + BqNr(JrJiAq) > 

wo R jeden der Punkte R1, R2 bedeuten 
kann. Bei q= 1 folgt (47) als Spezialfall 
aus (49). Ist (49) f ü r irgendein q stets 
gültig, so hat man im Falle der Existenz 
eines (g'-f-l)-ten Querschnittes P A q j r i , der 

von II noch ein Dreieck abspaltet, auf 
Grund von (46) und (49): 

N(JrRA0) = aq {2N" — ZNrr(JrRP)I + 

+^{N"-N"(+RA^)-N"(+np)i . 
(50) • 1f . 

wobei der Doppelstrich bei den Farbeninvarianten rechts das 
nach Abtrennung der Masche PAqAq+1 von II verbleibende Teil-
netz charakterisiert. Auf Grund von (15) erhält man hieraus 
sofort: 

N(JRRA0) = a9+l \N"—N"(JtRP^ + eq+1N"(+RAq+1) • (51) 

Damit ist die Allgemeingültigkeit von (49) bewiesen. 

Wir bemerken ferner, dass in dem Falle, WTO noch andere 
Nebenbedingungen der im § 2 erwähnten Gattungen auftreten, 
jedoch nur solche, die sich nicht auf die Knoten A0, A1, A2, 
. . ., A q - i beziehen, sondern nur Randknoten des Teilnetzes II 
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berücks ich t igen , sämtl iche Be t rach tungen , die zu den Fo rme ln 

(48), (49) füh r t en , sich W o r t f ü r W o r t wiederholen lassen, 

n u r m ü s s e n rech ts in den Fa rben invar i an ten von II die neu 

h inzuge t re tenen Nebenbed ingungen konsequen t h inzugenommen 

werden. Fa s s t m a n die neuen Nebenbed ingungen der e rs ten Gat-

t u n g (§ 2) kurz unter dem Symbol diejenigen der zweiten 
Gattung unter dem Symbol ( — L) zusammen, so k önnen wir s ta t t 

(48) u n d (49) folgende, noch a l lgemeinere Relat ionen s c h r e i b e n : 

N(+M) (-L) (+R1R2) = ZqN'(JrM) ( _ L ) (+R1E2) , (52) 

N1 (+M) (—L) (+RA0) 

<k< V v (+M)(-L) — N (+M)(-L)(+RP) } jTBqN' 

(53) 

(+M)(-L)(+RAQ) • 

Die dritte Annahme des vorigen 
Paragraphen läss t sich n u n leicht er-

ledigen. A n Stelle der ta tsächl ich aus-

g e f ü h r t e n Zer legung (Fig. 9) f ixieren 

wir zunächs t eine solche, die n u r 

den Fäche r PFAm abspal te t . Ist d 

die Anzahl der Maschen i m Fächer -

teil PFA0, so wi rd der Index dieser 

Hi l fszer legung gleich m — d, und es 
darf (42) angewandt werden. Man 
erhält so 

i i—1 i—1 

N+FR) = N'(+FR) £m~d (+FR) (+FAJ > (oi) 

wobei die S t r i che lung rech ts andeute t , dass es sich u m Farben-
invar ian ten des Res iduums der H i l f s z e r l e g u n g handel t . Auf 
Grund von (53) ist jedoch 

^ (+FR) ~ aä { 1 N - l N c J r R P ) J - f SdN(+RA0) > (55) 

N'(jrFE)(+FAm) = N(+FR) (+RAm) = 

j J—1 i—1 ^ i—1 
a * \ N (+RAJ-N (+RAm) (+RP) j + ( A q R ) (+RAJ > 
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denn die Forderungen F = R, F=Am, sind den Forderungen 
F = R, R = Am gleichbedeutend. Werden (55) und (56) in (54) 
eingeführt, so erhält man die gesuchte Reduktion der Farben-
invariante für die dritte Annahme: 

NCF FR) = AM-D ad I V V(+BP) j + ad W(+RAM) + 

+ a * _ d s d N ( + A o R ) + em~d sd N(+AoR) (+RAJ • ( } 

12. Die Auslese. 
Auch die Formeln der beiden letzten Paragraphen geben 

noch nicht die Möglichkeit einer stets anwendbaren rekurrenten 
Berechnung der Farbeninvarianten, weil die Anzahl der Neben-
bedingungen, die im Residuum zu erfüllen sind, wächst und die 
gegenseitige Lage der zu berücksichtigenden Randknotenpaare 
sich zu komplizieren scheint. Wir werden jedoch sehen, dass alle-
mal nur solche Paarkombinationen in Betracht gezogen zu werden 
brauchen, in denen k e i n e z w e i P a a r e a u f d e m R a n d e 
d e s N e t z e s s i c h g e g e n s e i t i g t r e n n e n . Einen solchen 
Komplex ausgezeichneter Randknotenpaare wollen wir fernerhin 
eine A u s l e s e nennen. Ist die Anzahl der Paare einer Auslese 
gleich null, so reden wir auch von einer v e r s c h w i n d e n d e n 
Auslese. Enthält die Kombination ein einziges Paar, so ist sie 
stets eine Auslese. 

Eine Auslese kann p o s i t i v e Paare (-{-AB) und n e g a t i v e 
Paare ( — X Y ) enthalten, — erstere fordern in der Vierfarbenbe-
zeichnung A = B, letztere X 4= Y. Jedenfalls bilden aber dann 
sowohl die positiven Paare für sich allein, als auch die nega-
tiven Paare allein schon eine Auslese; erstere möge kurz mit (-}-M), 
letztere mit (—L) bezeichnet sein. Sind {-+-AB) und {-+AC) in der 
Auslese vorhanden, so ist damit eo ipso die Forderung B=C 
gestellt, — ohne dass (-+-BC) in ausdrücklich genannt zu 
sein braucht; ja es kann vorkommen, dass (-[-BC) in (H-Jf) gar 
nicht genannt werden d a r f , weil (H-M) der Definition der Aus-
lese dann nicht mehr genügen würde. Wir nennen allemal das 
Paar BC ein von (~\-M) a b h ä n g i g e s Paar, gleichviel, ob es in 
(+ M) ausdrücklich genannt ist oder nicht; allgemeiner soll 
ein Paar PQ ein von {-\-M) abhängiges Paar heissen, sobald 
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P=Q eine l o g i s c h e 4 ) Konsequenz der in ( + i f ) enthaltenen 
Forderungen ist, ohne Bezugnahme auf Relationen geometrischer 
Natur. Widrigenfalls ist (PQ) ein von (-\~M) u n a b h ä n g i g e s Paar. 

Sollte ein in (—L) genanntes Paar von (+.M) abhängig sein, 
so wird die gleichzeitige Erfüllung der Forderungen (+2f ) (—L) 
aus rein l o g i s c h e n Gründen unmöglich. Wir sagen dann, die 
Auslese (—J-il/) (—L) enthalte einen W i d e r s p r u c h . Sind die 
beiden Knoten eines von (-fi^) abhängigen Paares benachbart, 
d. h. durch einen Faden des Netzes direkt verbunden, so ist schon 
die Forderung (-\-M) unerfüllbar. Auch hier sprechen wir von 
einem in der Auslese enthaltenen W i d e r s p r u c h . 

Eine Auslese (-\-M)(—L) soll w i d e r s p r u c h s f r e i heissen, 
sobald sie keinen der beiden hier genannten Widersprüche ent-
hält. Auf die wichtige Bedeutung dieses Begriffs kommen wir 
am Schluss der vorliegenden Arbeit noch zu sprechen. 

Unser nächstes Ziel ist zu zeigen, wie sich die Berechnung 
der -durch eine A u s l e s e bedingten Farbeninvariante eines irredu-
ziblen Normalnetzes i-ter Ordnung auf die Berechnung wiederum 
durch A u s l e s e n bedingter Farbeninvarianten des Residuums redu-
ziert. Es genügt hierbei die Reduktion für den Fall einer aus-
schliesslich p o s i t i v e n Auslese zu kennen, da, wie gleich be-
wiesen werden soll, die Beziehung 

t 
N(+M) (-L) = N(+M) —£W(+M) (+XflYfl) + 

t 

+ V f J (+XVYv> + 

/I^=V (58) 

+ + 

+ St N(+M) (+XlYiJftX2Y2) .... ftXtYt) 

besteht, wenn (—L) sich aus den Paaren (—Z1F1), (—Z2F2), 
. . . ., (—XtYt) zusammensetzt. Aus (58) lässt sich die Farben-
invariante für eine beliebige Auslese berechnen, sobald man 
sämtliche Farbeninvarianten für p o s i t i v e Auslesen kennt. 

Die Richtigkeit der Relation (58) erkennt man durch voll-
ständige Induktion. Für t = 1 ist sie offenbar richtig, — wir 

4) D. h. eigentlich, sobald P = Q aus der Forderung (-(-M) allein auf 
Grund der Transitivität des Begriffs der Identität folgt. 
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haben sie in diesem Falle auch schon in der speziellen Form, wo 
(-\-M) verschwindet, früher benutzt. Ist (58) aber für t richtig, 
und wird dann (—L) um ein Paar (—Xt+i Yt+i) bereichert, so 
hat man jedenfalls 

(59) 
= N(+M)(-L) — N(+M)(-L)(+XT+1YT+1) » 

wie eine einfache Überlegung zeigt. Wird dies nun mit (58) 
verknüpft, so folgt 

N(+u) (-L) (-XmYtJrl) = X(+M) —^(+M) (+XftYft) + 

+ + 
+ e ' N ( + M j ( + L ) — N ( + M ) ( + x ^ i Y t j r l ) . + (60) 

t 
+ ^(+M) (+XtjrlYm),(+XftYft) + + 

+ s'+1 N(+M)(+X,+1Yl+lH+L) • 

Anders geschrieben lautet hier die rechte Seite: 

t+i '+i 
N(+M) —^Jf(+m +^N(+M)(+X!1Yfl)(+XvYr) — 

— + (61) 

+ s ' + 1 n ( + m ) ( + X 1 Y 1 ) ( + X 2 Y 2 ) . . . . r + x m r , + 1 j • 

Da dies wieder vom Typus (58) ist, so ist die Formel bewiesen. 
Beiläufig sei bemerkt, dass zugleich mit (58) auch die so-

zusagen polare Relation 

t 
K(+M)(+L) = N(JRM) — ( + M ) (-XFLYFX) + 

t 
+„ tLfr-MO (-Xfl Y ) (-XvYv) + 

(82) 

4- + 

+ Sf N(JrM) (-X1Y1) (-X2 Y2) .... ( - X t I V 
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gilt, wie durch vollständige Induktion bewiesen werden kann. 
Auch allgemeinere analoge Beziehungen lassen sich ohne Schwie-
rigkeiten angeben. 

13. Reduzierte Masehenzahlen im Fächer. 

Es sei auf dem Rande eines irreduziblen Normalnetzes eine 
positive Auslese fixiert. Wie verteilen sich die Komponenten 
der entsprechenden Knotenpaare auf Fächer und Residuum bei 
einer gegebenen Zerlegung dieses Netzes? 

Die Knotenpaare der Auslese zerfallen in 3 Kategorien: 
1) ein Knoten des Paares kann auf dem Fächer, der andere 

auf dem Residuum liegen; wir fassen solche Paare kurz unter 
dem Symbol (FE) zusammen; 

2) beide Knoten des Paares können dem Fächer angehören; 
diese Kategorie werde durch das Symbol {FF) gekennzeichnet; 

3) beide Knoten des Paares können auf dem Residuum 
liegen; als Symbol dieser Kategorie diene (ER). 

Wir zählen die Paare (FE) in der Reihenfolge der Knoten F 
auf dem Fächerrande ab, indem wir auf diesem Fächerrande 
eine Fortschreitungsrichtung fixieren und die J1-Knoten dieser 
Paarkategorie in der durch diese Richtung bestimmten Reihen-
folge als Fv F2, F3, . . ., Ft bezeichnen. Es ist hierbei möglich, 
dass eventuell Ffl mit FflJri zusammenfällt; man kann die Be-
zeichnung aber stets so wählen, dass gleichzeitig die zugehörigen 
.ß-Knoten, die demnach E1, E2, Es, . . ., Et wären, auf dem 
Rande des Residuums aufeinanderfolgen, wobei allerdings be-
nachbarte E dieser Reihenfolge auch zusammenfallen können. 
Die zugehörige Fortschreitungsrichtung auf dem Residuumrand 
ist der auf dem Fächerrand gewählten Richtung entgegengesetzt. 
Ist Ffi von FfiJrV verschieden, so kann EfiJrV auf dem Residuum-
rand nicht dem Knoten Efjl vorangehen, weil sonst die Paare 
(FftEfi) und (FfiJrvEfi^v), gegen die Annahme, sich gegenseitig 
trennen würden. Sind aber Ffl und F f l J r v identische Knoten, so 
müssen Efi, Efi^1, Efi^2, • . Efi^v sicher untereinander verschie-
dene Knoten sein; ihre Reihenfolge bestimmt dann die Numera-
tion der (zusammenfallenden) Knoten Ffi, F f i J r i , F f i J r 2 , . . ., F f l J r v . 

Die somit wohldefinierte Abzahlung der Paare (FE) teilt sowohl 
den Fächerrand, als auch den Residuumrand in nicht übereinander-
greifende Teilbögen; verwendet man zur Bezeichnung der Fächer-
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enden, d. h. der früher A0 und Am genannten Knoten, wo 
Fächerrand und Residuumrand zusammenstossen, gleichbedeu-
tend F0 oder R0 statt A0, Ft+i oder Rt+1 statt Am, so sind 
die Fächerrandteile entsprechend F0Fi, FxF2, . . . ., Ft-iF, 
Ft Ft+1, und die Residuumrandteile R0R1, R1R2, . , 
Rt-xRt, RtRt+1. Einzelne dieser Teilbögen können in einen 
Knoten ausarten. Die Gesamtheit der Teilbögen erschöpft den 
ganzen Netzrand. 

Beide Knoten eines Paares der Kategorie (FF) müssen dann 
jedenfalls ein und demselben Teilbogen FfxFfxjrl des Fächerrandes 
angehören, weil widrigenfalls dieses Paar aus (FF) entweder das 
Paar (FfxRfx) oder das Paar (Ffx^Rfxjrl) trennen würde. 

Ebenso erkennt man, dass beide Knoten eines Paares der 
Kategorie (RR) ein und demselben Teilbogen RfxRajrl des Resi-
duumrandes angehören müssen, weil sonst dieses Paar entweder 
(FfxRfx) oder (Ffl^Rfijrl) trennen würde. 

Es verteilen sich also sowohl die Paare (FF), als auch die 
Paare (RR), nach der Zugehörigkeit zu Teilbögen des Netzrandes 
in Komplexe. Jedem Paar (FF) entspricht ein Teilfächer, dessen 
Enden die Knoten dieses Paares sind; die Maschen dieses Teil-
fächers mögen als zu diesem Paare gehörige Maschen bezeichnet 
werden, ihre Anzahl nennen wir die M a s c h e n z a h l des Paares. 
Analog entspricht jedem Randbogen Ffx Ffxjrl ein Teilfächer mit 
zugehöriger Maschenzahl. 

Wir bezeichnen die Paare (FF) in irgendeiner Anordnung 
als (O1H1), (GoH2), . . ., (OsHs). Die zu zwei solchen Paaren 
gehörigen Teilfächer besitzen entweder keine gemeinsamen 
Maschen, — wir sprechen dann von n e b e n e i n a n d e r gele-
genen Paaren, — oder aber es ist einer der beiden Teilfächer ein 
echter Teil des anderen, — die Paare sollen dann ü b e r e i n -
a n d e r gelegen heissen. Letzterer Fall kann nur dann eintreten, 
wenn beide Paare dem gleichen Teilbogen FfxFfxjrl angehören. 
In der Fig. 1*2 sind (G1Hx) und (G2H2) übereinandergelegene, 
(OxH1) und (O3Hs) nebeneinandergelegene Paare. Da die Anzahl 
der Knoten im Netz endlich ist, so lassen sich unter den (FF) 
stets sicher solche Paare finden, deren zugehörige Maschen nicht 
alle gleichzeitig ein und demselben anderen Paare aus (FF) an-
gehören. Wir bezeichnen solche Paare als M a x i m a l p a a r e 

3 
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in (FF). Desgleichen existieren allemal solche Paare in (FF), 
zu welchen kein anderes Paar aus (FF) angebbar ist, dessen zu-
gehörige Maschen einen echten Teil der Maschen der erstge-
nannten Paare ausmachen; diese Paare mögen M i n i m a l p a a r e 
Heissen. Nennt man bei zwei übereinandergelegenen Paaren das-
jenige, dessen Teilfächer kleiner ist, das n i e d r i g e r e Paar, 
das andere das h ö h e r e Paar, so besitzt ein Maximalpaar 
also kein höheres, ein Minimalpaar dagegen kein niedrigeres Paar 

Teilfächers nennen wollen. Für die Fig. 12 sind z. B. die 
reduzierten Maschenzahlen der Paare (G1H1), (G2H2), (GsH3) 
entsprechend 3, 2, 2. Die bei der Bestimmung der reduzierten 
Maschenzahl zu zählenden Maschen sollen die r e d u z i e r t e n 
M a s c h e n des betreffenden Paares heissen. 

Analog definieren wir die reduzierte Maschenzahl des Bo-
gens F f iF f i j r l als Anzahl derjenigen Maschen (in der Fig. 12 
schraffiert), die für diesen Bogen noch verbleiben, nachdem man 
alle Maschen fortlässt, die Paaren aus (FF) angehören. 

Enthält der Bogen Ffi Ffi^ insgesamt d Maschen, sind 
dabei , <p2, . ., cpk die reduzierten Maschenzahlen der zu 
diesem Bogen gehörigen Paare aus (FF), bedeutet ferner Q 
die reduzierte Maschenzahl des Bogens Ffi Ffijrl, so gilt die 
evidente Relation: 

in (FF). Ein und dasselbe 
Paar kann hierbei gleich-
zeitig Maximal- und Minimal-
paar sein. 

Streicht man von den 
Maschen eines Paares (GvHv) 
alle diejenigen, die zugleich 
niedrigeren Paaren angehören, 
zählt dann die noch verblie-
benen Maschen von (GvHv), 
so kommt man zu einer An-
zahl, die wir die r e d u z i e r t e 
M a s c h e n z a h l des Paares 
(GvHv) resp. des zugehörigen 

<Pi + + fPs + ~f" Vk "I" ö — ^ • (63) 



A XV. 3 Über die Anzahl der Lösungen der Vierfarbenaufgabe 35 

14. Verallgemeinerung' früher abgeleiteter Hilfs-
formeln. 

Wir schreiten nun zu einer Verallgemeinerung der For-
meln (48), (49). 

Die bedingten Farbeninvarianten in diesen Formeln berück-
sichtigen nur je e i n Knotenpaar der betreffenden Netze. So figuriert 
in (48) das einzige ausgezeichnete Knotenpaar (R1R2) — s. Fig. 11. 
Wählt man statt dessen aber nun eine auf dem Restnetz II gele-
gene beliebige Auslese (RR), so lassen sich die Erörterungen des 
§ 11 Wort für Wort wiederholen, nur muss statt (R1R2) die ge-
samte positive Forderung (+Äi2) berücksichtigt werden, womit 
man zur Formel 

NftRB) = ZqWftRR) (64) 
gelangt. 

Es sei analog bei (49) ausser der Forderung (-j-iLi0), die wir 
nun (H-JS1^0) schreiben wollen, noch eine auf dem Restnetz Il 
gelegene Auslese (+-SÄ) zu beachten, jedoch von der speziellen 
Art, dass das Paar (-K1^t0) keines der Paare (RR) trennt, so dass 
also auch die Vereinigung ( Ä ^ ) (RR) eine Auslese darstellt. 
Durch wortgetreue Wiederholung der entsprechenden Ausführun-
gen des §11, unter Berücksichtigung der Nebenforderungen (-f-RR), 
erkennt man die Richtigkeit der Formel: 

NftB1A0) C-f-BR) 

= °"i {N'(+BR) — N'ftBB) ftR1P)} + ^N'ftBR) (+R1Aq) • 

Hier wäre noch zu beachten, dass (R1P) ein Paar aus (RR), 
ebenso (R1Aq) ein Paar aus (RR) nur dann auf dem Rande von 
II trennen kann, wenn (R1A0) dasselbe Paar aus (RR) auf dem 
Rande des Gesamtnetzes trennt. Es bilden daher die Paarkom-
binationen (RR) (R1P) und (RR) (R1Aq) auf dem Rande von II 
wieder Auslesen. 

Im Spezialfall, wo R1 mit Aq zusammenfällt, ergibt (65): 

A q A0) (+RR) 

= {N'ftRR) — N'(+BB) (+AqP)} + S<LN'(+BR) (+AqAq) = 

= aq -f (+RR) = 2aq-iN'(-^_RB) , (66) 

3* 
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weil die Forderung (-}-AqP) einen Widerspruch enthält (vgl. §12), 
und (+AqAq) von selbst erfüllt ist. 

Es werde nun den bisherigen Forderungen noch die Bedin-
gung Aa = Ad+f hinzugefügt (Fig. 13); dabei bildet offenbar so-
wohl (BB) (AdAd f ) als auch (BB) (AqB1) (AdAdJrf) eine Auslese. 

Die Berechnung von IrAdAdjrf) (+RR) kann schrittweise 

ausgeführt werden, indem man vom Gesamtnetz zuerst den 
d-maschigen Teil A0PAd abtrennt 
(die Farbeninvarianten des zuge-
hörigen Restnetzes seien durch 

j Tripelstrich gekennzeichnet), — 
I hierauf noch den f- maschigen 

s ' Teil AdPAdJrf abtrennt (für die 
Farbeninvarianten des Restnetzes 
der Doppelstrich), endlich die 
noch übrigen q—d—f Maschen 

ß* 1¾ ^ e s Teiles AdJrfPAq abtrennt (für 
3' das Restnetz der einfache Strich). 

Auf Grund von (64) und (66) findet man dann: 

N(+A1Aim) (+RB) = 2"N"'(+A,A^f) (+RR) = 

•=2". 2o,_, N"(+BB) = 2" . 2 a , . 2*-« - 'N ' ( + S B ) = («?) 

= 2 « - ' . ( J r J a t j . 

¥ 

Analog berechnet sich N(+AoR1)(+A{AiI+()(+RR) : 

^(+AaRl) (+AiAi^_f)(+RR) = 

= +AaAajrt) (+RR) — N"'(+AlAijrt) (+R1P) (+RR)} + 

+ £*N'"(+AlAnf) (+R1Ad) (+RR) = (68> 

= 'iat-llai{N"(+RR) — N"(+R1P)(+RR)}Jre<>N"(+Ai , 

denn die Forderung ( - [ - A d A d J r f ) (+-B-B) (-f-B lAd) ist mit (-[-AdAdJrf) 

( jTBB) (jTB1Aa^t) gleichbedeutend. Der letzte Schritt ergibt 
dann, unter Anwendung von (64) und (65): 
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N(+A0R1)(+ADAD+F)(+RR) = 

= 2(V_i j ad W-d^f {N'(+BR) — Nf(^RiP) (+RR)} + (69) 

+ £ d [ a ^ - / ' { ^ r V + Ä - K ) — ^ V + Ä 1 p ; c + B B ; } 4 " 8 , ~ d ~ / ^ V + Ä i ^ ^ ^ + Ä B ) ] } • 

Benutzt man hier die Relation (58) zur Einführung negativer Be-
dingungssymbole, so findet man bei N'c+bbj) C-E1P) den Koeffi-

zienten 2 i - d - fa d - \ -8 d a q _ d _ f . Nun ist aber 

2"<V + v " = 2 ¾ + av (2a„_, — «„) = (2* — a v ) % + 2a ̂ a r = 

= av+i % + 2a,,-i av = a^jrV > (70) 

auf Grund der Formeln (15), (31) und (32). Somit erhält man: 

N(+A0R1) (+ADADJRF) (+RR) ^ 

= Zaf^1 {aq_fN'(+RR)(_RiP)St-fNf(^RR)(+RiAq)j . 

Diese Formel unterscheidet sich von (65) nur dadurch, dass 
statt der Maschenzahl q des Fächers A0PAq die r e d u z i e r t e 
Maschenzahl (§13) q—f genommen, und ausserdem der Faktor 
2a/_-i hinzugefügt ist. 

15. Weitere Verallgemeinerungen. 

Statt des einzigen ausgezeichneten Paares AdAd+f möge nun 
auf dem Rande des Fächers A0PAq eine positive Auslese von 
Paaren (-{-Q Hfl) festgelegt sein; wir bezeichnen diese Auslese 

analog dem § 13 kurz als (FF). Es seien , <p.2, gps, . . ., cpt die 
reduzierten Maschenzahlen dieser Auslese, Q die zugehörige redu-
zierte Maschenzahl des Fächers A0PAq. Wir beweisen dann 
folgende Verallgemeinerungen der Relationen (64) und (65): 

N(+FF) (+RR) = 2 e . 2*. CTTP1-1 Cty 2 -I . . . N'(+RR) ; (72) 

N(+A0R1) (+FF) (+RR) = (73) 

= 2* OYJ-I CTY2-I . . UFFT-X { UQN\+RR) (-R1P) + SQN1'(+RR) (+AQ R1) } . 
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Mail erkennt sofort in (67) und (71) Spezialfälle von (72), (73) 
für t = 1. Den Beweis der Allgemeingültigkeit von (72), (73) 
führen wir durch vollständige Induktion, wobei noch derjenige 
Spezialfall von (73) zu berücksichtigen ist, der sich ergibt, sobald 
B1 mit Aq zusammenfällt; es wird dann P j = 0, 
N(+BB) (+R1AO = N(+SB) und man hat: 

N(+A0AO (+FF) (+RB) = 

= 2'+1 «(pj-x i . . a,(,t i N ' j i j i j . 

Sind die fraglichen Formeln bis zu einem gewissen t-Wert 
richtig, so zeigt sich die Richtigkeit für f-\-1 auf folgende Weise: 

Da in (FF) stets Maximalpaare vorkommen müssen 
(§ 13), so darf angenommen werden, dass das hinzugekommene 
Paar (Gt+iHt+i) ein Maximalpaar darstellt. Ist g)t+i die reduzierte 
Maschenzahl dieses Paares, so bleiben die ohne (Gt+iHt+1) be-
stimmten reduzierten Maschenzahlen der übrigen Paare auch 
nach Hinzunahme von (Gt+iHt+i) unverändert, weil letzteres Paar 
ein Maximalpaar sein sollte, seine Maschen also keinem höheren 
Paare aus (FF) angehören dürfen. Dagegen verkleinert sich die 

reduzierte Maschenzahl des Fächers 
A0PAq um genau g)t+i Einheiten, 
weil sämtliche reduzierten Maschen 
von (Qt+iHt+i) vorhin zu den redu-
zierten Maschen des Fächers zähl-
ten. War Q die vorher bestimmte 
reduzierte Maschenzahl des Fächers 
A0PAq, so ist sie nun also gleich 
Q — q)t+i zu setzen. 

Der Gesamtfächer A0PAq (Fig. 14) 
sei nun in drei Teile — A0PGtJrI, 

Gt+iPHt+x, HtJrxPAq — zerlegt, die 
wir als ersten, zweiten, dritten Summanden ansprechen wollen. 
Im ersten Summanden seien o, im letzten r reduzierte Maschen 
des Gesamtfächers vorhanden. Offenbar ist dann 

o - j - VtJri
 = @ • ( ^ 

Die t Paare der Auslese (FF) mögen so gezählt sein, dass die 
im ersten Summanden gelegenen Paare die Nummern 1 bis g, 
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die im zweiten Summanden gelegenen die Nummern g-\-1 bis h 
die im dritten Summanden gelegenen die Nummern h-f-1 bis t 
erhalten. Dass tatsächlich die Paare aus (FF) sich alle auf die 
einzelnen Summanden verteilen, folgt aus dem Umstände, dass 
(FF) (GtJrlH^1) eine Auslese darstellen soll, in der zudem noch 
(GtJrIlItJrl) ein Maximalpaar sein muss. 

Die Berechnung von A ' r + S ( + 1 umj , + FFj (+ URj und 

N(JrA0Bl) (+GHlHm) (+FF) (+RR) f ^ r e n wir in drei Schritten 

aus, indem wir zunächst den ersten, dann den zweiten, dann den 
dritten Summanden vom Gesamtnetz abspalten. Für die ver-
bleibenden Restnetze verwenden wir entsprechend den dreifachen, 
doppelten und einfachen Strich. Die zum zweiten Summanden 
gehörigen Paare der Auslese (FF) wollen wir noch für den 
Augenblick mit (FF), die zum dritten Summanden gehörigen 
mit (FF) symbolisieren. Weil keiner der Summanden mehr als 
t Paare (FF) enthält, so darf bei der Rechnung (72), (73) und (74) 
benutzt werden. Man findet: 

N(+GmHH1) (+FF) (+BB) = (76) 

= '-""H-iaH-1 •••• -V"7+e,+ J HmJ C+FF) /+FFj I+IIRJ = 
g —g-\-1 -*7// 

— 2 C t y 1 - I . . . C t y g - ! . Z aiPgJrX-1 • • • • cifPh-1 aViJrI-^js (+FF)(+RR)— 

= 2? a<p ̂ 1 . . . aSPff_.i.2fc 9+1 ̂ ipgjrl-I ••••
 a<ph-i a^<+i-i • 2* ^ä+i-i • • 

. . dcpt-xN'(+RR) = 2 < + 1 Cly 1 -L Cty 2 -1 C t y t - I a y i + 1 _ 1 N'(+RR) , 

und 

^+A0Bt) (+GmSm) (+FF) (+BS) = 

= -"aVl-I • • • (+G^lI^tf+FFK+FF,(+RRJf-RlP) + 

+ ^n'"(+Gm H m ) (+FF) (+FF) (+BlGm)) ' 

L :i dieser Stelle ist zu beachten,® dass (-[-JtJFt) (-[-J1Jt) 
(~{~GtJrIHt+i) (-\-R\Gt-\-\) mit {-+FF) (-\-FF) (-+-Gt-^1HtJrl) (-[-R1Ht.j_i) 
gleichbedeutend ist, wodurch die weitere Umformung ermöglicht 
wird. Mit Hilfe von (74) erhält man dann: 



40 J. NUUT A XV. 3 

N(jTA0R1) (jTGtJrlHtJrl) (-|-FF) (-\-RR) 

= Cty 1 - I . . a<pg-1. 2* • 

• (+BBj f-B 1 P) + *°N"(+FF)(-\-BB; (-+B1B^1J } = 

__ O ^ - o * — ^ ^ Cty1-I a y Ä _ i a y f + 1 _ i . ^ O y ^ 1 _i . . O9Pt-! • 

' I 2 X A r V + - ^ ; + £ Ö [ a T
 N'(+RR) (-R1P) jTs1n'(+RR) (+R1Aq ;]}. 

Verwendet man jetzt noch die Relationen (70) und (75), so folgt: 

( + G t J r l H t J r l ) ( + F F ) (+RR) = 

= 2 < + 1 a y x _ ! a<Pt-la<Pt+l-l{ao+TN'(+RR)(—R1P) jT 

+ ^+zN'(+RR) (+R1Aq) } = 2'+1Oyl_1 . . . . Oyt+1_. 1 . 

. I (h-<Pt+iN'{+RR) (^R1P) + S9^cpt+1 N'(+RR) (+E1Aq)} • 

Die Resultate (76) und (77) wiederholen aber nur die Aus-
sagen (72), (73), diesmal für eine aus t +-1 Paaren bestehende 
Auslese (FF). Damit sind die letztgenannten Formeln bewiesen. 

16. Endgültige Verallgemeinerung. 

Es sei ein beliebiges irreduzibles Normalnetz nach § 8 auf 
beliebige Art in Fächer und Residuum zerlegt; auf dem Rande 
dieses Normalnetzes sei eine beliebige positive Auslese fixiert, 
die dann in der Symbolik des § 13 als (-{-FR) (-\-FF) (~\-RR) 
geschrieben werden soll. Die Paare (FR) seien wie im § 13 
numeriert, ihre Anzahl sei t. Die beiden Knoten, die sowohl 
dem Fächerrande als auch dem Residuumrande angehören, sollen 
gleichwertig F0 oder R0 und FtJrl oder RtJrl heissen (§ 13). Ent-
fernt man vom Normalnetz den Fächerteil Ft+iPFt (P bedeutet, 
wie früher, das Zentrum der Zerlegung), so verbleibt ein redu-
zibles Netz, das durch den Querschnitt PF0 in den Fächer FtPF0  

und das frühere Residuum zerfällt. Für dieses verbleibende 
reduzible Netz soll nun eine Formel bewiesen werden, die (77) 
als Spezialfall enthält. 
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Um Komplikationen in den Symbolen zu vermeiden, denken 
wir uns (FF) nur solche Paare enthaltend, die nicht dem entfern-
ten Fächerteil Ft+i PFt angehören. Die Anzahl dieser Paare (FF) 
sei f , ihre reduzierten Maschenzahlen seien ^1 , (p2, #>3, . . <Pf. 
Die reduzierten Maschenzahlen der Teilbögen F0F1, F1F2, F2F3, 
. . ., F t-!Ft des Fächerrandes (vgl. § 13) seien entsprechend 
Qu Qu Ö3» • • •» Qt- Die Farbeninvarianten des Residuums sollen 
durch Strichelung gekennzeichnet werden. Die zu beweisende 
Formel lautet dann: 

N(+FR) (+FF) (+RR) = (78) 

f f r 

= 2 C t y i - ! . . . . (Xq)f-X. I C i p 1 . . . aQt N (+ER) (-R1P) (-R2P) ... (-RtP) + 

< 

LAPI ' ' A^+1 " ' AQT N'(+ZK) (+VIIV (-LTIP) • • C-RTP) + 

H~ + 
r Qg Qf- IT' 1 

+ £ £ ••£ Al (+RR) (+R0R1) (+R1R2)... (+R^1Rf) (-R1P).. (-RtP)j -

Die Glieder der Schleifenklammer sind hier in Zeilen verteilt; 
in der &-ten Zeile enthält jeder Koeffizient genau Jc — 1 Faktoren 
vom Typus s&, und jeder überhaupt mögliche Koeffizient dieser 
Art muss dort ein und nur einmal vorkommen; kommt im 

Koeffizienten vor, so ist die zugehörige Farbeninvariante ausser 
den Bedingungen (-\-RR) (—R 1 P) .. (—RtP) noch allemal der Be-
dingung (-+Rfx^xRu) zu unterwerfen. Die Bedingungen in den 
Farbeninvarianten des Residuums, die in dieser Formel vorkommen, 
können übrigens mit Hilfe der Relation (58) vereinfacht werden, 
wenn man beachtet, dass die Erfüllung der Forderung (-+R0P) 
unmöglich ist. Es ist z. B. die Farbeninvariante der letzten Zeile 
gleich der Farbeninvariante N \ + R R ) ^ i w .. (+Rt^1Rt). 

Setzt man in (78) t = I und schreibt nachher t für f , so 
gelangt man zur Formel (73) zurück, die somit wirklich einen 
Spezialfall der allgemeineren Relation (78) darstellt. Durch voll-
ständige Induktion soll die Allgemeingültigkeit bewiesen werden. 
Es sei aber vor allem bemerkt, dass sämtliche Bedingungen in 
den Farbeninvarianten des Residuums wirklich wieder Auslesen 
darstellen, wie auf Grund der im § 13 entwickelten Tatsachen 
gefolgert werden kann. 



42 J . NUUT A XV. 3 

Die Richtigkeit von (78) bis zu einem Werte t — 1 werde 
nun vorausgesetzt. Trennt man dann von dem uns vorliegenden 
reduziblen Netz noch den Fächerteil FtPFt-1 ab, so verbleibt ein 
Restnetz, in dem (78) anwendbar ist, weil dort nur noch t — l 
Paare (FR) verblieben sind. Die in diesem Restnetz verbliebenen 
Paare aus (FF) mögen durch (FF) symbolisiert werden; ihre 
Anzahl sei /", ihre reduzierten Maschenzahlen sind die früheren, 
weil die abgetrennten Paare n e b e n den verbliebenen, nicht 
aber ü b e r ihnen liegen (§ 13). Die Numeration sei so durchge-
führt, dass den verbliebenen Paaren die Nummern 1, 2, . . , /", 
den abgetrennten die Nummern f'-\-1, f'-\- 2, . . ., /"zukommen. 
Für die Farbeninvarianten des nach Abtrennung von FtPFt-i 
verbliebenen Restnetzes soll der Doppelstrich Verwendung finden. 
Auf Grund von (73) hat man: 

wo (jTFR) die Auslese (+J7
1-B1), (+J1

2JK2), . . , (-]-Ft-1Rt-i) sym-
bolisiert. Bemerkt man noch die Gleichwertigkeit der Auslesen 
(jTFR) (+FF) (+RR) (jTRtFt-,) und (+JB) ( J J ) (+RR) (+Rt-iRt), 
so kann man auf die Farbeninvarianten rechts die Formel (78) 
anwenden, wenn man vorher, mit Hilfe von (58), die Bedingungen 
positiv ausdrückt. Man erhält so schliesslich in dem Ausdruck 
für N(-+fr) (JrFF)(^rRR) den gemeinschaftlichen Faktor 

Ferner ist 

N'(+RR) (-R1P)... (-R^1P) — n ' ( + R R ) ( + R f ) ( - R i P ) • • • C-Rt-iP) = 

= N ' ( + r B ) ( - R l P ) . . . (-RtP) , (81) 

und die Forderung (-+-Rt^1Rt) (—R1P) . . . (R^1P) offenbar mit 
der Forderung (+R t -iR t ) (—R iP) • • • (—Rt-iP) (—RtP) gleich-
bedeutend. Auf Grund dieser Erwägungen wird dann aber der 

N(+FR) (+FF) (+RR) = 

= 2f f Ctyr+1_ 1 . 

+ e9t N"(+FR) (+FF) ftRR) Cj
rRtFt-O J ' 

VC-RtP) + 

(79) 

2 C t y 1 — i . . . . ö . ( p f — i . (80) 
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nach Absonderung des Faktors (80) aus der Umformung sich 
ergebende Ausdruck identisch mit der Schleifenklammer' in (78). 
Damit ist die Richtigkeit von (78) erwiesen. 

17. Die Vierfarbenformel. 
Wir sind jetzt imstande eine Reduktionsformel anzugeben, 

welche die Berechnung einer durch eine beliebige positive Aus-
lese bedingten Farbeninvariante eines Normalnetzes auf die Be-
rechnung ebenfalls nur durch Auslesen bedingter Farbeninvarianten 
des Residuums zurückführt. 

Das vorgelegte Normalnetz sei von der Ordnung i, die auf 
seinem Rande fixierte Auslese, wie früher, durch (BB)(FF)(FR) 
dargestellt, t bedeute die Anzahl der Paare {FE). Statt der tat-
sächlich ausgeführten Zerlegung, wo Ft+1PF0 der Fächer ist, 
betrachten wir zunächst eine Hilfszerlegung mit Ft+iPFt als 
Hilfsfächer. Das zugehörige Hilfsresiduum zerfällt dann noch 
durch den Querschnitt PF0 in den Fächer FtPF0 und das 
tatsächliche Residuum. Die f Paare (FF) sollen so abgezählt sein, 
dass dem Hilfsfächer die f—f letzten angehören. cpß und Qfx  

sollen dieselbe Bedeutung haben, wie im vorigen Paragraphen. 
Für die Farbeninvarianten des Hilfsresiduums verwenden wir nun 
den einfachen Strich, während das tatsächliche Residuum ohne 
Strich, dafür aber mit Angabe der Ordnungszahl i—1 geschrieben 
werden soll. Die Gesamtheit der f' ersten Paare (FF) werde als 
(FF) bezeichnet. 

Zunächst erledigen wir die Annahme t= 1. 
Die im § 11 abgeleitete Relation (57) bleibt auch dann noch 

richtig, wenn überall eine nur auf das Residuum bezügliche er-
gänzende Bedingung (+ER) hinzugefügt wird, weil letztere keinen 
wesentlichen Einfluss auf den Gang der Ableitung hat. Dasselbe 
gilt für die im § 9 gegebene Beziehung (37), die dann lautet: 

i i—1 i—1 

N{+RR) = a»' N(+RR) + £m N(+RR)(+A0AJ • ( 8 2 ) 

Es sei nun t= 1, f=f'. Die Hilfszerlegung ergibt: 
i 

N(+FR)(+FF)(+RR) = ftP2

 N' (+FR)(+FF)(+RR) + 

I p?2 A7' 
• + £ N ( + F R ) ( + F F j ( + R R ) ( + F i F 2 ) , 



f 
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infolge (82) für m = Q.2. Hier ist (ArFR) (-\-FF) (+RR) (-|-F1F2) 
mit der Auslese ( - \ - F R ) ( + F F ) ( + R R ) ( + R i R 2 ) gleichbedeutend. 
Berücksichtigt man dies und verwendet (73), zieht dabei noch 
in Betracht, dass 

t—i 
N(+RR) (+R1R2) (-RtP) = If(+RR) (+RiRs) (8« 

sein muss, weil R2 und P im Netz benachbart sind, so folgt 

i 

N(+FR) (+FF) (+RR) = (85) 

!

i—1 i—1 
AC1

 AQ2
 N ( + R R ) (-R1P) + 8 AO2

 N(+ RR)(+R„Rt) + 

+ ael^(+RR)(+RlRt) + ^(+RRX+RvROt+R^) ) • 

Diese Formel ist eine Verallgemeinerung der Relation (57). 
Verwendet man (85) für denjenigen Spezialfall, wo F1 mit F2  

und R1 mit R2 zusammenfällt, so wird die Forderung (+FR) 
von selbst erfüllt und bedarf daher keiner besonderen Erwähnung. 
Es ist dann Q2 = O, desgleichen also A&2 = 0, und EQ2 wird 
gleich 1. Man erhält so 

i 

N(+FF)(+RR) = M 

( i—1 i — l \ 

= 2 Ctyi-I .. . A<PF-I . + S^N(+RR)(+R0R1)J • 

Dies ist eine Verallgemeinerung von (82). 
Den Fall t = I brauchen wir nicht besonders zu 

betrachten, da er sich aus dem Fall eines allgemeinen t sofort 
ergibt und wir uns direkt letzterem zuwenden. 

Es sei also t ganz beliebig. Die Hilfszerlegung zeigt dann 
nach (86): 

i 

N(+RF) (+FF) (+RR) = 

= 2 / - / " c t y r + 1 _ i C t y y _ t . \ - R R ) + 

I T V T \ ( 8 7 ) 
+ £ + AR

 (+RF)(+FF)(+RR) (+FTFT^L) } • 
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Da {+RF) (+FF) (+RR) (+FtFt+l) mit (+RF) (+FF) (+RR) 

(+RtR t+i) gleichbedeutend ist, so führt die nunmehrige Anwen-
dung von (78) zur Relation: 

N(^RF)(+FF)(+RR) 

Ofr 
2 ^ ^ - 1 . . . (ITPF-! . JAP«+! [^P1 • • AQTNFTRR) (—RP) + 

t t - 1 

+ ^ i
a P i • • aQfx-1 g Q ß aQfi+1 • ' aQt N(JRRR) (+R^1RFI) C—RP) + 

+ • ] + E^+1 [AI>i • • AQTN(JRRR) (JRRTR^I) (— RPJJT 

t • ' i—1 
+^«e, .. Ogl^1 StPa9imi... a Q , + 

+ ] j • ( 3 8 > 

wo (—RP) die Auslese (—R 1 P) (—R2P) ... (—RtP) symbolisiert. 
In etwas geänderter Schreibweise lautet dies: 

i 
NftBF) (+FF) (+RR) = 

f f 
= 2 ^ - 1 . . . Ctyyt-I . . . aQt+1N(+RR) ( _ r p j + (S9^ 

-f-l ^ i—1 
£0^ .. •• atVriN(+RB)(+H11^R11H-.HP) + 
<+1 

fl 

'+ -I" • • • e"'+1N(+m (+R0R1) ... (+Rflm) (-RP) I • 

Die Formel (89) löst das im § 1 gestellte Problem auf 
rekurrentem Wege und stellt somit das wesentliche Endziel un-
serer diesbezüglichen Untersuchung dar. Wir nennen sie die 
V i e r f a r b e n f o r m e l . Die vorher abgeleiteten Reduktionsformeln 
sind allesamt als Spezialfälle in der Vierfarbenformel enthalten. 

18. Spezielle Anwendungen der Vierfarbenformel. 

Zur wirklichen Berechnung der Farbeninvarianten bedürfen 
wir noch ihrer Kenntnis für Normalnetze e r s t e r Ordnung, wobei 
es genügt irreduzible Netze zu betrachten. Man erhält die Farben-
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invarianten für irreduzible Normalnetze erster Ordnung direkt aus 
der Vierfarbenformel folgendermassen: 

Hat das betreffende Netz m-(-1 Maschen, so lässt sich ein 
Maximalfächer mit m Maschen abtrennen und das Residuum be-
steht aus einer einzigen dreieckigen Masche. Weil somit für die 
Punkte R1I von (FR) überhaupt kein Platz verbleibt, so hat man 
t = 0. Es muss aber auch die Auslese (~\-RR) verschwinden, da 
die beiden in Betracht kommenden Randpunkte des Residuums • 
allemal als Punkte auf dem Fächerrand angesehen werden dürfen. 

O O 
Es ist mithin = N=I. Das Glied, wo die Bedingung 

(-I--B0JB1) vorkommt, verschwindet, denn R0 und R1 sind benach-
bart. Schreibt man noch Q für ^1, so folgt aus (89) jetzt: 

i 
N(JrFF) = "2f a<px-\ C t y 2 - I • • • Cty - 1 Ctp • ( 9 ° ) 

l 
Wegen der invarianten Bedeutung der Zahl N(+FF) es 

hierbei gleichgültig, welche der Maschen man als Residuum an-
sieht, obwohl die reduzierten Maschenzahlen hiervon beeinflusst 
werden. Es dürfte demnach nur eine Permutation dieser Maschen-
zahlen eintreten. 

Statt der reduzierten Maschenzahl des F ä c h e r s , die wir 
Q nannten, könnte man die reduzierte Maschenzahl Y des N e t z e s 
verwenden, indem man darunter die Anzahl derjenigen Maschen 
des Netzes erster Ordnung versteht, die nicht reduzierte Maschen 
der Paare (FF) sind. Man erkennt leicht, dass cp um eine Ein-
heit grösser ist als Q (es tritt nämlich die Residuummasche zu 
den reduzierten Maschen des Fächers hinzu). Dann gewinnt (90) 
eine symmetrischere Gestalt: 

i 
N(J rFF) = ^cty i-X cty2_i Ctŷ —l Cty_i. (91) 

Aus (91) ist zu ersehen, dass eine Farbeninvariante eines , 
irreduziblen Normalnetzes erster Ordnung dann und nur dann 
verschwindet, wenn irgendeine reduzierte Maschenzahl gleich 1 ist. 

Als auf die Fig. 4 bezügliche Kontrollbeispiele nehmen wir etwa 

N(+PsP^P3Pl,) = 2 2 . 1 . 1 . 1 = 4 

N(+P*P>) = 2 . 1 . 3 = 6. 



A XV. 3 Über die Anzahl der Lösungen der Vierfarbenaufgabe 4 7 

Vergleicht man dies mit der Tabelle des § 7, so zeigt sich, 
dass dort der ersten Forderung die Bezeichnungsarten der Kolumnen 
1, 2, 6, 7, der zweiten Forderung die Bezeichnungsarten der Ko-
lumnen 3, 4, 8, 9, 13, 18 genügen. 

Zur Kontrolle der Vierfarbenformel an Netzen höherer 
Ordnungen betrachten wir die den regulären Polyedern ent-
sprechenden Netze. 

Das T e t r a e d e r n e t z (Fig. 15) ist das einfachste Netz 
i 

erster Ordnung. Laut (35) hat man hier N = a2 = 1, wie ja auch 
direkt aus der Figur ersichtlich ist, da bei P0 = a, P1 = b, P2^c 
nur noch P3 = d möglich bleibt. 

O 

? , « . 16 

<7> 

Das O k t a e d e r n e t z (Fig. 16) ist von der Ordnung 3. 
Nimmt man eine Zerlegung um P 2 als Zentrum vor, wobei der 
Zerlegungsindex gleich 1 wird, so folgt nach (37): 

wenn man die Knoten abkürzend durch ihre Nummern bezeichnet. 
Für das Residuum P1P2P3P5 zeigt die Zerlegung vom 

Index 2 um P4 als Zentrum: 

N = N + N ( + S i t ß ) 

N(JrIt3) = N — N ( + 1 j 4 ) , 

i i i 
auf Grund von (89). Weil aber N= a3 = 3, N^2,5) — NfjrIt 4j = 2, 

2 2 3 ' ' 
so folgt N= 5, N(+lf 3) = l, also JV= 4. 
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Dient P1P2P3 als Ausgangsmasche, so sind die 4 Bezeich-
nungsarten, wenn die Farben in der Reihenfolge der Knoten-
numeration genannt werden, die folgenden: 

abcabc , abcabd , abcadc , abcdbc . 

Für das I k o s a e d e r n e t z , das von der Ordnung 9 ist, 
kann die langwierige Rechnung etwas abgekürzt werden, wenn 

O 

man bei der Ableitung der Relationen die topologische Symmetrie 
der Figuren in Betracht zieht (Fig. 17). Als aufeinanderfolgende 
Residuen seien etwa die folgenden genommen (genannt sind die 
Nummern der jeweiligen Randknoten): 

(1, 2, 3, 4, 1); (1, 2, 9, 3, 4, 1); (1, 2, 9, 10, 4, 1); 
(1, 2, 9, 10, 5, 4, 1); (1, 2, 9,10, 5, 6, 1) ; (2, 9, 10, 5, 6, 7, 2); 

(2, 9, 11, 5, 6, 7, 2); (2, 9, 11, 12, 7, 2). 

Die entsprechenden Zerlegungszentren und Indizes sind: 

P2 (Ind. 1); P9 (Ind. 1); P10 (Ind. 2); P5 (Ind. 1); 
P6 (Ind. 2); P7 (Ind. 2); P11 (Ind. 2); P12 (Ind. 3). 
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Auf Grund der Vierfarbenformel ist 

tr=N-N{+1:ily, A' = i V - x V ( + i V 3 ) ; JV= .V + J V ( + < > 9 ) ; 

N=N-N{+4:10y, y=K+N(+ltS)- JV=-V+^ 

A i = N + N ( + 5 > 9 ) ; J V = 3 . A r — N ( + 7 t n ) . 

Mit der n i e d r i g s t e n O r d n u n g b e g i n n e n d , f i n d e t m a n : 

6} 

# = 5 ; N= 3 . 5 — 2 = 13; # = 1 3 + 5 = 18; 
4 5 6 

# = 1 8 + 6 = 24; # = 2 4 + 7 = 31; # = 3 1 — 11 = 20; 
7 8 9 

# = 2 0 + 6 = 2 6 ; # = 2 6 — 8 = 1 8 ; # = 1 8 — 8 = 10. 

Es gestattet somit das Ikosaeder 10 w e s e n t l i c h v e r s c h i e d e n e 
V i e r f a r b e n b e z e i c h n u n g e n seiner Ecken, m i t h i n das Dodekaeder 10 
w e s e n t l i c h versch iedene V i e r f a r b e n b e z e i c h n u n g e n der Flächen. 
Lässt man die Forderung „wesentlich" fallen, so erhält man die 
24-fache Zahl, d. h. 240. 

In der Reihenfolge der Ecken genannt, s ind die 10 Vier-
farbenbezeichnungen des Ikosaeders die folgenden (P1P2P3 dient 
als Ausgangsmasche) : 

abcbdcdadacb 
abcbdcdcdaba 
abcbadcdadcb 
abcbcdcdadba, 
abcdabcadbcd 

abcdcbcadabd 
abcdcbdcdaba 
abcdcbdcabda 
abcdacdcabdb 
abcdacdadbcb 

Diese Tabelle bezeugt u. a. die interessante Tatsache, dass 
zwei diametral gegenüberl iegende Ecken des Ikosaeders niemals 
identisch gefärbt werden können. 

19. Der allgemeine Vierfarbensatz. 

Die Vierfarbenformel ermöglicht es, für jedes Normalnetz die 
absolute Farbeninvariante als explizite Funktion der Vierfarben-
koeffizienten darzustellen, sobald das Netz tatsächlich vorgegeben 
ist. Diese Funktion ist wesent l ich von der Struktur des Netzes 

4 
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abhängig. Für einzelne spezielle Typen kann man die zugehörigen 
Bi ldungsgesetze dieser Funktion ganz al lgemein angeben; ob sich 
aber ein Bi ldungsgesetz konstruieren lässt, welches j e d e m 
Netztypus entspricht, bleibt eine offene Frage. 

Zur Lösung des V i e r f a r b e n p r o b l e m s , d. h. zur Beantwor-
tung der Frage, ob die absolute Farbeninvariante allemal positiv ist, 
könnte man aber ohne Kenntnis der fraglichen Funktion gelangen, 
indem man auf Grund der Vierfarbenformel nachweist , dass diese 
Farbeninvariante notwendig positiv sein muss, sofern sie im Resi-
duum positiv ist. Dies wäre ein Beweis durch vollständige Induktion, 

wobei die Normalnetze nach der Ordnungszahl angeordnet auf-
treten. Nun kommen aber in der Vierfarbenformel rechts i m all-
gemeinen bedingte Farbeninvarianten vor, auch dann, wenn l inks 
nur die absolute Farbeninvariante steht; man wird also auf diesem 
W e g e zur Untersuchung des Verhaltens bedingter Farbeninvari-
anten geführt. Setzt man die Richtigkeit der Vierfarbenhypothese 
voraus, so gelangt man durch Induktion zu fo lgendem Theorem, 

welches den Vierfarbensatz als Spezialfall in sich enthält, und daher 
als a l l g e m e i n e r V i e r f a r b e n s a t z bezeichnet werden m a g : 

B e d e u t e t ( - [ - M ) ( — L ) e i n e b e l i e b i g e w i d e r -
s p r u c h s f r e i e A u s l e s e a u f d e m R a n d e e i n e s 
i r r e d u z i b l e n N o r m a l n e t z e s , s o i s t d i e d u r c h 
d i e s e A u s l e s e b e d i n g t e F a r b e n i n v a r i a n t e 
p o s i t i v . 

A n d e r s ausgedrückt : 

N(J rM)(-L) v e r s c h w i n d e t n u r d a n n , w e n n ( + i f ) ( — L ) 

e i n e n AV i d e r s p r u c h e n t h ä l t . 
Über den Begriff des W i d e r s p r u c h s in einer Auslese 

vergleiche man § 12. 
Der B e w e i s des a l l g e m e i n e n V ier farbensatzes d u r c h voll-

ständige Induktion bietet an einzelnen Stellen Schwierigkeiten, 
wie es scheint, technischen Charakters. Es ist aber auch nicht 
die Möglichkeit von der Hand zu weisen, dass der fragliche Be-
weis nur gleichzeit ig mit dem Bewreis eines anderen, hier nicht 
formulierten Satzes durchgeführt werden kann, analog dem, wie 
der Beweis des Vierfarbensatzes den gleichzeit igen Beweis des 
a l lgemeinen Vierfarbensatzes erfordert. 

Dass der al lgemeine Vierfarbensatz in Normalnetzen e r s t e r 
Ordnung wirklich gilt, erkennt man verhältnismässig leicht, indem 
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man die Farbeninvariante explizite aufschreibt. Wird 
im Normalnetz erster Ordnung eine beliebige Masche als Residuum 
ausgezeichnet, so verbleibt ein Fächer, in welchem für jedes Paar der 
Auslese (M)(L) die zugehörige reduzierte Maschenzahl bestimmt 
ist. Die Anzahl der ungezählten Maschen (hierher gehört auch 
das Residuum) bestimmt die reduzierte Maschenzahl des Normal-
netzes. Es seien Cp1, <p2, cp.ä, ..., cpm die so gefundenen reduzierten 
Maschenzahlen der positiven, also (M) entnommenen Paare, ferner 
ipv tp3> • • •' Wi die reduzierten Maschenzahlen der negativen, 
also (L) angehörigen Paare, endlich (p die reduzierte Maschenzahl 
des Netzes. Bei der Bestimmung der reduzierten Maschenzahlen 
ist die g l e i c h z e i t i g e Anwesenheit der Paare (M), (L) zu 
berücksichtigen. Die Symbole qu, ipl( verwenden wir auch zuj 
Bezeichnung der zugehörigen Paare. 

Wir fixieren ein Paar ipu . Gibt es zu diesem ipu kein 
h ö h e r e s Paar (pv, so nennen wir q a mit cp a s s o z i i e r t ; im 
entgegengesetzten Falle existiert unter sämtlichen höheren Paaren 
<PV ein und nur ein solches Paar (p , welches höher ist als , doch 
niedriger als jedes andere (pv derselben Art, — es soll dann ip 
mit <p assoziiert heissen. Je zwei demselben y>v assoziierte 
Paare ip sollen v e r w a n d t e Paare heissen. 

In jedem Komplex sämtlich untereinander verwandter 
Paare ip gibt es sicher Paare, die kein höheres verwandtes Paar 
aufweisen. Solche Paare nennen wir r e 1 a t i v e Maximalpaare der 
Verwandtschaft. Die Anzahl Iv der mit assoziierten relativen 
Maximalpaare ip werden als C h a r a k t e r i s t i k von <pv be-
zeichnet; analog ist die Definition der Charakteristik von cp. 

Unter den mit ip verwandten, aber in Bezug auf ip niedri-
geren Paaren gibt es notwendigerweise solche, die nicht zugleich 
niedrigere Paare für Paare derselben Art sind. Wir nennen sie die 
g r ö s s t e n u n t e r ip gelegenen Paare. Die Anzahl r dieser 
grössten unter ipu gelegenen Paare sei die Charakteristik von ip . 

Es gilt dann die Formel: 

i 
*\+M)(-L) = C92) 

" ' c VrKi aV2+*2 ' ' ' aH'i+Ti' a<?i- ;-i-i ^ 2 + ½ - ! •" * a P » + * M - i atp+l—i • 
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Der Beweis ergibt sich leicht durch vollständige Induktion, 
worauf hier aber nicht weiter eingegangen werden soll. Es ist 
(92) eine Verallgemeinerung der Relation (91). 

Aus (92) ist ersichtlich, dass (_£) dann und nur dann 
verschwindet, wenn entweder ip v = 0, oder (pv -f- ?.v — 1 = 0. 
Im ersteren Falle wäre w., = 0 die reduzierte Maschenzahl für ein 

f.A 

Paar aus (—L), wobei kein niedrigeres verwandtes Paar existiert. 
Weil der diesem Paare ipu entsprechende Teilfächer dann von 
Paaren aus (-j-M) überdeckt sein muss, so lässt sich folgern, 
dass das y entsprechende Paar von (-\-M) abhängig ist, was 
nach § 12 einen Widerspruch darstellt. Im letzteren Falle ist 
entweder (pv = 0, Xv = I, oder <pv — \, Iv = O. Für die erste 

dieser Annahmen sei etwa (AvBv) das <pv entsprechende Paar 
aus (+1/), ferner (XflYu) das einzige mit (AvBv) assoziierte rela-
tive AIaximalpaar aus (—L). Da die Differenz der Bögen AvBv  

und XflYfl mit Bögen aus (M) überdeckt sein muss, — sonst 
könnte cpv nicht null sein, — so zeigt sich eine Abhängigkeit des 
Paares (XflYfl) von (M), womit wieder ein Widerspruch aufgedeckt 
ist. Die zweite Annahme hätte zu bedeuten, dass schon in 
der Auslese (M) für sich allein der Teilfächer (AvBv) die 
reduzierte AIaschenzahl 1 aufweist, woraus dann folgt, dass wegen 
der Forderung (-f-i/) zwei benachbarten Knoten identische Farben 
zukommen sollen, was wiederum einen Widerspruch bedeutet. 

Der allgemeine Vierfarbensatz ist daher für Netze erster 
Ordnung richtig. 


