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| Introduction.

Géneéralites.

1. La méthode de Fourier.

On doit & Fourier () une importante méthode permettant
de résoudre une certaine catégorie de systémes d’équations
linéaires & une infinité d’inconnues. Elle  consiste, au fond,
comme l'on sait, & rejeter dans le systeme a résoudre toutes les
équations, sauf les n premiéres, en n’y conservant que.les n
premiéres inconnues. On calcule les inconnues du systeme de
n équations ainsi obtenu et appelé systéme réduit, et lI'on
passe & la limite pour n —oc. Dans bien des cas, étant fmles
et bien déterminées, ces limites constituent, en effet, une solu-
tion du systeme infini donué.

2. Remarques relatives a la méthode de Fourier.

La méthode que nous venons d’esquisser en quelques mots
a 6t6 appelée par M. Riesz(?) principe des réduites.
Cependant, 3 notre avis, il ne serait pas -bien commode de
T’élever au rang d’un principe, bien qu’elle ait une importance
incontestable dans la théorie des systémes d’équations linéaires
4 une infinité d’inconnues.

En effet, M. Riesz, lui-méme, fait remarquer que ce principe
devrait encore &tre beaucoup précisé. On s'en rend d’ailleurs
compte aisément, puisque cette méthode n’est, au fond, qu’'une
régle concréte ne s'appliquant que dans des conditions assez
restrictives, — et voild pourquoi nous ne saurions pas la con-
sidérer comme un principe; nous l'appelons méthode de
Fourier.

(1) Fourier, Théorie analytique de la chaleur, Art. 186 et suiv.
(2) Riesz, K., Les systémes d’équations linéaires 4 une infinité d'imcon:
nues, p. 7.
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Déja Poincaré (1), en étudiant la légitimité de cette méthode,
a montré qu’il y a des systémes auxquels elle ne s’applique pas
ou, sielle s’y applique, ce n’est que sous des conditions plus ou
moins restrictives.

D’ailleurs, I'exemple le plus instructif, dans cet ordre d’1dées
est peut-8tre celui que l'on doit & M. Riesz (?). Le voici: Etant
donnée une suite indéfinie de quantités

Ay, Aoy Bgy « o o Any o o
telles que lim | ax | = oo, on peut toujours, d’aprés le théoreme
n - o0
de Weierstrass, construire une fonction entiere

F(z) = G-+ Ciz+Coe+. . .+ Cuz"+. ..

admettant pour zéros les quantités a, et n’en admettant pas
d’autres.

En supposant, pour fixer les idées, que les a; soient distincts
et = 0, les coefficients Gy, C), Cp, ... C,, ... devront satisfaire
au systéme d’équations suivant: ’

0=00+ Clai—l— Ogai2+.--+ Cnain+.-.} (1=1, 2, 3, ...).

Mais, d’autre part, en essayant de résoudre ce systéme par la
méthode de Fourier, on constatera aisément que ce ne sera
possible que si les |a.| croissent assez rapidement.

M. Riesz en conclut: ,Ainsi, nos équations peuvent étre
résolues en tout cas; mais le principe des réduites n’y s’applique
que sous des conditions trés restrictives.“

3. 'Le principe des réduites.

Quant au principe des réduites, en attribuant a ce
mot un sens beaucoup plus large que ce qu’ entend par la
M. Riesz, nous 1’énonc¢ons sous la forme suivante:

Pour résoudre un systéme d'équations liné-
aires & une infinité d’inconnues, onn’a qua rame-
ner convenablement ce probléme & la résolution
d’un nombre fini ou, en général, d’'une infinité

(1) Poincaré, Remarques sur 'emploi de la méthode . .. (Bull. Soc. math.
de France, t. XIII, 1885, p. 19—27).
(2) Riesz, F., Les systémes d'équations ..., p. 8.
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de systémes auxiliaires, dont chacun ne contient
qu'un nombre fini d’inconnues et s’appelle systome
réduit..

Nous verrons que ce principe peut &tre considéré comme
une idée - directrice générale, suggérant des méthodes
nouvelles et fécondes dans la théorie des systémes d’équations
linéaires & une infinité d’inconnues.

En effet, dans le présent travail, nous en ‘développerons
déja quelques-unes, en nous faisant guider, dans nos recherches
concernant certains types de systémes infinis, par le principe
des réduites énoncé.

Les méthodes que nous obtiendrons ainsi, et dont nous
. ferons usage dans ce travail, ont tous pour base commune
ledit principe ; elles varient, en général, avec les types de systémes
que 'on étudiera, et ne représentent, au fond, que des modes
d’application différents dudit principe.

En particulier, la méthode de Fourier n’est que 'un
des modes d’application possibles de ce principe, et qui s’adapte
aux systémes infinis les plus simples admettant des solutions,
qui se calculeront a l'aide d’un seul systéme réduit.

Mais, comme nous le montrerons dans ce travail, il y a
encore d'autres modes d’application du méme principe, dont
I'importance incontestable consiste en ce qu’ils permettront de
résoudre de tels systémes auxquels la méthode de Fourier ne
s’applique pas, et ou il s’agit, en général, de ramener la réso-
lution d'un systéme infini donné, & celle d’'une infinité de
systémes réduits.

4. La nature des solutions.

Quand on se propose de résoudre un systeme infini, il est
évident qu’il faut d’abord préciser ce qu'on convient d’entendre
par ses solutions.

Dans le présent travail nous appellons solution d'un
systéme infini tout ensemble des valeurs des inconnues qui
satisfont & ce systéme, en rendant absolument conver-
gentes toutes les séries qui y figureront.

A cette condition générale nous en ajouterons, dans certains
cas, encore quelques autres; ainsi, par exemple, nous exigerons,
dans les premiers trois Chapitres, qu’aucune des valeurs des
inconnues ne soit zéro.
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5. Les séries de Dirichlet généralisées.

Dans les premiérs trois Chapitres nous allons étudier les
systémes infinis que l'on peut attacher, d’une fagon naturelle,
aux séries de Dirichlet.

On appelle ordinairement série de Dirichlet chaque série

© —2,2
_,ane y
n=1
ol les 4, sont réels et lim 4, = oc.
n—> o0 .

Or, cette notion peut 8&tre généralisée considérablement,
comme l’a montré récemment M. Viisila (), qui appelle série
de Dirichlet toute série

_lnz
(I) Ean e ,
n=1
ol I = e P" et im 7, = co (condition A).
. n —=>co

Sans avoir 'intention de traiter cette question d’une fagon
détaillée, nous aurons, cependant, 'occasion de constater que la
généralisation peut &tre poussée beaucoup plus loin, de sorte
qu’elle embrasse aussi les séries de la forme suivante:

oo 3z
() ‘ 2me
. n= —oo
les 4, étant, en général, des quantités complexes et l'’ensemble

dénombrable
[ P A FY P R |

ayant, au moins, deux points-limites dont I'un sera l'infini- et
I'autre un nombre fini quelconque, zéro par exemple. Mais ce
n’est qu'un cas particulier; en général, on peut supposer qu’il y
ait méme une infinité de points-limites. Ainsi, dans ce travail,
nous ferons usage des séries de Dirichlet généralisées
O 2.2
+)_’a”e A ’
n= —0oo

(1) Viisdli, K., Verallgemeinerung des Begriffes der Dirichletschen
Reihen (Acta et Commentationes Universitatis Dorpatensis AL 2).
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‘en supposant seulement que F'ensemble partiel
(- oe hny o v e Ay Ay, M)
soit borné: [An]<<i (n=0,1,2,8,...) (condition B),
tandis que par rapport & l'autre ensemble partiel
Ay, Aoy Agy o v Ay o))

soit remplie la condition 4: lim|Ai.]=oc.
n—>»oo

6. L'objet des études.

Caractérisons maintenant en quelques mots' les types de
systemes infinis dont ’étude fera I'objet de ce travail.
Le Chapitre I sera consacré aux types suivants:

(S S
type I: ' 0=2’l:,a:,, (¢=0,1,2,...),
n=1 I V
o oo,
type II: 0=, (=0,1,2,...).
n = —00 ‘

Ce sont les systémes que l'on obtiendra, en prenant une
série de Dirichlet généralisée, sous la forme (I) ou (II), en la
différentiant terme & terme une infinité de fois et en -égalant &
zéro tous les résultats ainsi obtenus, aprés y avoir remplacé la
variable z par zéro et désigné les coefficients indéterminés par ..

- En attachant ainsi ces systdmes aux séries de Dirichlet,
il s’ensuit que les quantités données i, y sont assujetties aux
_mémes conditions que dans les séries correspondantes; c’est-a-dire,
dans le cas du type I, ‘& la condition (4); tandis que dans le
cas du type II, aux conditions {4) et (B).

Sous ces conditions, d'une nature générale, on calculera
aisément une infinité de solutions des systémes du type I ou
du type II, par une méthode que l'on peut considérer comme un
nouveau mode d’application du principe des réduites.

Quant & la méthode de Fourier, elle ne s’y appliquera que

- sous des conditions complémentaires et trés restrictives, — ce
qui résulte déja des études de Poincaré(!) sur certains systeémes
infinis appartenant, comme cas particuliers, aux types I et II.

(1) Poincaré, Remarquea sur I'emploi . . . (Bull. Soc. math. de France,
t. X1, p. 19-—-27). ’
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Dans le Chapitre II nous étudierons deux types de systémes
non homogénes:

oo
type III: 6 = ):'l’»:.xn ¢=0,1,2,..)) et
‘ n=1
—+m"
type IV: = dhzn (1=0,1,2,...),
n = —0oo

qui ne différent des types I et Il que par les parties gauches (¢)
des équations, les ¢; étant des quantités arbitrairement données,
dont au moins une quelconque soit différente de zéro.

Remarquons en passant que le systeme traité par M. Borel (1)
dans sa Thése rentre comme cas particulier dans le type IIL

L’application convenable du principe des réduites aux
systemes du type HI ou du type IV permettra de caleculer tou-
jours une infinité de solutions.

Dans le Chapitre III nous étudierons les systémes que 1'on
obtiendra par le procédé formel suivant: Etant donnée une série
de Dirichlet généralisée (sous la forme I ou II)

zx” e—-lnz
n

a coefficients indéterminés =, et, d'autre part, une équation
différentielle linéaire

Po(z) +P1( ) dz”—l_l— +Pn—1(z)—+Pn(Z) y = P(z),

ol les P,-(z) (#=0,1,...n) sont des polynomes entiers quel-
conques en z, tandis que P(z) est, en général, une série entidre,
qui peut se réduire, en particulier, & un polynome ou méme a

une constante (le zéro y compris), — on posera
—An2
y = e
n

et l'on exigera que la série de Dirichlet satisfasse formelle- -
ment 3 Péquation différentielle, tout comme si elle était I'une
des 1ntégrales cela reviendra & ce que les z, devront satisfaire
a:un systéme d’équations linéaires. & une infinité d’inconnues..

(1) Borel, Sur quelques points de la Théorie des fonctions (Annales de
‘TEcole Norm. sup., 3-e série, t. XII, 1895, p. 9-—55),
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Y

Quant a la résolution de tels systémes, nous verrons que
ce probléme peut étre ramené, au moins dans des cas trés étendus,
complétement & celui concernant les systémes des deux premiers
Chapitres.

11 faut cependant ajouter que le procédé de formation des
systémes infinis, que nous venons de décrire, fournira dans cer-
tains cas, lorsque P(z) =0, des systémes contenant des équations
incompatibles et n’ayant, par conséquent, aucune solution, — ce
qui ne pourra jamais arriver si P(z) =0, c'est-a-dire si le systéme
est homogéne.

Enfin, le Chapltre IV sera consacré & la résolution du probléme
d'interpolation ou,-ce qui sera la méme chose, 3 la résolution des
systémes infinis correspondants;: ces derniers embrassent, en par-
ticulier, les systémes cités, d’aprés M. Riesz, au n° 2.

En nous servant convenablement du principe des réduites,
nous démontrerons ‘le théoréme général suivant:

Etant données trois suites indéfinies:

1% celle des (a.) satisfaisant aux conditions suivantes:
;5 a; pour ¢ =,
lal=lal=... . =]la]|=..,
et |a,|— oo pour n — oo,
20 celle des nombres entiers et positifs quelconques ou zéros
Py Pas + -« Dy .+ ooy

3¢ et celle des quantités quelconques

o @ r) © @ (py © @ ()
€1, €15, «e.Cl 3 €2, 0C 5, «00C2 3 oooOCnyCny ooeln 3 oooy

— on peut construire une infinité de fonctions entiéres Fe)
telles que pour z —a, l'on- ait:

Fa) =2
Fa) =&

2 n=1,23,...),
F®(q,) = ¢&v
F®() stant la dérivée d’ordre p, de la fonction F(2) et
FOz) = F(e).



CHAPITRE I

Sur les systémes d’équations. linéaires - et hombgénes
-h une inﬂnité @’inconnues attachés aux séries de
' DHMM%

L Le probléme l;es séries de Dirichlet.

7. Dans ce Chapitre mous mnous proposerons de résoudre
les deux types de systémes déquatlons hnéalres et homogénes
3 une infinité d’inconnues:

‘@,
4y 0= 3huzn (type I),
n=1
R
n=——Q0
(i=0,1,238 ....),

en y supposant que les quantités donnees /s satisfassent aux
. conditions suivantes :

(3) C An=E A pour k:t:k
4) 11m|}m|——<>o
n > o0
(5) [Am] <A  (m=0,1,2,...),

A étant un nombre positif quelconque.

Cela posé, démontrons que nos systéemes (1) et (2) peuvent
étre résolus dans tous les cas et cela de facon que les solutions
soient constituées par des valeurs des inconnues dont aucune ne
sera zéro. -
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8. Comme nous venons de voir (n° 6), les systémes. (1) et
(2) peuvent &tre attachés aux. séries de Dirichlet. . -

Chacune d’elles fournit un systéme (1) ou (2); pour l’obtemr
on n’a qu'a différentier la série de Dirichlet terme & terme une
infinité de fois et & exiger que les résultats ainsi obtenus
s’annulent pour.z=20. :

Sous' ce point de vue, les inconnues des syshemes (1) ou
(2) peuvent étre considérées comme coefficients indéterminés. des
séries de Dirichlet, et le probléme de la résolution des systémes
(1) et (2) se rameéne 3 celui de la construction des séries de Dirich-
let. En effet, chacune de ces séries est complétement caractérisée
par deux suites indéfinies: celle des 4, et celle des coefficients.
Or, la suite des A, étant donnée d’avance, et les coefficients se
calculant comme inconnues des systémes (1) ou (2), il en résultera
done qu’a chacune des solutions des systémes (1) et (2) on peut
faire correspondre une série de Dirichlet, concréte et bien déter-
minée. De plus, la suite des A, étant donnée d’avance, il ne s’y agit
évidemment que de construire des séries de Dirichlet contenant
effectivement tous les A. donnés, c’est ce qui ne sera possible
que sous la condition que les solutions du systéme correspon-
dant (1) ou (2) soient constituées par des valeurs des inconnues
dont aucune ne sera zéro.

Et voild pourquoi nous ne saurions, dans le présent Cha-
pitre (et de méme dans les deux Chapitres suivants), admettre
que des solutions satisfaisant & la derniére condition.

9. Sans avoir J'intention d’étudier, d’'une facon détaillée,
les séries de Dirichlet qui correspondent aux solutions des sys-
temes (1) et (2), nous nous permettrons seulement de faire a ce
sujet quelques remarques d'un caractére général.

Constatons tout de suite que chacune d’elles représente une
fonction F(z) bien déterminée, au moins pour une valeur de la
variable .z, & savoir z=0. En effet, les z, constituant une solu-
tion d’'un des systémes (1) ou (2), la série 3z, sera, d’aprés la

premiére équation de-.ce systéme, absolument convergente, et
aura pour somme zéro; done,

F(0)= 2x,=0.

De méme, on s’apergoit aisément que lorsqu’une série de
Dirichlet est uniformément convergente dans une région- quel-
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conque, limitée par ~une courbe passant par l'origine, elle y
représentera une fonction holomorphe #{(z), s’annulant avec toutes
sés dérivées pour z=0:

F0)=0; F®™0)=0 (@n=1,23,..).

En effet, chacun des termes de la série (z.e—*+) étant une
fonction holomorphe dans tout le plan de la variable 2, il en
résultera, d’aprés le théoreme de Weierstrass, que, si la série est
uniformément convergente dans une région, elle y représentera
une fonction holomorphe F(z), dont la dérivée d’ordre p sera

Fog) = Yw,(—A)re 407
done, en tenant compte du systéme correspondant
0= Jz(—i)? (p=0,1,2,..)),

on aura évidemment, d’aprés I’hypothése faite,
FO)=0; FP(0)=0 (p=1,2,3,..)

Que de tels cas peuvent se présenter en réalité, on le verra
tout de suite. Supposons, par exemple, que les A, soient réels

et lim A,=oc0; alors & chacune des solutions correspondra une
n >0

série ordinaire de Dirichlet. Ktant absolument convergente pour
z=0, elle sera, d’aprés la théorie de telles séries, uniformément
convergente dans tout le demiplan. & droite de I'axe imaginaire.

Dans le cas ol les 4, représentent des quantités complexes,
il s’agit des séries de Dirichlet généralisées, et alors la question,
concernant la région de convergence, deviendra en général beau-
coup plus compliquée, comme il résulte des recherches de M. Vii-
sild, citées déja au n° 5.

Tandis que la région de convergence d’'une série ordinaire
de Dirichlet représente toujours, comme on le sait, un demiplan
a droite d'une parallele 4 'axe imaginaire, celle-ci d'une série
de Dirichlet généralisée peut étre, d’aprés M. Viisil4, une région
quelconque, limitée par une courbe convexe. Il a démontré, en
effet, qu'étant donnée une région quelconque, limitée par une
courbe convexe, on peut construire une infinité de séries de
Dirichlet généralisées dont chacune l'admet pour région de con-
vergence absolue.
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Puisqu’il ne s’agit pas ici d’étudier les séries de Dirichlet
généralisées d’une fagon détaillée, nous nous contenterons de
constater seulement le fait suivant:

En assujettant les arguments des quantités 2, a certaines
restrictions, on peut indiquer des régions plus ou moins vastes
‘ol les séries de Dirichlet généralisées, correspondant aux solutions
des systémes (1) et (2), seront srs d’étre uniformément conver-
gentes. T :

En effet, supposons, par exemple, que les 4, soient tous
situés dans I'angle droit, formé par deux demidroites: ’

__.717 £ _ T
P = ‘-; et @ = —‘*49
issues de Porigine; la série

D TM?
b
n
dont les coefficients . constituent une solution du systéme
correspondant (1) ou (2), sera alors uniformément convergente,

au moins dans l'angle droit indiqué, comme on s'en assurera
aisément par le raisonnement suivant:

Soit z==e% une valeur quelconque de la variable z dans
ledit angle; on aura donc ;Zéq:g—}—g. D’autre part, en dé-

signant .
l;,=fﬁel¢n ('n::(), il’ iz’ .. _),

on aura, d’aprés I'hypothése faite, |
Pn=1Pn 1 2.7va,

m étant un entier positif quélconque ou zéro, et
Tz, =1+ 7.
—p=wmEtg
Par con'séquen‘t,' ——imz = -—r,,ge“%"“ﬂ = —17Q ei('l’n+¢) ‘ef

e-—-lnz 1 2

= moCos(ynig) — b PUISQUE —3 2 =¥te= 2’

donc, Ixne —Ang <[xn|.



14 s HERMANN -JAAKSON . - - s o AV

= \Ausm 1a - séne 2, étant absolument conﬁverge‘nte 1a série

o .
[P B o Sy A N

‘\:Vx o l,‘z :

sera-t:elle tniformément 'c0nvei‘g'eni:é" i moihs’ dans’ Tangle
drmt 1nd1que et y représentera une fonctlon holomorphe ‘

De méme, il est aisé de voir que dans le cas oil

SRR —E-é'*f’né‘_lhé’ T

les séries de Dirichlet correspondantes (ainsi que celles que l'on
en obtiendrait en les différentiant terme & terme) seraient uni-
formément convergentes, au moins pour les valeurs réelles et
positives de la variable 2, c'est--dire sur l’axe réel & droite
de l'axe imaginaire.
Il est évident que I'on pourralt multlpher mdeflmment de
tels exemples. :
~Des remarques precédentes nous: pouvons t1rer les .CON-
clus1ons suivantes: s o
- 10 les séries de Dlnchlet (ordlnalres ou generahsees), cor-
respondant aux solutions des systémes (1) ou (2), sont abso-
lument’ convergentes pour z= 0, quels que soient lés arguments
des quantités A.; ,
20 elles sont, au moins-dans.des. cas. étendus, unlformement
convergentes dans des régions plus ou moins vastes et y repré-
sentent des fonctions holomorph’es‘,' g’annulant avec toutes ‘les’
_dérivées pour 2=0;
, 8° aussi, au moins sous certames réserves, pourrait-on
interpréter le probléme de la résolution ‘des systémes (1) et (2).
comme probléme de construction des séries de Dirichlet, qui
représentent des fonctions :#(2), complétement déterminées et
holomorphes dans certaines régions, et s’annulant avec leurs
dérivées pour z=0:

F(O)?O, F(")(O);O. o n=1,2,8,...).
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II. Sur l'application de Ila méthode de(Fourier aux systémes
du type 1 ,

10. Soit donné un systéme du type'l ’
oo ) '
®=22’;an (1:=0,1,‘2,0-.);

en exigeant alors qu'une solution soit censtituée par des valeurs
des inconnues (x.) dont aucune n’est zéro, on peut supposer, €n
particulier, que =, 0, et présenter le systtme donné sous la
forme ‘suivante:

aw. —22‘ (’”) G=0,1,2,..),
ou les rapports ( ) joueront le rdle des mconnues Essayons

de les calculer par la méthode de Fourier. Le systéme Tédﬁit
sera dans ce cas:

nt+1

2= 2/1,,(”") (=0,1,2,... n—1).

R
S (aa\®
R N

i

Vet

" En déslgnant sa solutlon par

E”'_z(”’ e
z) 7T =y _,’A.

et en tenant compte de ce que

1 1., .. 1 '
[ 2 et s | = e—tn) m—z.z) (zm—zz)
7 R Gy e (Mx—ﬂ-;)
! 2.’;_1 1:_1 vj.:;i o (3'n-|-1—7m)=|=0

. . - ™)
on obtiendra aisément les valeurs- des incotinues (ﬂ) , & laide
Zy
des. formules: ,
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e (a)fE) (2
AN

(6)

Donc, il ne s’y agit plus. que de passer & la limite pour
n — 0. .

1. Nous allons constater que les limites:

lim (fﬂ)w—; “—”—") (h=2,8,...)

n - oco\%1 z;

n’existeront sous une forme finie que dans des conditions beau-
coup plus restrictives que celles de (83—5), et qu’elles ne con-
stitueront une solution du systéme donné que dans des conditions
encore moins générales.

Pour s’en assurer, il suffira d’examiner quelques exemples
particuliers. :

Supposons tout d’abord que la suite des 4. soit telle que

(7 ’ -;'”;7_" (n=1,2,8,...);

on déduira alors des formules (6), par un calcul simple, que
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17

Zh
Zy

Donc,

)

. ‘”2 (nL
Zy _

(n)

Sur certains types de systémes d'équations linéaires ete,

P AYL
—n, 78y —
Z;

n—1)
1.2

n(n—1) (n—2). .. [n—(—2)]

et généralement

(h=2,8,4,...).

e (1) h—
= (=D 1.2.8...0—1)
(

c’est-a-dire, dans le cas (7), il n’y a pas de limites finies.

(8)

Supposons ensuite que les i, soient tels que

Iy = 02

(n=1,23,...);

alors, en employant la formule bien connue

. x? x? 22
Smnx=mc(l—ﬁ) 1—5‘2)..4.(1——;‘—2)...,
on aura
. y }11 11 11
—_ Ml — ...l ——}=
i (=) (=2 ()
—1lim Sin e _
21 1 —E) (12 =
12 X 72
. 1
- 1 1 1\
2(1 2_)(1 ?) ..(1 ;7)
et de méme
. An An A
— 1— 1= =
lﬂoo(l | 1h+1) ( im) ( M+1)
i Sin w2
= oo ? x® z%
=__.(_1)h—1 1 .
h2 hz h2 ?
Y PR o PR
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done, d’aprés les formules (6),

' ® ‘ :

(?—")=lim (ﬁ) = (—1)*1R (h=2,3,4,...)

Zy n->oo\%T1 _
Aussi, dans le cas (8), chacune des limites (:Th) sera-t-elle finie
1

et bien déterminée; cependant, elles ne constituent pas une
solution du systéme (1a), puisqu’elles ne rendent pas absolument
convergentes les séries qui s’y trouvent,

12. Supposons enfin que

)] I=pL p>1  (n=1,238,..);
alors on aura

,, (1— 1‘—1) (1— 11—1) g (1_. A )
lim e = s

n 7 7
n>00 ———_ T AT e e e —_a
(1 z,,+,) (1 "h+2) (1 Ml)

1

IR

et, par conséquent, d’aprés les formules (6),

ﬁ =1j ﬁ ('2= __1\y—1 ph_1
. ("’1) ng(”ﬁ) = (p—1) (p*—1) (p*—1)... (" '—1)

(h=2,3,4,.-.)0

Cette fois on peut bien constater que les valeurs des in-

connues ? , fournies par la formule (10), rendent absolument
1

convergente chacune des séries du systéme (1s).
En effet, ¢ étant un entier positif quelconque ou zéro,
examinons la (i1)me gérie

1 y i [Tn
i (x—)
n=2 1

En désignant

i [Th i Thta
W= A o ma=aa(3)
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Ynpa g

Uy,

Uht1
Uy

on aura

et, par suite, hm

.ph_l h o0 ’

d’oll se déduira immédiatement la convergence absolue. La sérié

(o]
;vi T
2 K\
k=2 1
a donc une somme bien déterminée 6t, comme on s’en rendra
compte aisément, celle-ci n’est que —4;, puisque

quel .que soit l'entier positif #, et, d’autre part,

Sf2) - SHfE)P O

zy N>O0 ). g

11 en résulte donc que, sous 'hypothése (9), la méthode de Fourier

est applicable et permet de déterminer les rapports des incon-

nues du systéme donné ;—3—" , de sorte qu’ils satisfassent au
1

systéme (1a), et qu'aucun d’eux ne soit zéro.

En y prenant #;, = C, C étant une ‘constante arbitraire, dlf-
férente de zéro, on obtiendra donc une solution du -systéme
donné (1) dépendant d'une constante arbitraire, et exprimée par
les formules:

. . ) ph—l
(11) x,=C, = (x1""C —D@EE—1)...("—1)

(h=2,38,4,...).

Remarquons encore que, en disposant de la constante arbitraire
C, on peut faire assumer & une inconnue quelconque z, la valeur

(1) D'une fagon générale, remarquons que toutes les fois que l'on aura,
par la méthode de Fourier, trouvé les valeurs des inconnues d’un systéme donné,
qui rendraient absolument convergentes les séries du systéme, on en tirerait
immédiatement, tout comme ci-dessus, la conclusion, que ces valeurs consti-
tuent effectivement une solution de ce systéme, puisqu'elles rendront les parties
droites des équations égales aux parties gauches correspondantes.

PAd
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a= 0 arbitrairement prescrite. En effet, pour cela on n’aura
qu’a choisir C de sorte que soit

G—D@—D... 0 —1)

Done, des trois hypothéses concrétes, relatives 4 la nature
de la suite des A., que nous venons d’examiner ci-dessus, ce
n’est que la derniére, qui permet de résoudre le systéme cor-
respondant par la méthode de Fourier. En la comparant aux
autres, on constate tout de suite que dans ce cas la croissance
des A, est plus rapide que dans les deux cas précédents. Il est
clair que c’est bien cette clrconstance 4 laquelle, dans ce cas-ci,
on doit le succes.

a= (—1)"1C-

13. L’hypothdse (9) est loin d'étre la seule, sous laquelle
un systéme (1) peut &étre résolu par la méthode de Fourier;
nous allons démontrer & ce sujet la proposition plus générale
suivante:

Etant donnée une suite indéfinie des A, telle que
hFd o (F))

Pt >p>1 pour k=N,

(12) et T

N étant un entier positif quelconque, on peut,
" par la méthode de Fourier, déterminer une solu-
tion du systéme correspondant, dépendant d’une
constante arbitraire C.

En effet, les valeurs (6) des inconnues du systéme réduit
auront pour n — co les limites finies et différentes de zéro:

A A A
1—2(1—3). . {1 —
Aghy. .. dns ( lo)( ‘ /13) ( /IH)

(£) 5 im )=t '(1. ] 1)

lh }vh

(i) ) -
: e s (h=2,34,...),
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puisque, la série
1
Ants

T ;.m +

lh+1

étant, par hypothése, absolument convergente, les produits infinis

=)l =i

An \ An An
(1 m)(l‘m)(l z:)

le sont done, eux-aussi, et different évidemment de zéro.

et

De plus, ces limites

. i\ [z
lim (2= (=
n-soc0 \*1 ry

rendent absolument convergente chacune des séries
[o.o] iz
k
i ()
k=2

i étant un entier positif quelconque ou zéro.
"En effet, soit

et
1 xh—i—l
“"+‘—"1H1(x, )’
alors
A Y A y3
=2 == ===
Unyy R lh An Anys Ants
u, g ™ , 1___ 1___/~;._1 __np 1— At
T Inge Anyal’

or, d’aprés I'’hypothése faite, on aura -

in
Anya

. h—i—1
lim = 0,
h—>co
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M An—i ' An
1—2] .. =2 —
7 Anl’ | An I Il 2” }vh+8

1m LI ! .
h—>co l——]:l— 1_&2__1 it At 1___}i+1
‘ ) Anta " Ange Anys|
22— |1‘J;—-1
—lim h h h
hsoo i A []Aaen] [ A
Artr Ay | Anpr
: 2
I [ T ([
lim J lh+2 lh-{-a nexl « pl
h>oo Bl htt «Q ’
1— 57— {1—]... l1——
| }vh+2 }»h+a | ”1=11 ( pn)

comme on s’en rendra aisément compte.

Done, Upnyy

Uy,

lim
h->00

=0,

d'ou se déduira inmédiatement la convergence absolue.

Il en résulte que, sous 'hypothése (12), une solution du
systeme (1) sera fournie par les formules;

n=0, m=(—1p=iclaten b,

o | (2 i) () )

() ()

(h=2,3,4,...),

C désignant une constante érbitmire.

En disposant convenablement de C, on peut faire assumer
évidemment & une inconnue quelconque z, la valeur a 3=0 arbi-
trairement prescrite.
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Ill. Sur Papplication du principe des reduites dans un cas
particulier.

14. Comme nous venons de voir (n°11), la méthode de
Fourier ne s’applique pas au systéme (1) dans le cas (7).

Cependant, il ne faut pas en conclure que'le principe des
réduites, lui-méme, ne puisse pas s’appliquer. En effet, nous
allons démontrer que l'on peut résoudre le systéme donné par
une méthode nouvelle ne représentant, au fond, quun autre
mode d’application du principe des réduites; au lieu de ramener
le systéme donné & un.seul systéme réduit, comme nous l’avons
fait dans les cas précédents, nous le raménerons, dans ce cas-ci,
a une suite indéfinie de systémes réduits.

Quant & la réduction, elle sera effectuée par deux étapes,
a laide des systémes infinis intermédiaires que l'on pourrait
appeler systémes réduits généralisés, dont chacun
peut étre résolu par la méthode de Fourier, c'est-a-dire é&tre
ramené a un seul systéme réduit fini.

‘En calculant les solutions des systémes réduits, et en passant
3 la limite, on obtiendra les solutions des systémes infinis inter-
médiaires; avec celles-ci on construira des- solutions du systéme
donné.

Notre tache consistera donc en ce que nous aurons & fixer .
la loi de formation des systdmes réduits généralisés, et a déter-
miner le mode de constriction des solutions du systéme donné,
a l'aide de celles des systémes réduits généralisés.

15, Etadions d’abord la loi de formation des systemes
réduits généralisés.
Le systéme particulier (S), que nous allons résoudre, s’écrit

0= nw (i=0,1,2,...)
Cest un systéme appartenant au type I, et complétement
caractérisé par la suite indéfinie (E) des A, =n:
(B)=1,2,8,4,...

Décomposons maintenant la suite (£) en. une infinité de
suites partielles (E,) de la fagon suivante: Constituons avec les
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éléments de la suite (E), c’est-d-dire avec les' nombres naturels,
le Tableau a double entrée:

1 21 22 L. L2k

3 32! 3.22 . . . 8&
5 521 - 592 . . . B2k

i2n—]—l) (2‘n—-|—1)21 (én—l—l)22 (2.n—{—1)2"

On se rend aisément compte de ce que ce Tableau contient
tous les nombres naturels, et que chacun d’eux n’y rentre qu'une
seule fois en y occupant une place bien déterminée. En effet,
s étant un entier positif, il est évident qu'on ne pourra le pré-
senter que d'une seule maniére sous la forme

s=(2n4-1)24

h et n étant certains entiers positifs ou zéros; donc, s occupera
dans notre Tableau la case qui est située dans la file de rang
(n41) et dans la colonne de rang h-{-1.

En entendant par (E,) la suite

(B)=2n-+1, (2n412%, ... @n41)2%
(n=0,1,23,....),

et en tenant compte du Tableau & double entrée, I'on constatera
immédiatement que la suite donnée () se décomposera, en effet,
en une infinité de suites partielles (&,), ce que I'on peut exprimer
par la formule symbolique

(B) = (Eo)+(E) - . . 4 (Eu)+- -

Comme nous I'avons déja remarqué, la suite (E) caractérise
complétement le systdme donné (§); or, par analogie, chacune
des suites partielles (E,) déterminera, & son tour, un systeme (S,).

En desxgnant les inconnues du systeme (Sa) respectivement /
PAT Yui, Yn2y - - - Yniata) - - - 11 56 présentera sous la forme suivante:

@ o= Slentoetuen (2075 ):

h=0 .
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Ainsi, I'on obtiendra une infinité de systémes (S.) bien déter-
minés. En les examinant de prés, on verra tout de suite que,
. quel que soit I'entier positif », le systéme (S.) est équivalent au
systeme (So)
0 .
0= 232" yor+1) (6=0,1,2,..),
h=0 '

les systémes (S,) et (So) ayant évidemment tous les deux les
mémes solutions. Aussi, peut-on poser tout simplement

Ynat1) = Ynp1 n=0,12...
et ca.lculer les valeurs

Yo Y25 -+« Yhgty - oo

4 l'aide de n’importe quel systéme (S,). Or, prenons le systéme
(S,) et remarquons qu’il s’obtiendra du systéme (1) en y posant

Ao=2"1 et Z,=yn

D’aprés le n° 12, on pourra en conclure immédiatement que le
systéme (S,) peut &tre résolu par la méthode de Fourier, les
valeurs des inconnues y;, ¥a ... ¥ats, ... s'exprimant a l'aide
des formules (11), si 'on y remplace p par 2.

On aura donc

— h 2h C
Yrr = (—1) @—1)(2°—1)...(2"—1)

(14) h= C,

h=1,2,8,..),
C étant une constante arbitraire.

16. Démontrons maintenant que, en employant les solutions
des systémes (S,), on peut construire une solution du systéme
donné (8), c’est-d-dire que les systémes (S.) peuvent &tre con-
sidérés, par rapport au systéme (§), comme systémes
réduits généralisés. '

En effet, convenons de déterminer les valeurs des inconnues
(z)) du systéme donné (S) de la fagon suivante:

Etant donné le rang s de linconnue z,, nous le présen-
terons sous la forme

s=(2n-41)2"  (voir n° 16),
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ce qui fera correspondre a s une seule valeur bien déterminée
de k, ainsi qu'une seule valeur de n.

Cela étant, nous poserons #,=yny1, OU Yit, dépendant
d’'une constante arbitraire C, sera fourni par les formules (14).

Nous verrons que, en spécifiant convenablement cette con-
stante arbitraire C, nous obtiendrons ainsi une solution du
- systéme donné (S).

Il est clair qu'il faut spécifier C, puisque, d’aprés ce que
nous venons de dire, on obtiendra, en particulier,

z, =C, vx5=0’,...x2,.+1=0’,...;

par suite, si 'on y entendait par C une constante arbitraire, la
premiére série du systéme (S)

aQ

2z,

n=1
(pour ne parler que d’elle) contiendrait une infinité de termes
‘tout 2 fait arbitraires et, par conséquent, elle n’aurait évidemment
aucun sens précis.

De méme, en spécifiant C, il faut tenir compte de n.

En effet, sil'on prenait pour C, indépendamment de =, la méme
valeur quelconque « 4 0, on aurait ‘

z, =a, Tg=y . . « Tgnj1=2a, . . .

done, la série
(o]
2,
n=1

contenant le méme terme & une infinité de fois, ne serait pas

convergente
Or, étant s=(2n -+ 1)2" prenons @, =y en posant dans
les formules (14), par exemple,

1
mFDT4)

ou 4, est une constante quelconque aséujettie 2 la condition

'O_=

l4l=1 (n=0,1,2,...).
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Alors on aura !

1

“=@tnia "=

15)) , — (— 2" N S
w=Nepe—y =) eatn4 *=L28)
étant s=(2n+1)2* et n=0,

_et, comme nous verrons, les valeurs des =z, déterminées par ces
formules constitueront une solution du systéme donné (§).

17. Démontrons maintenant que les z, fournis par les for-
mules (15) rendront absolument convergente chacune des séries
du systeme (8), par exemple,

(o]
N,
a=1
¢ étant un entier positif quelconque ou zéro.

En effet, aprés avoir fixé 7, I'on peut toujours, comme nous

le verrons, indiquer respectivement un entier positif NV tel que soit

; 1 '
(16) |s'x,|<? pour s>N.
Or, ]a série
1
PE

Mg

1

@
I

étant convergente, on en déduirait immédiatement la convergence
absolue de la série

o
P
s—1
Ecrivons I'inégalité (16) sous la forme suivante
| st | << 1,
et désignons
. g2 2h

(2—1)(22~1) -—1)(n+1)'
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alors, en tenant compte de ce que |4.|=1, et s=@2n-+1)2%
on aura évidemment
|st2a, |= U,

Il en résultera donc que, si linégalité U, <1 pour s >N était
exacte, I'inégalité (16) le serait a fortiori.
Quant & U,, il est aisé de voir qu'il s’écrit

U, = P(h) . Q(n),
ou l'on désigne par P(h) et ((n) les expressions -suivantes:
Qh(+3)

@l—1)@*—1)...2"—1)

_@n+41)+2
(41!

Or, sous une autre forme, P(k) étant

Ph) =

Qn)

1 .
Ph) = ,

h
i(h—zi—S) 1 1 ' 1
2 1—o (1——§§ 1—-?)

on en déduira aisément que lim P(k)=0; de méme, il est
clair que h->co

lim @n)=0.

n—->0o

Par suite, I'on peut bien indiquer, d’une part, deux nombres
positifs P et Q tels que ’

P= P(h) h=0,1,2,...),
Q= Q(n) n=0,12,...),
et, d’autre part, deux nombres entiers positifs », et =, tels que

P.Q)<<1  pour m=mn, -
Q.Ph)<<1  pour hz=h,

Il en résultera donc que. U, <1 pour k> h, indépendamment de
n, ainsi que pour » = n,, indépendamment de %; par conséquent,
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si pour une valeur entiére et positive de s =(2n-}- 1)2* l'inégalité
"U,<{1 devenait inexacte, ce ne serait possible que sous la condi-
tion que les valeurs correspondantes de » et k satisfassent & la
fois aux inégalités:

n<n, et h<lh,.

Donc, la valeur la plus grande de s, pour laquelle I'inégalité
U, <1 pourrait éventuellement cesser d'étre exacte, serait

[2 (1o — 1) - 1] 22 = (2my— 1) 2h—2.
En la désignant par N:
N=(2n,—1) 2%,
on aura en tout cas
U,<<1 pour s>N=(2n,—1)2k,

Donc, la série
oo
25

s=1
L4

sera, en effet, absolument convergente et aura, par suite, une

somme bien déterminée ne dépendant ni de I'ordre des termes de

la série ni des différents modes de groupement de ces termes.
D’aprés cela, en tenant compte de ce que la série

(e}
D s,

s—1

contient tous les termes des (:—} 1)i*mes séries appartenant aux
systémes (S,), et qu’elle n’en contient pas d’autres, il- en résultera
immédiatement que la somme de notre série sera nécessairement
nulle, puisque les sommes des (i} 1)!*=es séries, appartenant aux
-systémes (S,), sont elles-mémes nulles.

Donc, - les z, déterminés par les formules (15) constituent,
en effet, une solution du systéme ‘donné (S).

En multipliant toutes ces valeurs par une constante arbitraire
4, on obtiendra encore une solution du systéme (S), ce dernier
etant un systéme homogéne.

3
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18. La solution du systéme (S) dépendant de la constante
arbitraire 4 et des ‘quantités 4., assujetties & .la condition

Tzl (=0,1,2,..),

s’écrira sous la forme suivante:

Al
xs=m pour h=0,
(18)] 0 — (—_1)» 2" ' A4 ‘
=1 (2—1)(22°—1)...(2"—1) n+1)! 4, pourk=1,2,3, ...,

ot s=@n4-1)2* et n>o.

En l'examinant de prés, on constatera:
1° pour 40 aucune des inconnues x, n’est zéro: z,= 0;

20 étant donnée, d’'une part, une suite finie de r quantités quel-
conques différentes de zéro: ay, ay, ... @, et, d'autre part,
une. suite de r nombres entiers positifs: a,, ay ... a, ap-
partenant tous & des suites partielles distinctes (£) (n° 15),
on peut faire assumer aux inconnues

xal ] xag ’ xa

Al r

respectivement les valeurs prescrites

Qy, O3, . . . Q.

En effet, en remplagant dans les formules (16) les x,, re-
spectivement par les a; et en résolvant ces » équations par rapport
aux quantités 4i on obtiendra évidemment pour elles les valeurs
satisfaisant 4 la condition: |4x|>1, si lon attribuera & la

. constante arbitraire A une valeur quelconque dont le module sera
assez grand.

Nous venons de supposer que les nombres entlers positifs
a,, 0y, . . . a, appartiennent tous & des suites partielles distinctes
(£ ; remarquons que c’est une condition tout a fait essentielle,
puisque de toutes les inconnues, dont les rangs appartiennent a
la méme suite partielle (Ey), c’est seulement une quelconque qui
peul étre fixée arbitrairement; en lui faisant assumer une valeur
prescrite, on attribuera du méme coup a.toutes les autres in-
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connues du méme systéme (Sx) les valeurs correspondantes comple-
tement déterminées.
Donc, la nature de la solution que nous venons de constrmre
dépend essentiellement du mode de décomposition de la suite (E).
Or, généralement une suite (£) peut étre décomposée d’une
infinité de maniéres, c'est ce qui permettra de prescrire arbitrai-
rement les valeurs d'un nombre fini d’inconnues quelconques.
En effet, étant donnée une suite de nombres entiers positifs

quelconques: a;, @y, . . . @,, en décomposant la suite (E) en une
. infinité de suites partielles (E.), on peut faire rentrer les éléments
R P

dans r suites partielles, de sorte que chacune d’elles ne contienne
qu'une seule de ces r quantités (Aa,). ’

Nous le démontrerons ci-dessous, dans le cas général, ou
les ¢éléments A, de la suite (E) ne sont assujettis qu'aux condi-
tions (8—5, n° 7), qui caractérisent les systémes (1) et (2).

IV. Sur la construction des solhtions des systémes du type L

19. Etant donné un systéme quelconque (S) du type I
. o
0= 3.z, (t=0,1,2,..),

dont les 4, satisfont aux conditions (3) et (4) (n° 7), nous allons

le résoudre par une méthode dont l'idée essentielle vient d’&tre

exposée tout & I'heure, & propos du systéme particulier (n° 15).
A cet effet nous aurons:

1° & décomposer convenablement la suite

(.E)—_—-)vl, 212, PR ;vn, s .

en une infinité de suites partielles (&),
2° 3 faire correspondre & chacune des suites partielles (%,) un
systéme réduit généralisé (S,), et
8% & construire des solutions du systéme donné (S) & l'aide de
celles des systémes (S.).
Exammons lune aprés l'autre ces tr01s questions. -
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20. Quant & la décomposition de la suite donnée (E’), nous
démontrerons la proposition suivante:
Etant donnée une suite (B)y=2»X, 29 o lny ...
telle que
lim lln|=oo,
n -» OO
on peut la décomposer en une infinité de suites
partielles (E,), de sorte que, en désignant les élé-
ments de (E,) par

MUn1y MHnzy ... Mnhy o ooy

ceux-ci satisfassent a la condition

>p>1 h=1,2,3,...,
] n=1,23,...

Pngit1y
Min

et que les » éléments:

hgs Py =oo ko

al! a27 a,j

choisis arbitrairement dans la suite (E), soient
répartis entre s .suites partielles () dont
chacune n’en contiendra qu’un seul, » étant
d’ailleurs un entier positif quelconque.

Désignons par (E° la suite naturelle des nombres
(B9=1,2,3,...
et par (E9) la suite partielle suivante:
(B = 1201, 8201 5201 .. . (2%k—1)2%, ...
n=1,23,..);

en examinant’ alors le Tableau du n° 15, on se rendra aisément
compte de ‘ce que la suite (E°) se décomposera, d'une fagon
bien déterminée, en une infinité de suites partielles (Z£9):

(B) = (B)+ E)+.c.+-(E)+...

Or, il est & remarquer qu'il y a une correspondance univoque et
réciproque entre les 4, et les nombres naturels »: Ap——>n;
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cela permettra de faire correspondre a la décomposition de la
suite (E°) la décomposition de la suite donnée ()

(B) = (B)+ EY+...+E) + ...,
(EY) y désignant la suite partielle suivante:

A . A

(E:t) == )‘*LG——l ’

3.2n1s (2k—1) 2" b
n=1,23,...),
qui jouit évidemment de la méme propriété fondamentale que la
suite (%), c'est-a-dire qui a aussi pour point-limite co:
lim

|= o0.
k—>oco

;'(2 E—1)2°—1
Cela étant, nous allons maintenant décomposer la suile donnée
() conformément a la proposition énoncée

(B)=(B)+ E) 4.+ B+

en procédant de la maniére suivante:

Nous construirons les suites (E,) successivement: d’abord
(E,), ensuite (E,), ensuite (&), et ainsi de suite.

De méme, les éléments des suites (Z,) seront choisis suc-
cessivement:  fui,, fnz, MUnss .

Nous désignerons par

(E) - (El) "— (E2) T e s T (E11—~1)

la suite partielle de (&) que 'on obtiendra en enlevant de la
suite (E) tous les éléments des suites partielles

(El)’ (EQ)’ o e e (EM—-I)'

Cela étant, fixons la loi de formation des suites (%,) de la
maniére suivante :
1° Le premier élément u.; de la sulte (#£,) soit celui des élé-

~ ments de la suite (E) — (&) — (Ey) —...— (1) qui occupe le
rang le plus petit; en particulier, le premier élément u,, de la
suite (%)) soit 4,: By = Ay

20 Tous les autres éléments de la suite (&)

Wn2y Hn?oy o oo Unhy  Puhtr), -

seront choisis exclusivement entre les éléments de la suite (E2).
3
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3° Dans le cas ol la suite (E}) contient quelques-unes des
r quantités fixées arbitrairement & l’avance:
A A !

"oy (P IR .

= 7

on choisira pne, Mus, ... Man, ... de sorte que la suite (&)
n’en contienne qu’une seule au plus.

4° u,. étant déterminé, l'on prendra pour w4 celui des
éléments de (E!) dont le module sera

Zlﬂnhlpv I’>1,

et qui occupera le rang le plus petit possible, compatible avec
la condition précédente (8%, p étant un nombre positif fixe.
D’aprés cette loi de formation, la construction dune suite
(E.) peut &tre effectuée aisément.
En effet, pour déterminer le premier élément w.., on n’aura
qu'a trouver celui des éléments de la suite

(B) — (B) — (By) — ... — (Eu)

dont I'indice sera le plus petit. Or, pour cela il suffit de déter-
miner seulement un nombre fini de premiers éléments des suites
(B, (BE,), ... (Bu-), de sorte que 'on ne continue le procédé
de formation de chacune de ces (r—1) suites que jusqu’au
moment que l'on obtiendra le premier élément dont le rang
sera supérieur a celui du premier élément de la suite (E!), ce
dernier étant 2",

11 est clair que, aprés un nombre fini d’opérations, on trou-
vera tous les éléments de la suite

(E) - (El) - (E2) T ees T (En—-l)

dont les rangs sont inférieurs & 1.2"—, et dont le nombre sera au
moins un, puisque, d’aprés la condition 29, 4, o»—1 appartiendra cer-
tainement a celle-1a. _

Or, entre ces éléments, en nombre limité, il y aura évi-
demment un dont lindice sera le plus petit; c’est celui-ci que
. Yon désignera par .

Quant aux autres éléments de la suite (&)

Pnzy Mngy oo fahy oo,

. . . . 1z o 4
on les choisira successivement entre les éléments de la suite
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(B3 = Ay g1, Agont, - oo A@p_1)gm=h « s

en tenant compte des conditions 3° et 4°

Ainsi, & chacune des suites (E!) on fait correspondre une -
suite bien déterminée (E,). Le nombre des suites (E!) étant
Pinfini, le nombre des suites (%,) le sera, par suite, lui-aussi.

De la loi de formation des suites (Z.) on tirera aisément
les conclusions suivantes’:

1% Chacune des suites (E,) ne contient que les éléments
appartenant aussi & (E).

20 Chacun des éléments de () appartiendra & l'une des
suites partielles (E.) et & une seule.

8° Les n premiers éléments de () rentrent dans les premiéres
suites partielles (Z,), (&) . . . dont le nombre sera = au plus.

4° Chacune des suites (£,) satisfait aux.conditions énoncées
dans notre proposition. ,

I en résultera donc que la décomposition de la suite
donnée (E)

(B)=(E) 4+ E) + ...+ B+ ...,

que nous venons d’effectuer, sera bien telle qu'on l'exige dans
notre proposition.

21. Apres avoir décomposé la suite (£) en une infinité de
suites partielles (Z,), nous ferons correspondre a chacune d’elles
(E.) un systeme réduit généralisé (S,)

(e o)
0= 3w,y (i=0,12,...),

h=1" .

en y désignant les inconnues par ¢

Tous ces systémes (S,) appartiennent évidemment au type I
et, d’apres la proposition du n° 20, ils sont caractérisés par la
relation " e -

Mo (n 1) ) n=1,2, 3, o
EnAD >
I | 2P '(h'='1, 2, 3)
Par suite, d’apreés le n° 13, leurs solutions sont fournies par
les formules (13), en y remplacant les quantités

C, ;&1, 22, 2,15,. -.-lh, " e

g
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respectivement par

Coy  Muty fn2, Unsy o o o My « o
On aura donc

" RS .l/bn —
Y = Cu; tun = (—1)P1 Cnl" 2 ll'na'u/h_z (h—1)
nh

. 1.‘_&”—1 1— [Lm ___ ,Uml 1— a1 11— Mn1
17) fhn por—y)] \" Mgty i)

.(1 a2\ [| Mnn) ( .Um(h =) N RS ¥ PO N
Un(h+1y Unnt2)) -

m:m&g“¢

C, étant une constante arbitraire.
D’aprés le n° 13, on peut dire que

yan 30 pour C,F0.

22, 1l nous reste enfin & construire une solution du systéme
donné (§) a 'aide des solutions des systémes réduits généralisés (S.,).

A cet effet nous établirons tout d’abord une correspondance
univoque et réciproque entre les inconnues z, du systéme donné
(S) et celles des systémes (8,), c’est-a-dire les ynn.

Remarquons que chacun des éléments i, de la suite (E)
entre aussi dans une des suites partielles (£,) et dans une seule
(n° 20), y étant désigné par un u a deux indices, et qu’inverse-
ment chacun des px 4 deux indices représente 'un des A; c’est
ce qui permettra d’établir la correspondance désirée.

En effet, soit, par exemple,

As =

en tenant alors compte de ce que 4, est lié dans le systéme (S)
4 linconnue %, et que de méme y.. est lié dans le systéme
(S.) & Yinconnue y., on aura immédiatement la correspon-

dance désirée

XLy ——> Ay = Unh <——> Yuh ,

ou simplement :

Ls «——> Yun.
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Cela étant, nous allons démontrer qu’en prenant
Ly =Yun POUr &y «——> Yun,

ywn 6tant déterminé par les formules (17), on obtiendra une so-
lution du systéme donné (S) en y spécifiant convenablement la
constante arbitraire C,.

Remarquons tout d’abord que la série

m ‘.
2'(27&}2')3 ‘u’::h ynh

=1

est absolument convergente, quelle’ que soit la valeur attribuée
a la constante arbitraire C, de laquelle dépend, d’aprés les for-
mules (17), Yun.
En effet, en posant
Uy, = Itu:hynh | et v, = | (2nh)3tu’;’:hynh|’
on aura

Uy h3 Up

Or,

et, d’aprés le n° 13,

. w
lim 2 —o;
h—>co Un

par suite,
. v,
lim 2+ —o.
h»oo Uy

[l en résultera, en particulier, que, en prenant, dans les for-
mules (17), C. =1 et en désignant par #.. la valeur correspon-
dante de y.. (h=1,2,8,...), on peut trouver un entier positif

- N, tel que pour 2> N, soit '

[@rrPuny,, | <L,
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le nombre des termes de la série

oo
2'@nhPuny.

h=1

dont les modules sont > 1 étant N,—1:

Entre ces N,—1 termes nous choisirons celui dont le module
sera le plus grand, ou au moins pas plus petit que ceux des
autres N,—2 termes.

En désignant son module par r. nous déterminons un
nombre positif o, de la fagon suivante:

On=rs, 8i N.>1, tandis que ¢,=1, si N,=1;

cela étant, convenons de spécifier la constante arbifraire C, de
sorte que soit

4, y désignant une constante assujettie a la seule condition
| Au|>1.
D’aprés cela, on aura évidemment
|(2nh)3,uzh ynh|<1 rh=1,2,8,...;
par suite, :
. | | # Yo | <(—2nl—h)§'

ou, en tenant compte de ce que 2mrh>mn-h, on aura

IM ynh|<(n_|__h)3
Pour |,uw.'|gl on en déduira I'inégalité

t

‘ P 1 .
(18) : I.U':,h ?/M|<tf_{'_~w (¢=0,1,2,...m),

permettant de démontrer ci-dessous la convergence absolue des
séries du systéme (S).
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23. En prenant z, =y.. (pour z, «—— y.) et en posant

1

Co= 0n An

(n° 22),

B

les valeurs des z, constitueront une solution du systéme donné (S).
En effet, elles rendent absolument convergente chacune des

séries du systéme (S)

o .
2 s zs,
=1
¢ étant un entier positif quelconque ou zéro.

On s’en assurera par les considérations suivantes. En re-
marquant que A, = pum, et 2, = y.» et en tenant compte du n°20,
on s’apercoit immédiatement de ce gue la (¢4 1)¥me série du
systéme (S) contient tous les termes des (i 1)#=es séries des
systémes réduits généralisés (S,) et qu'elle n’en contient que
ceux-ci. : :

Or, désignons

Ynp == ‘u':ah Yur = ;V:v Loy

constituons le Tableau & double entrée

loud Jvel 1ol - - - low) . . .
. lva b lveel sl - o - Joal . . .

I Va1 Iy I Unz l, I Vns I, S I Unn I, D

a . . . . . » . . . . . .

et servons nous du critére de convergence suivant:
La série double & termes-positifs

o
2 2 val

n=1 h=1

converge, si 1’on a

. 1 R
I’l)nhl<m+o (Q)O)



40 HERMANN JAAKSON A VIILy

pour >N, indépendamment de %, et pour > H,
indépendamment de n(}).

Nous verrons que dans ce cas-ci 'on peut bien trouver
deux entiers positifs N et H tels que soit

N |v11hl<(n+h)2-|-g (Q =>0)

pour n> N, indépendamment de 4, et pour > H, indépendamment
de =«.
En effet, en tenant compte de ce que dans la suite

(E) == }Vl) }-«2, e . 1'3! . .
les modules des éléments (] 4z]) vont en croissant
(lim | A% | = oo)
koo ’

on peut dire que |4z|>1 pour >k, ko étant un certain entier
positif. D’autre part, d’aprés le mode de décomposition de la
suite (Z) (n° 20), les premiers (k,— 1) éléments de (X) sont
répartis entre les premiéres suites partielles (£,) dont le nombre
sera (k,—1) au plus. Il en résultera donc que I'on pourra indiquer
un entier positif &N, tel que

| s |>1 pour »>N;, quel que soit h.

(1) Numérotons les termes du Tableau ci-dessus d’aprés la régle suivante:

lvnl=u; lvul=1us [vpl=u; lval=1u |vel=u; |vil=u;
et ainsi de suite; en remarquant alors que sur la premiére diagonale se
trouve un seul élément, sur la deuxiéme, 2 éléments, sur la troisiéme, 3
éléments, et ainsi de suite, on aura pour u,, = Ivnh | .

Ml 42434 b h— 1) = ORI <y,

donc, mt T o< (n+ h)2 +26: (6. >0)
et, par suite, en posant 2¢; = ¢, on aura, d’aprés Thypothése faite,
1
<
1
o1 T
d'olt 'on déduira immédiatement la convergence de la série double

®  ®
2 Zlvnhl-

n=1 k=1

U = | v | < (01> 0),
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Or, ¢ étant fixé a l'avance, désignons par N celui des deux
entiers ¢ et N, lequel ne sera pas plus petit que l'autre; 'alors,
d’apres I'inégalité (18), on aura

1
|Unh|<m2+@ (e=1>0)

pour »n> N, indépendamment de k. .

Dong, il ne nous reste qu’a examiner les termes qui occupent
les premiéres (N—1) lignes dans notre Tableau et qui appartien-
nent aux (i-}-1)mes gseries des (N—1) premiers systéms réduits
généralisés (S8,). Or, on s’en assurera aisément, tout comme au
n° 22, que chacune des (N—1) séries:

QO
2 C@CnhPul,y,, n=123,...N—1)
n=1
sera absolument convergente; par suite, pour chacune d’elles on
pourra indiquer respectivement un entier positif H, tel que soit
| @nk)® 4, ,,|<<1  pour h>H,
n=1238,... N—1),
d’ou l'on déduira .
; o1 1
R e O N O O

. Donc, en désignant par H celui des (N—1) entiers: H;, H, ...
Hy_; qui ne sera pas plus petit que chacun des autres, on aura

1 .
| oan | << (n-j-k)2+e (e=1)

pour k> H, indépendamment de n.
Il en résultera, d’aprés le critére cité, que la série double

(el o)
2 Zlvnhl

n=1 h=1

sera bien convergente; donc, la série
oC (e @]

2 2 Unh
h=1 h—1

sera absolument convergente.
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.

Elle aura, par suite, une somme bien déterminée, ne dé-
pendant ni de .l'ordre ni des différents modes de groupement
des termes. Or, remarquons que

Qo
0= 2 ‘u':ith ynh
h=1 -
[c’est la (¢--1)®=e équation du systeme (S.)]; d’aprés cela, on
aura évidemment . .

[ec ool
0='22'Unh;

n=1 hz==1

puisque la série double

oo O
2 2 Unh
n=1 h=1
contient tous les termes des (7 1)i*mes séries des systemes (S.)
et n’en contient que ceux-ci.
Enfin, la (¢4 1)®me série du systéme donné (S), ayant les
mémes termes que la série absolument convergente
oo o0
2 2
n=1 , h=1
et ne différant de celle-ci que par le mode de groupement des

termes, on en conclut immédiatement qu’elle sera absolument
convergente, elle-aussi, et qu’elle aura pour somme zéro:

(e o]
=2 =,
8=1
done, les valeurs des x, déterminées ci-dessus satisferont bien
au systéme donné (8).

24. En multipliant les valeurs de toutes les inconnues
constituant une solution du systéme donné (S) par une constante
arbitraire 4, on obtiendra évidemment encore une solution du
systéme (8), celui-ci étant un systéme homogene.

Aussi, une solution dépendant de la constante arbitraire A
et des quantités 4, assujetties & la condition: | 4.|>>1 s’exprimera-
t-elle a 'aide des formules suivantes:
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x, = Q:fin pour h=1,
- A Uz Pz . - Mnn-) |
== |~ h—1 _ -
T ( ) On An M:}-:z

9y [y s\ ) fy pa N[ B N\ M_)
) Un2 MUn3 Hu(h—1) ) Mn(ht-1) Un(ht2) o

A (L—E@ PR D P B PR I P
Wnh Monn Unh M«n(h+1) Mn(ri2)

(h=2,8,4,...),

les valeurs de » et de & qui correspondent a s étant determi-
nées par la décomposition de la suite (E) (n° 20) A5 = tnny €t 0,
se calculant d’ apres le n°22.

Gréice a la présence des quantités 4 et 4, dans les formules
(19), on peut faire prendre aux inconnues ' '

.Tal, xaz, « v xar

.du systéme '(S) respectivement les valeurs
Ay, Ggy « . G

prescrites arbitrairement, si .l'on choisit ces r inconnpes d’une
certaine maniere, r étant-d'ailleurs un entier positif quelconque.

En effet, ceux des z, qui constituent, d’aprés le mode de
détermination des x,, la solution du systeme réduit généralisé

(S.), dépendent tous de la méme quantité A, par suite, ce n'est

qu'une seule de ces inconnues & laquelle on peut faire prendre
une valeur prescrite arbitrairement, en choisissant convenablement

la valeur de ——; celle ci une fois fixée, toutes les autres incon-

A ’
nues du méme systéme (S.) obtiendront évidemment des valeurs
complétement déterminées.

D’apres cela, il faut donc que parmi les r inconnues:

'

r

Loy Zagy 0o Lo

il n’y ait aucune paire correspondant au méme systéme réduit (S.).
D’autre part, c’est aussi la condition suffisante. En effet,
supposons-la satisfaite ¢t remplacons dans les formules (19) les
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inconnues Za,, Za, ... Zq, respectivement par a;, a,, ... &;

en résolvant alors ces r équations par rapport aux quantités
indéterminées An,, An, ... An, on constatera aisément qu’il

suffit d’attribuer & la constante arbitraire 4 des valeurs dont les
modules sont assez grands, pour que les valeurs correspondantes
An,, Anm, ... An, satisfassent i la condition

I.An1|>1 (Z.-_—_I,Q,...T),

quel que soit 'entier positif 7.
C’est donc d’une infinité de maniéres que l'on peut choisir
A, An, An, ... An_ de sorte que lon ait

Tg. = Q. (?:=],2,3,...7‘).

1] k3

Or, les formules (19) renferment une infinité de quantités
An (n=1,2,8,...); par conséquent, aprés avoir fixé d'une cer-

taine maniére A4, 4n,, 4An, ... 4n, il y restera encore une in-
finité de An indéterminés. On peut donc dire que, quel que soit
I'entier positif », en choisissant les » inconnues: zq,, Za,, ... %q,

de sorte qu’il n’y ait aucune paire correspondant au méme
systeme (S.), les formules (19) permettront de calculer une in-
finité de solutions numériques du systéme donné (S) telles que,
dans tous le cas, les inconnues ¢, Zg,, ... ztar prennent
respectivement les valeurs arbitrairement prescrites a;, ay, ... a-

En remarquant enfin que, d’aprés la proposition du n° 20,
la suite

E)=14y 4oy «oe Auy oo

peut &tre décomposée toujours de sorte que les » éléments quel-
conques: A, Aq, ... 4, appartiennent tous & des suites par-

tielles distinctes (&), il en résultera immédiatement que l'on
peut faire correspondre les r inconnues: s, %a, ... Za, arbit-
rairement choisies & I'avance, & des systémes réduits généralisés
distincts (S,), et leur faire prendre, par suite, les valeurs arbit-
rairement prescrites.

On en conclut donc qu'étant donné un systéme
quelconque (8) du type I, I'application convenable
du principe des réduites permet toujours de con-
struire une infinité de solutions du systéme (3),
telles qu’aucune des inconnues ne soit zéro et
que les inconnues %, %e, ... %, arbitrairement
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choisies &4 1’avance, prennentlesvaleurs arbltral-
rement prescrites (a):

:I,'at.;al. (i=1,2,...7‘),

7; étant un nombre entier positif quelconque.

V. Sur la construction des solutions des systémes du type II.

95. Ktant donné un systéme quelconque du type II

0= 2;"11 n’

n=--P0

dont les 4, satisfont aux conditions (8), (4) et (5), on peut le
résoudre par un procédé tout a fait analogue & celui que nous
venons d’appliquer aux systémes du type I. A cet effet on
n’aura, au fond, qu’a reprendre tous les raisonnements précédents,
en n’y apportant que des modifications légeéres = permettant
d’obtenir ici les mémes résultats que dans le cas des systemes
du type L

La méthode de construction des solutions étant cette fois,
quant a ses traits essentiels, la méme que dans le cas précédent,
il ne s’agira pas, ci-dessous, de la développer de nouveau, mais
il suffira de mettre en évidence la légitimité et l'efficacité de
Iapplication aux systémes du type II de la méthode déja exposée
a propos des systemes du type I. C’est dans cet ordre d’idées
que nous allons maintenant faire quelques remarques nécessaires.

26. La proposition concernant la décomposition de la suite
(E), démontrée au n° 20, restera valable aussi dans le cas ou
l'on conviendra d’entendre par (E) la suite

) Ay Ay Doy Ay Py e Ay

Ay Ay - y
qui caractérise le type II, c’est-a-dire qui satisfait aux conditions
(3), (4) et (5).

En effet, en désignant
(ED) = Ay, Agy Mgy + v Ay - .- et
(E®=Ag, Aeyy 2gy oo Ay« .,

» on aura (B) = (EW) 4 (E®),
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-Or, les éléments de la premiére de ces deux suites partielles
satisfaisant a la condition

lim || = oo,
F=>00

on peut donc la décomposer selon la proposition énoncée:

ED) = E)+E)+ -+ E+..,

ol les suites partielles

(B = bl - 03 -
sont telles que

lu’n h4-1)
10 |»~L+ >p>1
, Mgﬂllz g
et 20 que (EY) ne contient des quAntités 1Ay, Agy - Ay,

arbitrairement choisies & I'avance, dans la suite donnée (&), qu une
seule au plus.
Dautre part, en tenant compte de ce que

lim |u§}}| == o,
n~co

on peut indiquer évidemment un' entier positif M tel que

‘u,(l)

A

>p>1 pour n> M,

A y ayant le méme sens que dans l'inégalité (5) (n° 7).

Or, & partir de la Mieme suite partielle (E\ )), associons a
chacune d'elles, d’aprés certaine régle, un élément Z_; de la suite
partielle (E®), de sorte que 1° la suite

(Ba) =A_, 03, 0, ... 4, ... (n> M)

ne contienne des r quantités: lal, laz, - /lar quune seule au
plus, et 2° qu'a l'aide des suites (E,) s’établisse une correspon-
dance univoque et réciproque entre les éléments de la suite (E®),
d’une part, et les suites partielles (E®), d’autre part, ou »n > M:

h_, < (EW),
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En faisant correspondre ainsi & chacun des éléments
L, (=0,1,2,..) une suite partielle (E®) (n> M), on

t

obtiendra une infinité de suites partielles (E,). Désignons leurs
éléments de la maniére suivante: :

b=ty M= Moty (n > M)

et posons pour n<< M

‘u'illh? = ‘u'azh ? ainSi que (Ele)) = (En) (m’ < M) ;

alors la décomposition de la suite () s'obtiendra évidemment
sous la forme o

(B) = (B)+ B+ ...+ B+ ...
~ Done, en tenant compte de I'inégalité
i |<h  (=0,1,2,..) (@°7),
il en résultera la proposition suivante:
Etant donnée une suite

(.E)Z.-.)v ...l__2, ;v_l, 240, ;Vl’ )"2°"j'11,-"

telle que l'on ait:
1° 4 pour hfE,

20 Hm | 4y | = oo,
#> 00

8 |, |<i (m=0,1,2..),

on peut la décomposer en une infinité de suites
partielles (E,), de sorte que, en désignant les élé-
ments de (B, par

Hnly  Mnzy, o o o Mnhy o .o

ceux-ci satisfassent & la condition

Yn(hi1) h=1,2,8,...
Entht) | > 1
Lk =p=> (n=1,2,3,...’
et queles r éléments: 4,, 4., ... A, aTbitraire-

ment choisis & 1’avance, dans la suite (E), soient
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répartis entre r suites partielles (£, dount chac-
-une n’en contiendra qu’'un seul, » étant d’ail-
leurs un nombre entier positif quelconque.

27. Aprés avoir décomposé la suite () en une infinité de
suites partielles (E,), nous ferons correspondre a chacune d’elles
(E.) un systeme réduit généralisé (S.), & savoir:

o0}
(Sh) 0= ]27/,@;,1 Yur (?=0,1,2,...),
: =1

dont les inconnues y.. se calculeront a l'aide des formules (17)
contenant des constantes arbitraires O,.

Ensuite, nous établirons une correspondance univoque et
réciproque entre les inconnues x, du systeme donné (S) et celles
(ymn) des systémes réduits généralisés (S,), de sorte que soit

Ly —~—> er == nh «——> Ynhe.

Enfin, pour obtenir une solution du systéme donné (S),
nous poserons
) L = Yun pour xs «—— Yun,

en spécifiant la constante arbitraire G, de sorte que soit

, . |
—_— 4,
Cn Qn .A.n (I I> 1))
o0, 6tant un hombre positif que I'on déterminera de la maniére

suivante:
Prenons, comme au n° 22, la série

0
2 @Y 4 o
iz=1 .
en entendant par y. la valeur de y.. obtenue des formules (17)
en y faisant C, = 1.

Remarquons que, d’aprés le mode de décomposition de la
suite (E), si n> M (n°26), les w. représentent les éléments de
la suite partielle

P T N N S

—1 —2 —#
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Or, en tenant compte de l'inégalité
“4 |<l ((1=0,1,2,...),
prenons un nombre positif u>1 tel que soit
Il_i|<p>1 (i=0,1,2,...),

et remplagons dans la série ci-dessus u. par u (n> M).
Cela étant, convenons d’entendre, pour »> M, par.g. celui
des modules des termes de la série absolument convergente
0
@n. 1) @ s+ 2 (200)° 1, 7,
h=2
qui ne sera pas inférieur & aucun des autres. Pour n <M
soit, par exemple, g.=1 (n < M).
Il en résultera que, & partir d’une certaine valeur de =,

. . 1 .
(18) | M:'lh ynh I <m—3 (i = O, 1, 2, . .vn),

puisque pour n assez grand on aura simultanément
o |<<w>1 et Jual>1 (*>=2)

L’inégalité (18) permettra de démontrer que les valeurs des
inconnues x,, que nous venons de déterminer, constituent une
solution du systtme donné (S). Pour s’en assurer, on n’aura
qu’d répéter les raisonnements du n° 23.

Enfin, tout comme aun° 24, on en déduira le résultat suivant:

Etant donné un systéme quelconque (8) du
type II, en y appliquant convenablement Ile
principe des réduites, on peut toujours con-
struire une infinité de solutions du systéme (S),
telles qu’aucune des inconnues ne soit zéro, et
que les inconnues T, xag, L. Ty arbitrairement
choisies a 'avance, prennent les valeurs arbitrai-
rement prescrites (a):

Ze=a, (t=1,2,...7),

i

rétant un nombre entier positif quelconque.



CHAPITRE IL

Sur les systémes d’équations linéaires non homogeénes
a une infinité d’inconnues attachés anx sérles de
Dirichlet.

I. Geénéralités.

28. Dans le Chapitre II nous allons appliquer le principe
des réduites a la résolution des systémes linéaires non homogénes
appartenant aux types suivants:

@ .
(20) ¢ = 3 I (type III),
. n=l
+® .
(21) ci = D Anitn (type IV)
n=——Q

(G=0,1,2,8,....),

dont les A, satisfont aux conditions (8), (4) et (5) (n° 7).

Ces systémes, étant analogues respectivement aux systemes
du type I et du type II, ne différent de ceux-ci que par les
parties gauches des équations; tandis que dans le cas précédent
tous les ¢; étaient nuls, on suppose, dans ce cas-ci, qu'au moins
Yun des ¢; soit différent de zéro; et c’est la seule condition a
laquelle sera assujettie la suite des ¢

29. Les systémes (20) et (21) peuvent &tre attachés aux
séries de Dirichlet par le méme procédé formel que les systemes
homogenes (1) et (2) (n° 8)..
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Etant donnée, sous la forme I ou II, une série de Dirichlet

* quelconque

—A,2
P

n

3 coefficients indéterminés x,, nous en déduirons une suite in-
définie de séries analogues

Z("—}vn) mne_lnz’ 2‘(’_171)2.%” 6—1”27 s v ey

n

dont chacune s’obtiendra en différentiant terme & terme la série
précédente; cela étant, il est aisé de voir qu'en faisant prendre
a toutes ces séries pour z=0 respectivement les valeurs prescrites

Copy —C1, Coy (-1)"8»,;, .o ey

on obtiendra évidemment un systéme (20) ou (21), ayant pour
inconnues les coefficients indéterminés =, de la série de Dirichlet.

Ainsi, & chacune des séries de Dirichlet on peut faire cor-
respondre un systéme (20) ou (21), en fixant d'une facon quel-
conque la suite des ¢;; de ménle, il est clair qu’inversement
chacune des solutions d’un systéme quelconque (20) ou (21)
fournira une série de Dirichlet ayant pour coefficients les valeurs
des inconnues du systéme résolu.

Cette série représentera une fonction F(z) bien détermince,
au moins pour z=0:

F(0) = ¢

De plus, dans des cas assez étendus F(z) sera déterminée
non seulement a l'origine (z = 0), mais certainement aussi dans
des régions beaucoup plus vastes; pour s’en assurer, il suffirait
d’assujettir les arguments des i, 2 certaines conditions, tout
comme nous I'avons fait ci-dessus, au n° 9.

Les mémes considérations que celles du n° 9 nous con-
duiront & la conclusion suivante:

On pourrait, au moins sous certaines réserves, interpréter
le probléme de la résolution des systémes (20) et (21) comme
celui de la construction de séries de Dirichlet qui représentent
des fonctions F(z) holomorphes dans certaines régions, et telles que

F(0) = ¢y, F™(0)=(—1)"cx n=1123,...).
4%



52 HERMANN JAAKSON A VI,

Il. Sur l'application de la méthode de Fourier a certains
systemes du type IIl.

30. Nous allons appliquer la méthode de Fourier a certains
systéemes du type III dont les ¢ satisfont & la condition par-
ticuliére ' '

;=0 pour ik et cF0,

k étant un entier positif quelconque ou zéro.

Ces systémes se présenteront donc sous la forme suivante:

[ o]

0= Ewh

h=1

(22) oo

En y rejetant toutes les équations, sauf les n premieres
(n> k), et en ne conservant dans les parties droites de celles-ci
que les n premiers termes, on obtiendra un systéme réduit fini.

Désignons sa solution par

L3 »
x(l”), :c(z”), aci L. xi”),

il est clair qu'on aura alors

n)

x;")= (—1)h+k—lck~%%~" (h=1,2,...n),
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4™ et 47 , étant les déterminants suivants:

k41, h
1 1..... 1
A Ay e
2 2
AW A v S
n—1 n—1 n—1
A1 12 zn
1
PR S R N NP 5
k—1 k—1 k-1 k—1 i—1
Ag_?_l’h= 2 Ay gy }'h+1 s Ay
k41 k1 k41 k41 k41
A hanR R L lH_l S i
n—1 n--1 n—1 An—1 n—1
)'1 )“2 U Z’h—l lh+1 o ;'n

Comme on le sait,

§=2,8,...n

g=1,2 ...n——l) (n?10).

A0 =l — Jg), § > g (

Quant a AZ)H, w» on peut le présenter sous la forme d’un produit

de deux facteurs: 4% . —P, P, dont le premier sera

k41, k
L o , J=2,8,...h—1, h41,...1
Pl'_"H(l] Ag)) j>g (g=1,2,...h_1’ h—‘_l,-.-n—_l,

puisque 4%, . s'annulant pour i,= 4; aura pour facteur chacun
wes (A — 4y).

D’autre part, Ai:f-x, , est évidemment un polynéme entier et
homogéne d’ordre

des (rn—1) quantités:

Ay By o A,

g1t c r My
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et de degré (n—1) par rapport & chacun des 4; tandis que P,
est un polyndme entier et homogéne d’ordre

des mémes (n—1) quantités, et de degré (n—2); par suite,

A(")

P, = “kt1, b
Py

sera un polyndme entier et homogeéne d’ordre (n—#%—1), et du pre-
mier degré par rapport & chacune de ces (n—1) quantités (4:).

Enfin, en remarquant que toute permutation de deux 4 quel-
conques: 4, et 4; ne produira dans Aﬁl,h ainsi que dans P;
qu'un changement de signe, on en pourra conclure immé-
diatement que

()
p,— den
2 Pl

sera une fonction symétrique des (n—1) quantités:

R SRR R S |

'Y —1 Y1 n

Aussi, tous les termes de P, ont-ils le méme coefficient
numérique que 'on peut déterminer en calculant un terme quel-
conque de P, Or, en divisant, par exemple, le terme diagonal

de 4y), , par le terme de P;

1 42 h— — n—!
P R Sl s i
on obtiendra le terme suivant de Py:
).k+l N NP NIPIPE A, (pour k< h—1),
ou Meyo Pags v My (pour k> h—1).

Il en résultera donc que le coefficient numérique est —- 1.
Par suite, P, est complétement déterminé: clest la fonction
symétrique, entiere et homogéne, d’ordre (n—k—1) des (n—1)
quantités: 4, ... 4, Ay - . - 4, et du premier degré par
rapport 4 chacune d’elles, tous les termes de ce polyndme ayant
le méme coefficient numérique - 1.
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Nous le désignons par

n—1)

I (A As Ay o . Aui) (pour k=1),

(n—1)
ou par D27 T T W (pour ~>1).
()‘h’ }'1) ’
Dans le cas ot hA=1, c’est une fonction symétrique des
(n—1) quantités: Ay, 2 ... 4, tandis que dans le cas ol
h>1, c'est la méme fonction des (n—1) quantités:

Ay Ay oo My gy Ao
celle-ci s’obtiendra évidemment de la fonction précédente, quand
on y échange entre elles seulement les quantités A; et A,; et
voila pourquoi nous la désignons par
(n—1)
.2V I
(A3, 21)

Remarquons, enfin, que le produit
12 213 e lnﬁk
est celui des termes de P, dont le poids est le plus petit pour A =1.
Cela étant, les valeurs des inconnues z{ du systéme réduit
s'exprimeront sous la forme suivante:

(n—1)

222 ;ug “ e in—k
o (lh‘ ll) .
HA—A ) A—2s) « . . (A—An—1) nga—An) . . . (An—2)

x;‘ﬂ) —— (_l)h-}—k—l e

En divisant encore le numérateur ainsi que le dénominateur par

(23)

)vl . /12 “ e zzh_l j«h—i—l e l“,

on aura définitivement
(n—1) 1

2 - -
. (lh, 11)1213 e lk+1

x;.") =(—1 )h-’;—k——l ¢,

(h=1,2,8,..),

}bh )lth lh }vh ; jth ;Vh
o

}
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ol l'on entend par
b

Aodg
(A1) 2 k41
la fonction symétrique, entiére et homogeéne, d’ordre & des (n—1)
quantités:

11 .
WA At gt P
et du premier degré par rapport a chacune d’elles, tous les termes
de ce polyndme ayant le méme coefficient numérique - 1.

n—1
2 e I T Zk_H
est la méme fonction des (»—1) quantités:
L .
Jo Ag Fon

En particulier, pour # =0, on aura

Zf) = (—1)"1¢, e e
G S W TR ¥ YRS N Y.
(238) PP | VPR VI FENTY e R

(h=1,2,3,...).

31, Apreés avoir résolu le systéme réduit, formé de »n équa-
tions, il nous reste a4 passer a la limite pour n —oco. A cet
etfet il faut étudier de prés les expressions

n—1 1 fn--1 1

et S

2 2'2;“8 eo At 2 }.213 oo ARt
(A A1)

Nous allons démontrer tout d’abord la formule récurrente
suivante :

‘ (m—l)lel 312 Zm 1
(24) o
l =8 X T DT e
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ol

o ~+ _|_ +z"" (m=1,2,8,...).

En effet, il est aisé de voir que

n; 1 n—1 1 n-)—-_l 1
Sl O T =m0 2 A Ay - z,,.+~zgzs...zm_,’
n—1 1 n—1 n—1 1
2 2@% IR 7 I
n—1 1 n—1i 1 n—1i 1 i
G+ sg= ¥ )ﬁ-———~—~—~4~,
o w= gt 2,

n—1 n—1 1 .
(=" 21 ez = (0" 3 ez (DT S
En ajoutant ces égalités, on obtlendra immédiatement la

formule (24).
32. Démontrons maintenant la formule

n—l1 1 n—1 + 1 ”—1‘___1.___
2 oA, yl Z oy 2 212,13...1,,,_1
(A dy) 2

; 1n—1 1n—1 1
(25) —“77;.“2/12 +,12 71 —...+

n—l

A4 (=1 m_a_ 7 +(—1)’"‘2 1;:2}

Il est clair que

i | 1 1 1
v = ¥V — %}
2 LT~ +( zh)
(Ao A1) K

D’autre part, désignons par u, la somme de tous les termes de

n—1 1

3T x
Sl Y SN
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1. -
ne contenant pas 77 on aura alors évidemment
h

n—1 1

1
M=

Donc, comme il est aisé de le voir,

_" 1 n—1 1 1 1 n—I1 1 ln—l 1 ]
O
‘12;"3 d 2’213_*_ Al lh ! ZZZAB—{— ll lzﬂ, hI
(*w 1)
nlo] 1 "1 1vdlo 1,
et 74/2——22’22’3 Uy ;vh “"')_»213 l HZ/Q—'_I?.,
de méme,
n—1 1 n—1 1 1 1 ' n—1 1
b i e EROPe S,
(Awy)
1 n-—1 1 n—1 1
Hamaf{Zana2nra
et
wl 1 w1 AR BRSPS ¥

u3=212/137v4—u2'}h y}-?l /14 A -'2'0 "3+12"{)'2 /1?;’

et ainsi de suite.

Nous avons démontré que la formule (25) est valable pour
m=2,3,4.

Dautre part, on s’en assurera immédiatement que, si la
formule (25) est valable pour m =i> 2, elle le sera aussi pour
m=1 —I— 1.

I1 en résultera donc que la formule (25) sera valable, quel
que soit 'entier positif m = 2.

33. Ktant donnée une suite des 4, telle que
soit
jm—{-l

7 >p>1 pour n> N,

N étant un entier positif queleonque, les expres-
sions
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n—1 1 - t 'nfl 1
D2 vy reuuy LI N 5 S
(Zh, 11)

auront pour n—>oo des limites finies et bien dé-
terminées,
En effet, étant

1 1 1
== — - e —Q
" z?+z§‘+ T
tous les s, auront des limites finies et bien déterminées:

lim sm = o (m=1,2,8,...),
n —-> o0

puisque, par hypothesse, les séries

e el

s

n=2 "
seront absolument convergentes.

Aussi, en se servant de la formule récurrente (24), établira-t-on
de proche en proche l'existence des limites finies et bien déter-
minées :

n—1 n—1

. 1
lim 2 lim 2 ... lim Zm,

n—->co 7 —>00 n —»o0

On aura, par exemple,

n—1

1. lim Zl = ¢,

n —>co

n—1
1

2. lim Y - = o®—aqy,
7n =00 171’8 2

n~1
1
3. lim — G, 0. gg;
n—>oo‘d 1213]. 1 2+ 8
et ainsi de suite.
Quant & la limite
n—I1
. 1
lim '

e Gl - - m

(A 24)
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. elle sera déterminée & l'aide de la formule (25):

. n—1 1 H—1 1
lim ———— = lim ¥
n—>oo 2 1213...Am n-—)OO_A'QZg"'Z’m—i—'
(A3 A1)
1 1 L 1 1
—— =} y (=12 .
+ (ll lh) { 7&1-11]00 - }“2;"3' B - +( 1) l’}:"‘g }

Désignons ces limites, dont I’existence vient d'étre démon-
trée, de la fagon suivante:

1 5 1
y -  —lim 3
= Ry dm mseo © Jala..iim

at . .

1 7—1 l
= lim ¥ - ]
A e hm ' Do ha s hm

g dg) 20 P )

alors, en passant & la limite pour n - oo, les formules (24) et
(25) s’écriront

1 1
_ — ) Y
‘ (m 1) 2&213. )v 01 . 1213

v m . .lm_l
(248) 1
— __|\ym—2 .
l 62217~3...;1,m_,2+"'+( 1) Um._l,v
et
! -1 11 1
[ e R S | e
(25a) W M
1 1 s 1 1 1
— 5 St e s Sy L
l A = Ao homs +o e 3 lg—l_( ) Z‘_“]

34. Etant donnée une suite des 4, telle que
soit
‘l,,zp"—l,p>1 n=1,2,8, ...),
on aura

1 1
Aodg.dm (p—1) (p*—1)...(p"7—1)

(26) >3
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En effet, dans cette hypothése, on aura

1 1

1 1
O = —l—p‘zm-f-pﬁ‘l"---:"’;j (m=1,23,.

D’autre part, en prenant dans la formule (24a)
m=238,4,...

on obtiendra respectivement

1
1. y—:d,
‘_412 1
2. 3 l —e—
1212 1 2
y_1 2
8. ‘_l2lal4=0102—6162—}-63,

ou, en désignant

Y= 1)

0, Oy
2= 6 T 6,

0, O O
7s = ;

on aura

1
3. 2121314 == 0,0,03}3,

Or, calculons maintenant y, et y;. Il est aisé de voir

par hypothése, on aura

que,
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p?—1
Yo =§—_‘~1~(1’—1)=2,
et
_?3;"_1__ S _ 2 1)
=11 PP—D+(p»—1)(p—1)=3.
Donc, d’aprés cela,
1 1
23’_2—61 ;p——l,
1 1
= 0,0
212/1 2T —D) (1)
2—1‘_=01‘7203= !

(r—1)(rP—) (P*—1)"
En désignant généralement

0, 6y 03

L+

Ym—2 = —
Oy—2 Om—20m—3 0m-2 Opm—3 Opn—d

et B S P

Om—z Om—g . . . OgUs- Ot Om—sy . . . Oy

nous allons démontrer que, si ym—2=m—2, il en résultera que

Ym—1 = m—1.

A cet effet calculons la différence

D =¥m—1— Ym—s =
1 1 6, [ 1 1 03 1 1)
=g |- — _ — = —- — —_
1 (O'm_l 0m—-2) Om—2 (O'mﬂl Um—:-!) + On—2Om—s (am—l Um—4)

T Tt CAa R

Om-20m—s . . . Og \Om—y O

m—1 Om—2 ,,} _* 1ym 6111 -1
+ ( 1) Om—2 Om— . 6862( ) + ( )

Gm_. Gm 1 O'm_ 036061
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En tenant compte de ce que, par hypothése,

m—1 g am—2
0y ( L1 )=p P = p"2,

Om—1 Om—2 p— 1

02 ( 1 ___1)= pm—3,

Om—1 Om—3

DY RS S
mE Om—1 Oy =v

on peut présenter D sous la forme suivante:

m-—3 m-—4 . 2
D=pm2_"2 P (e P
b Om—2 Om-2 Om—3 T Om—2 Om—3 . . . Og
i
— 1)t L. —1ym :
+ ( ) Gm_Z 61",-—3 .« e 6362 + ( ) Um_g Gm_.g e 630201

Or, la somme des deux derniers termes est évidemment

1

U e (o l) = (—p

Om-—20m_3... 0362 0,

par suite, la somme des trois derniers termes est

‘ 1 1
_—yy—2 - 2 ) — (12
( L Om—20m—3... 63 (p 0'2) ( 1)

Om—2 Om—3...0g ’

Om—2 Oz « - . O30y’

63

+

et ainsi de suite; enfin, la somme de tous les termes, sauf le

premier, est

— 1 -
Opm-—2
Donc,
1
—_— =2 __ T
D=p . 1, et
Vm—1=Ym—2 + l=m—1 si Ym—2 =m—2.

Or, comme.nous le venons de constater déja,

n=1 v.=2, y=3;
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par suite, on aura y,=4, y;=>5 et, généralement,
Ym—1 = m—1 (m Z 2).

D’aprés cela, il est facile de vérifier que, si la formule

2%3'3 A P10 Oims
est valable pour ¢=2,3,4,...(m—1), elle sera valable aussi
pour i=m, et, par suite, généralement pour m > 2.
En effet, d’aprés notre supposition, on déduira aisément
de (242) que

1
(m—].) Zm‘—ﬁm == (7162 ee o Om—1 Ym—1,

et il en résultera immédiatement que

1 1
T == 010y . . . O -,
21213 R 1%2 - 1= (p——l)(p———l) 1)
puisque yn_i=m— 1.
Or, nous avons démontré ci-dessus que la formule (26) est.
bien valable pour m = 2, 8,4; par conséquent, elle le sera géné-
ralement pour m> 2.

35. Htant donnée une suite des 4. telle que soit

: A
(27) T |Ze=t (=123,

les modules des expressions

1 1
Y o et S
W om
278 (Agpy) 2R

satisfont aux inégalités suivantes:

1

(28) A|A|< —‘ll

(29) ‘IAI< |< 141,

] (€ '7-1)
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A et 4 étant les premiers termes de ces ex-
. pressions:

1 .
A =Tk
' 1
A _lllﬂ"-lk—llk_}_l,.;;&m (pour k<m),
= (pour % > m)
= Aihg.. Am— p > m).

Nous vérifions d’abord la premiére de ces deux inégalités.
Remarquons préalablement quil résulte de (27) que

A

(80) T’" = pr n>iz=1),
puisque
72 W Y Y R Y
li - )m—l Am—2 Z'H-I }-i ’

et chacun de ces (n—7) facteurs est = p.
Cela étant, examinons de prés le cas particulier
=p", p>1 n=128,...).

D’aprés la formule (26),

1 1 1 .
3 vy vy DCS A YRS A AR B
P Y L ] A P
d’autre part,
1 1.
A_llp2 p"'—l_pm(»_;—l)’
par suite,
1 ' 1
3 o oy i Y
PR Y R
p 4 -
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)b

et OO 1_._.1_ = 1— 1 -+ 1 -
I\ r—1  (p—1)(p*-—1)

n=—t

“ 1
—e D G—DT—D... =)

En effet, il est clair que

(1—a)(1—ay)...(1—a,) = 1"‘2 @ +A/ a,09 -+
. + cu e +(_1)na1a2. . 0.”,
donc, en y posant

1
a"=—i

(p>1, 1=1,2,8,...)

et en passant & la limite pour »--> oo, on obtiendra, d’aprés la
formule (26),

o 1 1 1
H(I_F)=1“F~T+p—1)(p R S

n=1
On en conclut immédiatement que pour p =4 on aura

0 2
1>H(l—z71'7)> 1—i=1,
n==1

et, par suite,

L )<00(1 A<  (pourpza)
=

(=) (=) (—5) O

Done,

2o zazs < 4,
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ou .
1

L N

i

ﬂ%ﬁ<g pour Z,=p"t (p=4, n=123,...)

A Yaide de la dernidre inégalité nous allons maintenant
démontrer qu’étant donnée une suite des i, satisfaisant a la
condition (27), on aura

1
(81) 2|@,1i:.zm| 3,
|4] 2
En effet, la partie gauche de I'inégalité (81) représente une
série dont les termes s’écriront sous la forme suivante:

l 1
/lvzlva ces 1,,m _ i& Z‘s_ ﬁ
1 Z’vz }'vg ]'vm ’
Aohg .o Am
ou V3>2, ¥3>38, ... a)mzm.

En tenant compte de ce que, sous '’hypothése (27),

Al _ 1
by | T o
tandis que
2"' 1 n—1
i, _1};.:17 pour A,=yp n=123...),

on en conclut immédiatement qu'aucun des termes de' notre
série & termes positifs ne sera plus grand sous I'hypothése (27)
qu’il ne V’est dans le cas particulier, lorsque

=4"1 (n=1,2,8,...).
Or, dans ce cas particulier, comme nous le venons de voir, la

somme de la série est inférieure 32 g—; par suite, elle le sera
aussi sous 'hypothése (27).

5%
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Donc, l'inégalité (31) étant vérifiée, on en déduira que

3|
IZ;?}' | 2“*2% m| 4l

et que

D’aprés cela, on aura

1 S |
SRS D ') P i S S—)
% v vy E B |212/13...zm |=
N 1
;IAI(I_"I = ) T
|‘A| 2| I'
Done,
1 1 3
2141 <| gt <5140
36. Examinons maintenant
2 1
(o Ag) A2P8 + - Ao
On peut le présenter sous la forme
1
255 B

st 'on désigne
Bi=2, Ba=4hy ... Proa=lry, Bu=lup (n= k).

‘En remarquant que

Ig—" = ;:—:—1 pour k=i<n,
) i1
= i’f“ pour ;i <k=n,
A

= = pour i <n <k,
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on aura, d’aprés (30),
é’f = ph—i > i 1:
7.| =2 pour n>i=1;

par suite, d’aprés (81),

1 3 1
BN WO A o
et
v 1 -3 1
B ey NSy
Done,

1
e ~ B 2 B T ST Iﬂl

2

1

| ' g ' 1
!ﬂeﬂs---ﬁm—ll 2{B:fs... 8 | (

BiBs. . Bna|

D’autre part,

AR 1 _5 ‘
ﬂ:. = et 1 +p’”—1 =7 (p=4, mz2).
Aussi, ‘
Y SN
18185 - ﬂm 1| M’?Z' Jm| 8"
B (lk’ ll) N

On en déduu'a a1sément l’mégalité (29): on n'aura qu’a
répéter les raisonnements du numéro précédent par lesquels
nous avons déduit de (31) l'inégalité (28).

En tenant compte des inégalités (28) et (29), on peut dire
que, sous la condition (27), toutes les expressions:

1 1 o
2o & L2 mm=234.)
(o 1) | , R

sont certainement différentes de zéro.
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37. Etant donné un systéme particulier quel-
conque du type III

=2 4w, (=0,1,2,...)

dont les ¢ et A, satisfont respectivement aux
conditions suivantes:
1° ;=0 pour i3k =0,

k étant un entier positif quelconque ou zéro,

Do
7

20 >p>4 (h=1,2,3,...),

on peut le résoudre par la méthode de Fourier.

Les valeurs des inconnues sont fournies par
les formules

1
(12)")1213 “ae lk..l..l
o= (—1)"*"gy A
(32) @_1 &_1 ﬁ—l l—ﬁ- l—ih—
i T R . 3w BN
(h=1,23,...),

chacune d’elles étant différente de zéro.

En effet, dans ces conditions, les valeurs des inconnues (z()
du systeme réduit, formé de » équations, auront pour n — co
des limites bien déterminées, finies et différentes de zéro

zp =lim z{,
n—>o0
puisque
1

( P 11) )'2}'8 lk‘l"l

i i 2
[ R

+0 (n°36), et
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Ces limites s’exprimeront évidemment par les formules (32); de
plus, elles satisferont au systéme donné, en rendant absolument
convergente chacune des séries de ce systeme

w .
2 T,
#w=1
¢ étant un entier positif quelconque ou zéro.
Pour s’en rendre compte, désignons
w, = Ah (h=1,2,8,...);
‘alors on aura
Y P\ N PO =y RS ’1——_1"—)'...
_1"’_1..1;1 — A\ A An }vh+2 )vh-q-a .
w, 1— M\ (A A () Al
;'h-l-l )vh+1 Ilh-i—z ;vh+3
DS S
. (lh.*_l’ll) ;hz}us vaee j:k-*_[

1
(i) Aofs A

A1)

. Or, d’aprés (27) et (29), il en résultera que

— e
u H(l—l_ﬁ) 1\
7}»:—_1- <15 "—;1———1— (5) (pour A>%k-1);
i)
. n==1 p
par suite,
lim |¥*|—o.
h>oo| U

Donc, notre proposition est bien démontrée.

. Sur la construction des solutions des systémes du type III
dans le cas général.

38. Soit donné un systéme quelconque du type III

m -
7 4t .
ci=2}'nxn (i=0,1,2,...),

n=1
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dont les A, et les ¢; ne sont assujettis qu’aux conditions sui-
vantes:

1 J=EM pour hkk,

20 lim |4, |=o0,

n—r .

38° qu'au moins un des ¢; soit différent de zéro.

Cela étant, nous allons démontrer que l'on peut toujours
construire une solution de ce systéme, par une méthode analogue
a celle que nous venons d’appliquer, dans le Chapitre I, 4 la
construction des solutions des systémes du type I et du type II.

» Nous aurons, cette fois aussi, & décomposer convenablement
la suite des 4. en une infinité de suites partielles, & faire cor-
respondre & chacune d'elles un systéme réduit généralisé, et &
constituer, enfin, une solution du systeme donné, & l'aide de
celles des systémes réduits généralisés.

39. Examinons tout d'abord la question de la décompo-
sition de la suite

(E) = )vl, 12, )vg, DS j:n, ..

en une infinité de suites partielles (Z.,).
Désignons, comme au n° 20, par (E!) la suite

L E) =y grs Ayt : )”(2k—1)2”"1’ ot

par
(B)— () — (Hg) — . .. — (Bu)

la suite partielle de (X) que l'on obtiendra en enlevant de la
suite (E) tous les éléments des suites partielles

. (El)v (E2), R (Eﬂ—l)’
et par -

Uiy Unzy o oo fnhy .
les éléments de la suite partielle (E,).

Cela étant, nous exigeons que la décomposition de la suite
(E) soit effectuée d’aprés la régle suivante:
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1° Que le premier élément de la suite (E,,) soit celuni des
éléments de la suite

(E)—(E) — (By) —...— (Bn-)
dont le rang est le plus petit; qu’en particulier le premier é1é-
ment u,;, de la suite (E,) soit 4,: uy, =4,.
20 Tous les autres éléments de la suite (E,) -

Bn2y Uz, - o o Unhy  Un(igr), - -

seront choisis exclusivement entre les éléments de la suite (EL).
8% On choisira une quantité positive p. de sorte que soit

l
n

(33) d=py>]cul
pour fixer les idées, nous supposons de plus que p,. soit I'entier
positif le plus petit qui satisfait & la condition (83).

4% w., étant déjd déterminé, on prendra pour uwpiy celui
des éléments de (E?) dont le module satisfait aux conditions:

) S |22 02D
Unn o
pon_| | nr :
o : our h> 2
(35) I‘u'n(h——l) < | Hnb | o -

et dont le rang aura la valeur la plus petite, compatible-avec les
conditions (34) et (35).

Comme il est aisé de le voir, la décomposition de la suite
(E) peut &tre bien effectuée, conformément & la régle que nous
venons de fixer.

En effet, on n’aura qu’a repeter les raisonnements du n° 20,
pour mettre en évidence qu’il suffit d'un nombre fini. depéra-
- tions, pour déterminer le premier élément de la suite (E»),
c'est-a-dire fu. ' '

‘Celui-ci étant trouvé, on choisira, d’apres (38), p.; alors,
en tenant compte des conditions 2° et 4% on déterminera de
proche en proche . .

Un2y Undy Hngy o o o:fnny Pn b1y, -
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On obtiendra ainsi la décomposition de la suite (&) en une
infinité de suites partielles '

(B)=(E)+ (E)+ ...+ E)+ ...

les éléments de la suite (&) satisfaisant aux conditions suivantes:

Mn3
Un2

Bty

Lo <.uuy

10 4__<_pn§|@ <
,ufnl

1

. 8% lim | 4w | = o0, quel que soit 'entier positif =,
h—> o
4% tous les »n premiers éléments de (X) rentrent dans les
premiéres suites partielles: (E,), (E,), ... dont le nombre sera =
au plus; donc,

(86) lim | pun | = 00, quel que soit 'entier positif A.
7n >0

40. Apres avoir décomposé la suite (£) en une infinité de-
suites partielles (E,), nous ferons correspondre & chacune d’elles
(E.) un systeme réduit généralisé (S,)

w 3
vi= 2ty  @=0,1,2..),

h=1

ot y:=0 pour izEn—1, Yu1=ce et, d’apres (33) et (84),

@@Izpﬂzz;.
Unh o o

Il est clair que tous les systémes (S,) appartiennent & la
catégorie de systémes particuliers du type III que nous venons
d’étudier ci-dessus; par suite, chacun d’eux peut &tre résolu,
d’aprés le n° 37, par la méthode de Fourier, les valeurs des in-
connues étant fournies par les formules (32), si I'on y remplace
Ay Agy Agy oot An, ... TESpectivement par

Un1y, Mu2, Mn3y oo v Unhy oo .y

x, par y,,, et & par n—1. On aura donc
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. . » 1.
—1 h+”c”__ . P
=D - 2 s - - - o
’ y — (“nh'lanl)
O (Y S W . S PO | O
1 Hna Hnz Hon(h—1) Mon(nt1) Hnnt-2)
l‘ , (h=1,2,8,...).

Remarquons que, d’aprés le n° 37, vy, =+ 0, quels que soient
les entiers positifs » et h. '

4. En établissant une correspondance univo-
que et réciproque entre les inconnues du systéme
donné (S) et celles des systémes réduits généra-
lisés (S,), de sorte que

Xy ——> l‘=‘u’nh Lt d ynh,
et en posant

Ts = Y,p pour x; «—— Yo s

y,. ¢tant fourni par la formule (37), les valeurs des
%, ainsi déterminées constitueront une solution
du systéme donné (S).

En effet, nous allons démontrer qu’elles rendent absolument
convergente chacune des séries du systéme (S)

oo
S
2 Z«;xs,

8=1

¢ étant un entier positif quelconque ou zéro, et que la somme
de la (¢} 1)®me série sera e¢;:

w .
Cy == 2 l;xs.
s=1
Etant Ay=p,, et x,=y, , il est clair que l'on peut

former la série double

(oo 2Ne o]
S 2 W Y

n=1 h=1
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contenant tous les termes de la (¢} 1)!¢=e série de (S)

(oo
i,
s=1 ’
et n’en contenant que ceux-ci.
D’aprés le critere du n° 23, on peut dlre que la série double
sera absolument convergente (et, par suite, la (¢ 1)me série
du systéme (S) le sera aussi) si I'on a o

[ Y | < (@>>0)

1
(n--h)*te
‘pour #»> N, indépendamment de h, et
pour &> H, indépendamment de n.

Nous verrons que, dans ce cas-ci, I'on peut assigner, en effet,
deux entiers positifs: N et H tels que l'on ait

. 1
| 455 Y| <(2n"—h)3’

ou B | 2mh) pisy, | <1

pour > H, indépendamment de n, et
pour » > N, indépendamment de A.

Il est évident, qu’il en résulterait immédiatement la con-
vergence absolue de la série double, ainsi que celle de la série

o0
=1 .
Remarquons, enfin, que, sans restreindre la généralité, il
suffit de n’étudier ci-dessous que le cas ou <> 0, puisqu’il est
clair que, si la série :
o0
2,
=1
est absolument convergente pour >0, elle le sera ‘a4 fortiori
pour ¢==0.
Aussi, supposons-nous que 7 soit un entier positif fixe,
choisi d’ailleurs arbitrairement. '
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42. En désignant
Unin = | @nh) 14, Y, | =

. 1
3o i . .
(2 nh) Cn—1 lu'nh 2 Pnz Und « « « Upn
—_ (ynh ’ :unl)

B (et 1. () (1 — (1 —E )L

fm Konz Pn(n—1) Men(ntr) Pninty] |
on aura donc & démontrer que l'on peut trouver deux entiers:
H et N tels que soit

Unh<l

pour > H, indépendamment de n, et
pour n> N, indépendamment de h.

Remarquons que, d’aprés (33), (34) et le n° 35,

Unn 7 2
1— 1— 1—=1>2
( .un(h+1)) ( Mn(h+z)) I 11 ( ) 8
et que, d’aprées (29),

> 1 | 1

(g 1) Hong n3 o o o Unn, 8 | nt - o on(h1) Mn(ht1) + o - P

pour A<n,

ou 15

<%

pour k> n.

Unt fn2 <+ o Unn—1)

Drautre part, d'aprés (34),

| i | = [ s | P pour k>1;
par suite,
15 1 1
< ] n—1 (n—1)(n—2) *
8 | p_;z(_)

[

> 1

(an, t) Pon2 Hon8 <« o Hon

Donc, quels que soient n>1 et 2>>1, on aura toujours

5 Mo i
(388) Un<l} 2 (1) (v—2) (,u_ﬂ.__ 1) ( Han ) )

n—1 2 ———
Har” Pa Mn1 Ma(h—1)
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de méme, en tenant compte de ce que, pour chaque valeur
entiére et positive de &,

‘f"—"—-l) ) B S SR | U Y P R 4
Un1 Un2 Unp—1) Hen(nt1) Un(h+2) 3

on aura

45 e, #QL

39 U.
( ) nS 2 Uni e . « Um(n—1)

pour »>1, quel que soit A.

43. Examinons de prés l'expression
‘ o ,
Y I Y B . Y |
U1 HUnz .um(h—-l)

~ en supposant que soit h> 2i.

Dans cette hypothése, on aura

i
lu'nh

(=) (= )
Mn1 Hn(h-1)

Mn 41 Hn2i-1)

B Uut Una . o o Hg; Lo e o -
B 1—&1 Y P o) | o ST [ (S R
Unh Un(zi) Mn(h—1)
< § . Mm2 ey P ity Bty Mneion) _
2 [ tn 1 Men 1 Wt Uy Ut hor Mnn iy I
Yin(2i) .Um(h—l)
(|
. i nl 225
- 2 Unh 1 Unn 1 H Wnh
—1).{—— =2} | ——
Mn(2i) Un(h—1) .Mn(zi—k+1)| '

Or, remarquons que, d’apres (34) et (33),
| ton | > | oz | pour k> 2i,
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et que
Mk | | Bn2 }l«na Hn—1) M
HUn1 U ’ Mon(k—2) Mm(k_n
Uniziy Monei—rta)| | | Mni@ikis) Hng2i—1) ez}
HUn(2i—kt-1) Hon(2i—r4-1) HUn(2i—11-2) Hn(2i--2) Hn(2i—1)

Ces deux produits contiennent tous les deux (k—1) facteurs;
or, chacun des facteurs du dernier produit étant, d’aprés (35),
supérieur au plus grand facteur du premier produit

Mk k=2,3,...9),
Un(k—1)
on aura
Hok _ pour k=2,8,...14;
Un1 MUn(2i—k+41)
par suite,
; ﬂ_«k_l
Unt
¥i T am 1 <1
k=2
\ Mu(z-—H-l)l

D’autre part,

L ) O . S | D A S T BN
Un(2i) Hon(h—1) 8 i) Mn@itt) By

2 ) 9 (h—~2i41) (h—2§) 9 (h—2i+1) (h—2¢)
~s = b3t ph—-Bi—1 2 pl — _.... 3 2 —
= g Pu " P <o Py Py 3 Pn zg -4
Donc,
o o9 sl
{10) Pk 4 wo _\| T4 emnes
Mt T\ 4

pour k>>2:, quel que soit «.

44. En tenant compte des inégalités (38), (40) et (38), et en
constatant que

%ﬂf——z—)—-n>0 pour n > 5,
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on aura
45 n3hiean_y 9 o
U . x9 N .2 nl
‘ ','h Q_ 2 (n—1)m—2) 4 (h—2f1) (h—2i) <
Ol M 4
405 1 nd hs
<5 o <
ly,;l—'—ll (n—Dn—2)  (h—2i1) h—2) =
2 4 2
< 405 1 n’ h3
= 8 i1 (n—1)(n—2) (h—2i4-1) (h—24
Iiu' nl 4 " 2n —n 4 ‘+2) %)

pour h>2; et n>b.

Or, d’apres (36),

lim 1 —o;
n->co Jun !
de méme, il est clair que
) 3
im —— =0

n->co ‘__._””‘1);“__2_’

et
. h8
lim ————— =0;
oo (—2itD) (h—29)
4 2
par suite, on peut trouver évidlemment deux entiers positifs #, -
et h, tels que soient

405 1 b
8 llliﬂ~l'——1 (—D—2) <1 pour n > ny,
nl 4'—2———— —
et
B3
“aTmnoom <1 pour hzhy,
4 2

et I'on en tirera immédiatement la conclusion suivante :

Uwaw <1 pour n=>m, et h>h,.
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46. Allons maintenant examiner les valeurs'de
U pour n < ng.
n étant fixe: n=gn=, la série 4 termes positifs
co co ,
20 = | @k u v |
h=1 h=1

convergera, comme on s’en assurera aisément, par les mémes
raisonnements que plus haut, au n° 22,

On peut donc faire correspondre & » == une valeur de A:
h=h; telle que soit

U-, <1 pour h> h-.
Aussi, aura-t-on
U <1 pour k> hy,
Us <1 pour £h> h,
Upe—tin <1 pour h > h,_i.
Cela étant, désignons par H celui des n, entiers positifs:
ko, hyy hoy .. B

qui sera le plus grand, ou, au moins, pas plus petit que chacun
des autres mn,—1 entiers; alors, d’aprés ce que nous venons
de voir, on aura évidemment

Uam <1 pour k> H, indépendamment de n.

46. Enfin, il ne faut étudier que le cas: A< H> 2. Il est
clair que pour A< H on aura:

10 B =(H—1)3
2 |l = K]
par suite, d’aprés (39),

U < 45 n3(H—1) o Y1)
nh 2 Mn1 Ung « oo Unmn—1)

pour A <Z H.

6
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En supposant, de plus, que soit

‘n—1> H}i—2, cesta-dire n> H+i—1,

on aura
,Uv:n(H—l) ’
Mt Wn2 « o Mnn—1)

—| 1 [ [y wizony | ni | | 1 |=
|,Um1 an.-.Mn(H—2)| |Mn(H—x) Unm .U«n(H—}-i—z)I |Mn(H+£—1)--~Mn(n—1)|
= 1 . 1 =
Unt YUn2 o o o Pn(H—2) M H4i—1) » -« Unmn—1)
= 1 ) 1 . 1 N 1 _

H-9 H—2)(H-3 —H—i41 HAi—4)(n—H—i-1
i A ] e

y Da
- 1 1
—_ I =it n2—8n4 5i—2 H—i2+2
nt pn—z-—— .

Or, 7 et & étant deux entiers positifs fixes, il suffit évidemment
de prendre n» assez grand, pour que soit

2 W P £ S ¢
n 3n—|—5z22zH 124-2 >0

D’apres cela, en tenant compte de (33), on aura

IIh

45 n3(H—1)3 1
9 i n”—3n+5i;2€H—t‘3+2 .

Pn

= 4__5_ . H—-1)? . n’
2 i1 " Bi2iH—i%42
]

Unh <

pour A< H>2, n étant assez grand.

Or,
.45 (H—1)® : n?
lim ——-(——_l=0=hm —
n—>oo 2 I ‘wnnl—z—1| nooo ¥ 5«»4-512—2;11—1 +2

4
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1

Il en résultera donc que I'on peut trouver un entier positif »,

tel que soit
Unh < 1

pour n>n; et h<TH>2.

Donc, en désignant par & celui des deux entiers positifs:
n; et n, (n°44)
qui ne sera pas inférieur & l'autre, on aura

U <1 pour n = N, indépendamment de &.

47. Des résultats obtenus dans les deux derniers numéros
il s'ensuit immédiatement que la série double

o0 OO

PIP NN

n=1 h=1

converge absolument et qu’elle aura, par conséquent, une somme
bien déterminée. Nous allons constater tout de suite qu’elle
aura pour somme c;. ' :

En effet, d’aprés le mode de détermination des s,

(o]

2l Yo =75

h=1
ot ;=0 pour ni}1 et y;=¢ pour n=1i-}+1 (n° 40);
. par conséquent, il est clair que

[c <N« o]
¢ = 2 2‘“’:1}1 ynh'
h=1

[

Enfin, la (¢ | 1)*me série du systéme donné (8)
o0
2w,
s=1
ayant les mémes termes que la série absolument convergente
aa oo .
2 2t Yo
fn=1 h=1
(i 54
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et ne différant d’elle que par le mode de groupement des ter-
mes, sera absolument convergente, elle-aussi, et aura pour somme
¢, comme la série double.

Done, les z, déterminés au n° 41
(xx = ynh pour xs‘___’ yfnh)

sont tous différents de zéro et constituent, en effet, une solu-
tion du systéme donné (S).

48. Il est aisé de démontrer qu’étant donné un systéme
quelconque du type Il

(6=0,1,2,...),

on peut méme construire une infinité de solutions, telles que les

inconnues
Loy, Loy « o« Tatp

arbitrairement choisies d’avance, prennent les valeurs prescrites (a;):

La; == a, t=12,...7),

r étant un entier positif quelconque.
En effet, décomposons la suite des A,

(By=12q, Ay, 2gy « « o Iy .
en deux suites partielles indéfinies:
(B = 1, W19y gy - -« By « « oy

(Bo) == tho1, Moy, Mogs - + » Mamy - -+,
(B) = (By) -+ (B,

de sorte que les éléménts

appa.rtiennentvtous 4 l'une d’elles, soit, par exemple, & (&,).
Cela étant, nous ferons correspondre aux suites (Z,) et (Zs)
les systémes (8,) et () suivants:
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(eo]

) - a= XUy, (G=0,1,2,..),
h=1
(o 0]

S ... 0=, v, (t=0,1,2,...),
h=—1

dont le premier est évidemment un systeme du type III, tandis
que (8;) est un systeme du type I
Ensnite, nous établirons une correspondance. univoque et
réciproque entre les inconnues (z;) du systéme donné (S) et celles
des systémes auxiliaires, c’est-a-dire les y,, (¢=1,2), de sorte
que soit , :
Ly, «——> Z,:,u,kh —— Y (=1 ou 2).

Supposons, pour le moment, que l'on ait résolu les syste-
mes auxiliaires (8,) et (S,); alors, en posant

Ts =Yy, DPOUL &g > Yy,

on obtiendrait évidemment une solution du systéme donné (S).
En effet, prenons une série quelconque du systéme (8), soit,
par exemple, la (z - 1)¥me série

(o @]
24 2,

s=1

celle-ci contiendra tous les termes des (i | 1)i*mes séries des sy-
stémes (8;) et (S,):

[es) (e}
‘ 2["‘3;. Yo ot Zﬂgh Yo
h=1 h=1
et n’en contiendra que ceux-ci.
Les derniéres deux séries étant, d’aprés notre supposition,
. absolument convergentes et ayant pour sommes respectivement
¢; et 0, il en résulterait donc que la série

(@]

2;:9 s

=1 )
sera absolument convergente, elle-aussi, et qu'elle aura pour
somme ¢;.
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Or, le systéme (§)), étant un systéme du type III, peut &tre
résolu toujours, comme nous l'avons démontré ci-dessus. De
méme, le systéme (S,) étant un systéme du type I, on peut
calculer, d’aprés le n? 24, une infinité de solutions, de sorte que
les inconnues correspondant aux

Zay, Loy .« . - La,

prennent les valeurs prescrites a;, a3 ... @

On en tirera donc la conclusion suivante:

Etant denné un systéme quelconque (§) du
type III, I'application convenable du principe des
réduites fournira une infinité de solutions de
(), telles qu’aucune des inconnues ne sera zéro,
et que les inconnues

Loy, Tay, -« « Xay,

arbitrairement choisies 4 1’avance, prendront les
valeurs prescrites (a):

wai=ai (1:=1,2,...7'),

r étant un entier positif quelconque.

IV. Sur la construction des solutions des systémes du type IV.

49. Nous allons étendre le résultat obtenu au numéro pré-
cédent aux systemes du type IV.

A cet effet on n’aura, au fond, qu’ a répéter les raisonne-
ments du numéro précédent.

En effet, soit donné un systéme quelconque (§) du type IV

oo .
b= &= Mz (1=0,1,2,...).

N=—0C0
‘Décomposons la suite des 4.

By =« v dyy ooy by Ay von By

en deux suites partielles indéfinies:
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(&) = p, Mg -« - Han, - .
et

(Bo) = . . . Ma-m « + .« Ma1), Mao, Moty o« o Moy o o o
de sorte que les éléments

Aay dap - o - ey

arbitrairement choisis d’avance, appartiennent tous a (Z%,), cette
derniére suite jouissant du méme caractére que la suite donnée
(E), c'est-a-dire ayant, au moins, deux points-limites.

De plus, nous exigerons que les éléments u,, (k=1,2)
satisfassent aux conditions:

1° M ¥ty  POUT g 7,
| 2° u,, % n,, quels que soient m et n,

(41) 82 lm |p, | =0 (Ek=12),
h~>o0

4° | Py |<<u (n=0,1,2,...),

u étant un nombre positif fixe.
Il est aisé de voir que la décomposition

(B) = (E1) + (Ez)

peut étre effectuée toujours de sorte que toutes les conditioné
ci-dessus soient remplies.

Par exemple, on pourrait procéder de la maniére suivante:
On choisira un entier positif =, tel que soit

1.2 > |aif (t=1,2,...7);
on prendra pour (Z;) la suite

('El) = j'1'2%‘,—1: ]’ 2/

e S V- A
et pour (Z,) la suite

(Ep) = (E)—(Ey);
alors la décomposition

(E) = (E,) + (Ey)

satisfera évidemment & toutes nos exigeances.
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50. Faisons cofrespondre aux suites partielles (E,) et (E,)
les systemes réduits généralisés (S;) et (8,):

(o)
(Sl) ¢, = Z Mih Y
r=1
¢=0,1,2,...).
o0
(SQ) 0 = 2”';;. Yon
h—=—®

Il est clair que, d’apres (41), (S,) sera un systéme du type I,
tandis que (S,) sera un systéme du type IL

Etablissons une correspondance univoque et réciproque entre
les =z, et les y,, (#=1,2) de sorte que soit

By > Loy = oy > Yy

Calculons, d’aprés les numéros 25, 26 et 27, une solution
du systéme (S;) dépendant d’une infinité de quantités indétermi-
nées A, assujetties & la seule condition: |4.|>1, de sorte
que les » inconnues de (S,) correspondant aux

x 4 X

“1’ @ . «,

prennent les valeurs prescrites (a;) (¢=1,2,...%).

D’autre part, calculons, d’aprés les numéros 38—47, une
solution du systéme (S)).

Cela étant, prenons

Ls ==Yy, POUl &5 <«—— Y, (k=1,2);

alors les z, constitueront une solution du systeme donné (9),
comme on s’en rendra aisément compte, par les mémes consi-
dérations que ci-dessus, au n° 48.

Grace & la présence des quantités indéterminées 4, (J4.|>>1),
on en déduira une infinité de solutions numériques dont chacune
sera telle que

xai= a.

1

(t==12,...7.

~ Enfin, les solutions de (8;) et de (S;) étant constituées par des
valeurs des inconnues dont aucune n'est zéro, il en résultera
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immédiatement que les solutions du systéme donné (S) auront
le méme caractére. _

Done, étant donné un systéme quelconque du
type IV, I’application convenable du principe des
réduites fournira une infinité de solutions, telles
qu’aucune des inconnues ne sera zéro, et que
les inconnues

Lys Zgp +ov Ly,

arbitrairement choisies & 1’avance, prendront les
valeurs prescrites (a):

L= (i=12...7),

r étant un entier positif quelconque.



CHAPITRE IIL

Sur les systémes d’équations linéaires & une infinité
d’inconnues attachés aux séries de Dirichlet et aux
équations différentielles linéaires.

1. Sur le procédé de formation des systémes du type V
et du type VL

51. Dans ce Chapitre nous allons former et étudier une
certaine catégorie de systémes linéaires & une infinité d’incon-
nues attachés, d'une part, aux séries de Dirichlet et, d’autre
part, aux équations différentielles linéaires.

Décrivons tout d’abord le procédé de formation de ces
systemes. _

Soit donnée, d'une part, une série de Dirichlet quelconque,
sous la forme (I) ou (II) (n° 5)

th e—lhz
h
& coefficients indéterminés x,, les quantités A, satisfaisant respec-
tivement a la condition (4) ou aux conditions (4) et (B) (n° 5).
Soit donnée, d’autre part, une équation différentielle liné-
aire quelconque

m m—1
P, (2) ;Ly + P T Yt 4 Pue) y=P)
2" dz

dont les coefficients sont assujettis aux conditions suivantes:
19 que P(z) soit, en général, une fonction entiére en 2

Pley=co+crz2+co22+ ... 4" +...,

se réduisant, en particulier, & un polyndme entier, ou méme &
une constante (le zéro y compris);
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2° que Py(2), Pi(2), ... Pn(z) soient des polynémes entiers
en z

P;(2) =awn—-anz +an®+ ... a.',,,z""
(¢=0,1,2,...m).
Cela étant, remplagons dans I'équation différentielle donnée

.y &y dry
Y dz' dz2’ """ dgm

.

respectivement par les séries
2 Ty e—lhz ’
h
> (—An) zn ¢ e ,
h

2(——24,)2 Ty C—Ahz,
h

2 (—-—-}uh)m Tn e_lhz .
h

dont chacune (sauf la premiére) se déduit de la précédente en la
différentiant terme & terme.
On obtiendra ainsi

! Z{Pee) (=" + Pie) ()" Paa @) ()
(42) l | + Pu(d) | ¢ ¥ 5= PG2)
ou, en tenant compte de ce que

Pie)y=aio-+anz+ ... Fang®  (=0,1,2,...m),

on aura
H‘_'{ Po (lh) + 294 (}Vh) + 22992 (lh) + “ee + Z'@,- (lh) } e—lhth = P(Z),

en y désignant par

Qo (4n)y ©1(An), - o« @ (An)
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les polyndmes entiers en i, de degré m au plus:
&, (A) = ay, (—4)" +.“1k (2" Qg (—2) + Gy
(k=0,1,2,...7),
et par r celui des (m--1) entiers positifs ou zéros

Ngy Mgy Nay « « « B

m

qui n’est pas inférieur & aucun des autres.
En développant I'expression

{god) ... Je e

suivant les puissances croissantes de z

{ ®o (M) 2901 (An) 4 . . . 4 2"®r (An) } e Mgy, =
= { oln) - 203 (a) + 0 () - -2

i A \ (=2
-I-tho(m.)( ")+z AG )( 1'!“‘) q),‘ﬁl(;,h)( 1!")4_
+ Zr+1¢r(;h)( /h) +
+22¢0 (}Vh) (_,—) + . -I—ZT(PT_z (Zh)( h) + zr—H ®,_, (; )( /h) +
- — 2
4 TR (An) (*‘;—,'i +
I'équation (42) s’écrira
2 {2 [%(ih) = lh) + %(ﬂ) (’L i)l + ot @i (a) (_1/1%)‘1“
h i=0 .
| + %(lh)] Thz' -
_ ‘
+ [%(M l") + i) | i "i), 4.t
T=r-41 ) ( ;h)z 1
+ o) " ] [ = P(2).
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Or, égalons les coefficients des mémes puissances de =z
dans les deux parties de la derniére équation; alors on obtiendra
évidlemment un systeme d’équations linéaires a wune infinité
d’inconnues ()

=3 [%ah)( )"y puin) L s T +¢1w>]

h
(¢t=0,1,2,...7),

" 2[9%@")( -2 +¢1(lh)( lhi)v + .. —I—qu(/lh)( bi)! ]xh
. h
(Ex=r-41).

En remarquant enfin que pour ¢># dans la (¢4 1)#me
équation de ce systéme les coefficients des z;, sont des polyndmes
entiers en A4, de degré (m-++¢) au plus, ne contenant que les
puissances des A, dont les exposants sont > ¢ —, il en résultera
que le nombre des termes y sera (m—-r-41) au plus..

Donc, le systéme obtenu par le procédé de formation que
nous venons de décrire peut étre présenté sous la forme suivante:

o= D et a4t i}
h

¢t=0,1,2,...7),
(43)

o= I a0 i B 2
h
(tzr+41),

les @, y désignant & leur tour des polyndmes linéaires des
coefficients des P;(z) (j=0,1,...m); par exemple,

(==

2!

(a1o_|_ (z aol ) ( 1)m+1—1

Qo = Qoo

_an

a .
( Y+ (i—1)1 -+ G ao;) v) —1ymte
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52. Nous allons constater qu’il y a des cas ou les coeffi-
cients des ;, dans la (i-}1)®=e équation de (48), sont des
polynémes de degré (m-:) (comme Pon sait, c’est le degré le
plus élevé possible); d’autre part, il y a aussi des cas ou le
degré maximal n’est pas effectivement atteint; il peut méme
arriver que notre procédé de formation des systémes ne s’applique
point a l'équation différentielle donnée, parce que la partie droite
de la (i41)ieme équation du systéme peut s’annuler identique-
" ment, tandis que ¢; 3= 0.

En effet, remarquons qu’en tenant compte de ce que

. a
Uy == (——1)"’“‘"‘ _1:9‘9,

on en tirera immédiatement la conclusion suivante: pour que
le coetficient de x; dans la (i4-1)®*me équation du systéme (43)
soit un polyndme entier de degré (m-¢), il faut et il sutfit que
80it @ 4 0.

‘D’autre part, montrons maintenant que le degré du coef-
ficient de x4 dans la (i-}-1)¥me équation du systéme peut &tre
inférieur & (m--).

Soient, par exemple,

PO(Z) =z",
Pl(z) == gm1 ’
Pu1(2)=2,

alors on aura évidemment

PoAn) = + 1,
9’1(/1h) = (—l;.)l

Q’-uk) = {—Ai)m
par suite,

(M

foain 3 +. Aot =iy [+ b

(t=0,1,2,...m),
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ainsi que

(—A

i!

{«pow) O RRE o ONE e } = () [3, + =5+

1 .
+--'+@t“] (> m-1).

m)!

11 en résulte, en particulier, que le systéme que l'on obtient
dans ce cas-ci appartient évidemment & l'un des quatre types
étudiés déja dans les Chapitres précédents.

Enfin, examinons le cas suivant.

Soit donnée une équation différentielle linéaire telle que
Pon ait

cO :#: 09
Py(0) = apy =0,

Py(0) = a;0 =0,

alors *

@0 (An) = ago (—An)™ 4 ayo (—An)" 4. ..+ amo =0

et il en résultera immédiatement que notre procédé de formation
des systémes ne s’appliquera pas & I'équation différentielle donnée.

En effet, d’aprés ce procédé, le coefficient de =« dans la
premiere équation du systéme est @y (4,); or, dans ce cas-ci
@o(Ax)=0; par conséquent, la partie droite de la premiére équa-
tion du systéme, s’annulant identiquement, ne peut pas &tre
égalée a ¢, 0.

53. Le dernier exemple montre qu’il y a des cas ol notre
procédé de formation des systémes cesse d’étre applicable; d’autre
part, d’aprés les exemples précédents, il y a des cas ou il s’appli-
quera bien et permettra alors d’obtenir des systémes d’équa-
tions linéaires & une infinité d’inconnues de la forme (43).

Appelons systemes du type V ceux de ces systémes
ol & ne parcourt que les valeurs entiéres positives:

h=1,2,3...
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et systémes du type VI les systémes analogues ou h par-
court toutes les valeurs entiéres (négatives, zéro et positives):

h=...—m, ...—2, —1, 0, 1, 2, ... m, ...

Les systémes du type V et du type VI peuvent &tre carac-
térisés de la maniére suivante:

' 1° 1Ils sont obtenus des équations différentielles linéaires
en y appliquant le procédé de formation que nous venons de
décrire ci-dessus, les systémes du type V étant attachés aux
séries de Dirichlet de la forme (I), et ceux du type VI, aux
séries de Dirichlet de la forme (II) (n° 5).

20 Le coefficient de x, dans la (i-}1)®me équation du
systéme est, en général, un polyndme entier en

[ a,-ol}:"i"' + i }f;l""‘i_l —I— v + i (i) (Z =0,1,2,...7) et
(44) . . . .
| qotgtidaadptit 4L A diuan B (=),

les ai y dépendant linéairement des coefficients des polyndmes

PO(Z): -Pl(z); e Pm(z)’

et » y désignant le degré le plus élevé des P;(z) (j=0,1,...m).
3% Les polyndmes (44) ne sont pas identiquement nuls, au
moins pour une infinité de valeurs entiéres et positives de i;
ils ne le sont pas, en particulier, lorsque ¢; 3= 0.
4% Pour toutes ces valeurs de 7 le nombre des termes des
polyndmes (44) est donc au moins 1 et au plus (m-r—+41);
par suite, si ag=0, ay =0, ... apg—1y=0, mais ax==0, on aura

Os=k=m-r.

D’apres tout cela, un systeéme du type V sécrira sous la
forme suivante:

o]

Ci= Z{Gik;v;?-l-i—k_i—"'_kai(”%")}wh ((=0,1,2,...7)

h=1

(e}
Ci = 2’ Aix ;‘n+i_kv+ PR —‘I— ai(m_i_r) I’V}:—r} (1: ; r + 1)’

h=1

o 3= 0, O=k=m-r.
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- Quant aux systemes du type VI, ils se présenteront sous
une forme tout & fait analogue; seulement

@® + @
J’ y sera remplacé par 3’
h=1 h= —

II. Sur la résolution des systémes du type V.

54. Nous allons montrer que le probléme de la résolution
des systémes du type V peut étre ramené complétement & celui
de la résolution des systémes du type III ou du type 1.

Pour s’en assurer, nous démontrerons la proposition suivante:

Etant donné un systeme quelconque du type V

(e}
¢ = Z{nglyﬁi—k‘{“ —-{—ai(m_H)}wh (t=0,1,...7),
h=1
(45) z ) ‘ )
V) e = Z{aikﬂv,’:““”" + ot oa, _i_r)m—"}xh >+ 1),

h=—1

a,+0, 0=<k<m-r,

et en supposant qu’il ait une solution (z), celle-ci
rendrait absolument convergentes toutes les
séries

- .
2, (p=0,1,2,...).

En effet, d’aprés ’hypothése faite, le systéme donné a une
solution (z,); par suite, en tenant compte de ce que nous enten-
dons par une solution (n°4), on peut dire que la série

[oo]

> { Gl g i."}x,,

h=1

convergera pour chaque valeur entiére et positive de ¢ > r -+ 1.
Etant a, =0, le terme général peut étre présenté évidemment
sous la forme suivante :

7
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(k1 ( 1
14 S —|- —l- S ke
h

1k

”‘ }Vm—|—1—l\ x

Or, en remarquant que, d’apres le n° 53, le coefficient de «, dans
la (i41)%me équation du systéme (45) est, en général, un poly-
ndome entier en 4, c’est-a-dire k< m -4, et que, d’autre part,

lim o =0,
h>cc | An|
il vient
1
lim f 1[k+1) . 1(m+: ) ]=0.
h—-)ool + + Gy AZ‘—HAI l

Par conséquent, quelque petite que soit la valeur positive
de &, on peut indiquer respectivement un entier positif n(e) tel
que soit '

u, > [(1—8) a, | . | 2Tz, | pour h> n(s);
par suite, la série dont le terme générél est
| 1—7) aikl | At |
convergera, ainsi que le fera la série dont le terme général est

|Arti—ta, |

On en déduira donc immédiatement la convergence absolue
de la série

(o)
iz, pour p=20,1,2,...m -} i—k.

h=1
Or, étant m—+é—k>¢—r (1>r-+41), on voit que m—+7—*%
croit indéfiniment avec ¢; aussi, toutes les séries

oo

2Rz, (p=0,1,2,...)

h=1

convergeront-elles absolument.
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55. La série
_ o .
»
2 Xy @,
h=1
étant absolument convergente, elle aura une somme bien déter-
minée que nous désignerons par o,:

oo
o, = 2 M T
h=1
Cela étant, on déduit de la (- 1)*me équation du systéme
donné (45), dans I'hypothése que ce systéme ait une solution,
la relation suivante:

€= % mipik T Fipny Ompipa T+ o -+ Gy Oy =7+ 1),

Généralement, chacune des équations du systeme donné (45)
nous fournira une relation analogue. On peut les considérer
comme équations ayant pour inconnues les o5, et constituant un
systéme que nous appellerons systéme associé.

Nous en tirerons donc la conclusion suivante. Pour qu'un
systeme quelconque du type V (45) ait une solution (xs), il faut
que le systéme associé

[ €= Onpi st %n) Ompigms T+ o iy G0
(46) (t=0,1,2,...7),
¢, = Q. Gm-}-i—k + ai(k+1) O'm+£—k»1 + e + ai(m-i-') Oir

{ (>r-41)

ne contienne que des équations compatibles et qu’il ait une so-
lution (o,), lui-aussi.

Remarquons que le systéme associé (46) est un systéme
infini récurrent. En effet, quelque grand que soit I'entier posi-
tif s, on peut toujours indiquer une valeur entiére et positive de 4.
soit ¢ =1, telle que

1—7r>§ POUr i>14;;
par conséquent, o, ne peut figurer que dans un nombre fini
d’équations du systéme associé, puisque o, n’entrera plus dans
la (¢4 1)®me équation si 2> 4,
T%
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Il est aisé de démontrer que la condition nécessaire pour
Pexistence d’'une solution du systéme donné (45) est aussi suf-
fisante.

En effet, supposons que le systéme associé (46) ait une
solution constituée par les valeurs

0l7 62, 03, « . qh, « s e ;

prenons alors le systéme auxiliaire

oo
47 =22k x, (i=01,2,...);
. h=1

celui-ci appartient au type III lorsqu’ily a entre les o; au moins
un qui différe de 0, ou bien au type I si 6;=0 (¢=0,1,2,...).

En tout cas, il aura une infinité de solutions, comme nous
venons de voir dans les Chapitres précédents.

Or, on se rendra aisément compte de ce que chacune des
solutions du systeme auxiliaire (47) est aussi une solution du
systeme donné (45).

En effet,

6 =04 Oppy o - o T Ry O, =

oo o0
. L
=a, ST e 4+ Fa, DA =
h=1 h=—1

. B )
=2 {a,.,‘ e T /1;—*} z, (=r+1)

h=1

et, de méme,
OOI i .
0,-=Zlaiklr+'— + ... —{—-ai‘m+i)}xh (t=0,1,2,...7)
h=1

56. D’aprés cela, étant donné un systéme quelconque du
type V, et en se proposant de le résoudre, on n’aura évidem-
ment qu’'a procéder de la maniére suivante:

1° On constituera le systéme associé récurrent et on I'exami-
nera de prés: si ce systéme centient des équations non compa-
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tibles, il est clair que le systéme donné n’aura aucune solution;
dans le cas ou le systéme associ¢ admet des solutions on les
calculera. ?

20 A chacune des solutions du systéme associé

(6 0y, Gy ... 6, ...

on fera correspondre un systéme auxiliaire

w .
0= 2 M, (1=0,1,2,...),

h=1

appartenant ou bien au type 1II, ou bien au type I, selon les cas!

8% On calculera les solutions des systémes auxiliaires.

Chacune d’elles sera aussi une solution du systéme donné
du type V et celui-ci n’en aura pas d’autres, comme il résulte
évidemment des considérations précédentes.

Ainsi, la résolution d’un systéme du type V
peut étre ramenée complétement & la résolution
du systéme associé récurrent et de tous les
systémes auxiliaires correspondants. ‘

57. L’existence des solutions du systéme donné du type V
dépend entierement de lexistence des solutions du systéme
associé. ‘

Or, remarquons que dans le cas d’un systéme homogéne
du type V (c’est-a-dire lorsque ¢;=0, 1=0,1,2,...) le systéme
associé sera homogeéne, lui-aussi, et aura, par suite, toujours au
moins la solution triviale

6,=0 (t=0,1,2,...)

a laquelle correspondra le systéme auxiliaire du type I
., :
0=JAz, (#=0,12,...)
h=t

Ce dernier systéme ayant une infinité de solutions (Chap. I),
et chacune d’elles étant aussi une solution du systéme homogéne
donné (du type V), il en résulte qu’entre les systémes homo-
génes du type V il n’y en a pas qui n’aient point de solution
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D’autre part, il est’ aisé de constater que l'on peut bien
former des systémes non homogénes du type V n'ayant aucune
solution. :

En effet, supposons, par exemple, que soient:

1° m= 1,
20 Py(2) = apz (ao == 0),
80 Pl(z) = boz—— 1) (bo :i: 0);

0 Co _cl .
4: —‘ao :t bo !
on aura alors @y = —a, et ¢,(&) = by—ay,in; par suite,
—A
( 1 !h) @0 (Ax) -+ @1 (An) = b,

et les deux premiéres équations du systéme correspondant du
type V attaché & I'équation différentielle

i .
&% ag + Gor—a)y = ¢ + ¢z + ...

sont

o= 2 (—ao)n,

h=—1

(o o]
o= N bown;
h=—1

‘aussi, les deux premiéres équations du systéme associé sont-elles

Cp = —0 Opy
01 = bo Go.

D’aprés la condition 49, celles-ci ne sont pas compatibles et, par
suite, dans ce cas-ci notre systéme non homogeéne du type V
n’aura aucune solution.
Remarquons enfin qu’il y a des systémes du type V dont
les systémes associés ont une infinité de solutions numériques.
En effet, soit
Py (0) = aypF0;
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alors, comme nous l'avons vu, au n° 52, le coefficient de Zn
dans la (i 1)#me gquation d'un systéme du type V sera un
- polyndme entier en 4, de degré

(m-+3  (=0,1,2..)),
c’est-3-dire
apF0 et k=0.

Aussi, est-il clair que de fous les o qui entrent effectivement
dans la (z41)®me ¢équation du systéme  associé c’est omqs qui
aura l'indice le plus grand. .

On peut donc exprimer successivement tous les ¢, ou
n>m—1 en fonction de

60, 61, ... Um_..l,

en considérant ces derniers comme constantes arbitraires.

On obtiendra ainsi une solution du systéme associé, dépen-
dant, en général, de ces m constantes arbitraires et représentant,
par suite, une infinité de solutions numériques. Donc, dans ce
cas-ci, le systéeme donné du type V sera équivalent & une infinité
de systemes auxiliaires du type III ou du type L

III. Sur la résolution des systémes du type VI.

58. Au numéro 53 nous avons déjd constaté que le
procédé de formation des systémes du type VI, ainsi que la
forme sous laquelle ils se présentent, sont presque les mémes
que dans le cas des systémes du type V; la seule ‘différence
consiste en ce que les systemes du type'V sont attachés aux
séries de Dirichlet de la forme (I), tandis que ceux du type VI, aux
séries de Dirichlet de la forme (II) (n° 5).

Aussi serait-il bien naturel d’essayer d’étendre les résultats
obtenus ci-dessus pour les systemes du type V aux systémes du
type VL

-0Or, en examinant de prés cette question, on constatera
aisément que les raisonnements du n° 54 ne s’appliqueront pas
aux systémes du type V1.

En effet, au numéro 54 nous avons démontré que chacune
des solutions d’un systéme du type V fera converger abselument
les séries
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m .
24

h=1

(1=0,1,2,...),

puisque de la convergence d’'une série

[00]
ik yie
2 {aik ;VZ‘ + s + l(m+1)/";1 1}xh

h=1

résultera immédiatement la convergence absolue de la série

e}
PX ey
h=1

En essayant maintenant d’obtenir le méme résultat pour
les systémes du type VI, on verra tout de suite que dans ce
cas les raisonnements précédents se trouveront évidemment en
défaut. En effet, il est clair qu’en supposant que les séries d’un
systeme du type VI '

+<13 m-ti—k 1

p3 {alk A, + ... —{—a,.(erUJ-xh (1=0,1,2,...7),

h=—on

& [ m-4-i—k .

2 zk z’h + + a((m+r h 'Z‘h (Z :>: r + 1)
l )

h——

1

convergent absolument, et que la suite des 4, ne soit assujettie
qu'aux conditions générales (4) et (B) (n°5), on ne peut pas en
déduire, par les raisonnements du n° 54 au moins, la conver-
gence absolue des séries

): A (t==0,1,2...).
h__
Mais qu'est ce qu'on doit dire alors & propos de la question
intéréssante suivante ?
Y a-t-il des systémes du type VI ayant des solutions qui
font converger absolument les séries du systeme, sans qu'elles
rendent absolument convergentes les séries

+o )
2 l;xh (?’=01 1)2,"‘)1
h=—qcD

ou au moins quelques-unes de ces séries?
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En laissant ouverte cette question délicate, nous ne nous
allons occuper que de celles des solutions des systémes du type VI
qui rendent absolument convergentes toutes les séries

+®
2 Az, ((=0,1,2..);

h=-a0

nous les appelons solutions (a).

59. Il est aisé de voir que tout ce que nous venons de
dire & propos des solutions des systémes du type V peut &tre
étendu, -au fond, aux solutions (a) des systémes du type VI
A cet effet on n’aura qu’'a répéter les raisonnements des numé-
ros 55—bH7.

En procédant ainsi, on démontrera la proposition suivante:

Soit donné un systéme quelconque du type VI
(n° 53)

4o
v M i .
€= i {a{klk*‘ L —}—ai(m_m}xh (i=0,1,2...7),
h=—c0
(48) 15 . | ‘
M — i— ,
6= L {aikl;:"l' L + @y Mo T} (> r41),
h=—c0
a,+0, 0<k<m+r;

pour qu’il ait des solutions (a), il faut et il suffit
que le systéme associé récurrent

C=0y 0y, o F .. +G,»(m+.-,% (t=0,1,2,...7)

), |
fle=au0, o 8, 0, i>r+1)

ait, lui-aussi, au moins une solution.
En faisant correspondre & chacune des solutions du sys-

teme associé
Opy Oy, Op ... Op

un systéme aucxiliaire

+ i .
(50) o= iz, ((=0,1,2,..)),
h—=—-W
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on peut dire que l’ensemble des solutions de tous ces systémes
auxiliaires contient toutes les solutions (a) du systéme donné da
type VI et qu'il n’en contient que ceux-ci.

Les systémes auxiliaires (50) étant du type IT ou du type IV,
on se rendra aisément compte de ce que la construction
des solutions (¢) d’un systéme du type VI (48) peut
8tre ramenée, 4 1’aide du systéme associé récur-
rent (49), complétement & la résolution des sys-
téemes du type IV ou du type IL

60. L’existence des solutions (a) d’un systéme du type VI
dépendra entiérement de l'existence des solutions du systéme
associé correspondant.

Celui-ci aura en tout cas la solution triviale

6,=0 (=0,1,2,...)

si le systéme donné du type VI est homogéne, puisque dans ce
cas le systéme associé correspondant le sera évidemment, lui-
aussi.

Il en résulte donc que chacun des systémes homogénes du
type VI a une infinité de solutions (a), au moins toutes celles
du systeme auxiliaire du type II

Quant aux systémes non homogenes du type VI, on pour-
rait montrer & l'aide des exemples, comme au n° 57:

1° qu'en partant de certaines équations différentielles li-
néaires, on obtiendra des systémes du type VI dont les systémes
associés contiennent des équations incompatibles et n’ont, par
suite, aucune solution ;

20 quil y a, d’autre part, des systemes non homogeénes
du type VI dont les systéemes associés ont un nombre fini ou
méme une infinité de solutions numériques.

D’aprés cela, on trouve, d’une part, des systémes non ho-
mogeénes du type VI qui n'ont aucune solution (a) et, d’autre
part, des systémes qui en ont une infinité.



CHAPITRE IV.

Sur l'interpolation.

I. Généralités.

61. Jusqu’ici nous avons appliqué le principe des réduites
aux différents systémes d’équations linéaires a une infinité
d’inconnues attachés aux séries de Dirichlet.

Allons maintenant Iappliquer & certains systémes d’équa-
tions linéaires attachés aux séries entiéres.

\ L’objet de nos études, dans ce dernier Chapitre, sera le
probleme d’interpolation que l'on peut énoncer sous une forme
plus ou moins générale.

Convenons d’appeler probléme spécial de 1l'inter-
polation le probléme suivant: ,

Etant données deux suites indéfinies de quantités quelconques:

€1y Coy €35 =+ Cny ooy

@y, Ao, gy, <o Any . 4o,
les éléments de la derniére satisfaisant aux conditions

loil <la|<las|= ... <an] <.,

| an] — o0 pour n — oo,
former une fonction entiére F(z) qui, pour z=a,, a5, . . . au, . - .
prenne respectivement les valeurs ¢, ¢y . . . €n . . .

En posant
Fey=0Cy+ Cz+ Co2+ ...+ Cuzm+ ...,

on naura qu'a déterminer les coefficients C, de sorte qu'ils
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satisfassent au systeme d’équations linéaires & une infinité
d’inconnues :

(31) ¢,=Cy+ 01a£—|—02af—}—...+0na;’-{—...} (i=1,2,8,...).
Appelons ces systémes (51) systémes du type VIL
Cela étant, il est clair que le probléme spécial de l'interpolation
équivaut & la résolution du systeme correspondant du type VIIL
Quant au probléme généralisé de l’interpola-
tion, nous ’énoncerons sous la forme suivante:
Etant données trois suites indéfinies:
1° une suite des (a,)

@y, a‘b ag, Oy, . . .
telle que

H

ol <lag|<|a|...Z]al=s...
| @u | ~— co pour n — oo,

2° une suite de nombres entiers positifs quelconques ou
Zéros

Py Do va-~-pn,--.,et

3° une suite de quantités quelconques

(OJeY ) O (1 (2,) (1) (Py)
€1y € eve €Yy Coly CoyennCoyunny Cy €0y v €%y enn,

former une fonction entiére F(z) de sorte que L'on ait pour z=a.,

F(a,) = ¢
Fla) =

--------

|

i (n=-1,2,3...),

® e p(Py)
F®(g)=c" | =
c’est-a-dire que la fonction F(z), elle-méme, ainsi que ses p. pre-
mieres dérivées prennent pour z=:a, respectivement les valeurs
prescrites ¢@, oY, ... P, n étant un nombre entier positif
quelconque.

Cela revient évidemment & résoudre le systéme suivant

d’équations linéaires a une infinité d’inconnues:
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o) =Co+ Cran+ Coal ...+
| + G024 Cpr ™ 4
2
e)= 11045 Ctw+ ...+

(562) +p" Cpu a:”_l + (pn 1) Opn'*'l a:”+ e (’n=1: 2,

2 3,4,...).
¥ = 21y ...+ )
+2,@,—1) G, "+ (p, 4+ 1) p, Copp 10" .
|
o = Pt Oy =P G gt

Appelons ces systémes (52) systémes du type VIIL
Cela étant, il est clair que le probléme généralisé de V'interpo-
lation équivaut a la résolution du systéme -correspondant du
type VIIIL

Remarquons que dans le cas particulier ou

=0 pour k=0,1,2,...p,

t

(i=1,23,..),

ce probléme a été résolu par Weierstrass’, en effet, d’aprés son
théoreme célébre, on peut construire une infinité de fonctions
entieres Fi(z) telles que

Fla) =0 |
F,(am)'—'o '} (n=1, 2,3, )
...... I
Fay=0 |

En appliquant convenablement le principe des réduites, nous
montrerons, dans ce Chapitre, que le méme résultat peut &tre
obtenu dans le cas général, les quantités données ¢® ayant des
valeurs quelconques.

Ce beau résultat mettra bien en évidence, peut-étre d’une
facon plus frappante que le font les Chapitres précédents, le role

\
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important que joue le principe des réduites dans la théorie des
systémes d’équations linéaires 4 une infinité d’inconnues.

62. Nous allons résoudre d’abord les systémes du type VII
sous I'hypothése particuliére suivante, relative a la suite des a.,:

f o<l |<Jasl<<...<Jau|<<...,
(53) I

an | — OO our n — Q.
P

Comme nous le verrons, cette hypothése restrictive facilitera
considérablement notre tiche de construction des solutions des
systemes du type VII, en permettant d’y appliquer une méthode
particulierement simple. Ensuite, nous en dégagerons aisément
Vidée essentielle d’'une méthode analogue, s’appliquant aux syste-
mes du type VII, ainsi qu’a ceux du type VIII sous '’hypothése
suivante plus générale :

(lal<lgl<lal<...<lal<..

(54)
l |@n] — 00 pour n — co.

Ajoutons que ces méthodes ont toutes les deux pour base

commune le principe des réduites, n’étant, au fond, que des modes

d’application distincts du méme principe.

En modifiant convenablement la premiére d’elles, on en
déduira aisément l'autre.

Au lieu de traiter séparément les systémes du type VII et
ceux du type VIII, sous I'hypothése (54), nous nous bornerons,
pour éviter des répétitions, a ne résoudre que les systéemes du
type VIII, qui embrassent d’ailleurs aussi tous les systémes du
type VII, puisque chacun de ceux-ci peut &tre considéré évidem-
ment comme un systéme du type VIII dont tous les p, sont nuls:

Pn=20 (’n=1,2,3,...).

63. Remarquons enfin que chaque systéme du type
VIII qui admet une solution, en admettra méme
une infinité,.

En effet, soit

F(@) = Co4 Ciz+ Co® 4 ... Coz” 4.
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D’autre part, d’aprés Weierstrass, il y a une infinité de
fonctions entiéres &(z) admettant d'une fagon générale a, pour
zéro d'ordre p,+1 (n=1,2,8,...) et, par suite, telles que

$(a,) =0 ]

®'(a,) =0

. (a) . i (n=1,2,3, )’
di(p")(a ) =0 ]

il en résulte évidemment que la somme

Fz)+ 0(2)

représente, elle-aussi, une fonction entiére Fy(z) telle que

F(as) =¢/¥
F/ (@) = c®
........ {
P (@) = ¢ |

”

(n=123...).

Donc, & une infinité de fonctions @(z) correspondra une
infinité des fonctions Fi(z) = F(z)-} P(z) dont les coefficients
constituent une infinité de solutions du systéme correspondant
du type VIIL

Il Sur la résolution du probléme spécial de l'interpolation dans
. un cas particulier.

64. Proposons-nous, sous I’hypothése restrictive (53), de
résoudre le probleme spécial de l'interpolation (n° 61), ou, en
d’autres termes, de construire une solution du systéme (51).
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Remarquons tout d’abord qu'étant donné un systéme quel-
conque tel que (51), on peut le présenter toujours sous la forme

35)  b=dia+da 4. F A4 ) (=1,23,..),
ol a;,F0, |as] — oo pour n — oo, '
fo | <ol <<lagl<<...<Jau]<<...,

la suite indéfinie
b, bg by ... by ..

contenant au moins un élément différent de zéro et les incon-
nues y étant désignées par A, Ay, 4 ... 4. ...
En effet, il y a deux cas & distinguer:

1° g, 30 et 20 g, =0.
Dans le premier cas on choisira C,=c¢ de sorte qu’en désignant
,—e=b, (i=1,2,3,..)),
tous les b, ne soient pas nuls; alors, en posant
de=0C, (m=12,8,...)et ¢,=0a, (=128,...),

on obtiendra évidemment un systéme tel que (55).

Dans l'autre cas, ou a, =0, on aura C,=¢,; alors, s’il y a
entre les différences ¢,—¢, (¢=1,2,8,...) an moins une qui
différe de zéro, on n’aura qu’a poser

b=¢—0e, o;=a,, (¢=1,2,3,...)

+
et

A4 =0 (n=1,23,...).
Dans le cas contraire, étant ‘
¢,;—¢ =0 pour :=1,2,8...,
on peut présenter le systéme donné (51) sous la forme suivante:

—C=Cua+-Cya ...+ Cai ...} ((=23,4,..)

d’ou l'on déduit immédiatement qu’en choisissant C, de sorte
que soit — ¢, = ¢, = 0, et en posant

a,=a,, b=c, pouri=1,2,8,... et 4 _,=C,

i1
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pour n =2, 3, 4...., on obtiendra encore un systéme tel
que (55). : :

Drapres cela, il est clair que, sans restreindre la généralité,
on peut se borner a n’étudier des lors que les systemes (51)
ou a;3F0, C,=0 et la suite indéfinie

C].’ 02, 03, « .. CyL’ .« e

contient au moins un élément ¢; 3= 0, tous les autres cas se ra-
menant aisément & celui-ci, comme nous venons de le voir tout
a I'heure.

Donc, pour résoudre le probléme spécial de
l’interpolation, sous I’"hypothése (53), on n’aura
qu’d montrer qu’on peut toujours construire une
solution d’un systéme quelconque du type VII

e}
(56) L =200 (=123,
n=1
tel que
[ 10 “1#207
| 20 | @ | —> co pour n — oo,
67 ) |
l 3% ay | <<|ao|<|as|<<...<|Jan|<..., et
| 4 ¢=Fo,

j étant d’ailleurs un nombre entier positif quel-
conque.

65. Nous verrons que chaque systéme (56) satisfaisant aux
conditions (57) peut étre résolu & laide des systémes réduits
généralisés dont le k*me s’écrira sous la forme suivante:

. wo
(58) V= E ;':l_lqu (7/ =1,2,3,.. )

h=1
ot y,=0 pour iz 4, la suite indéfinie

Ay Aoy Agy v o Ay ..
étant telle que

(27)

Ay
s >p=4 (n=1,2,3,...)
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Il résulte évidemment de (27) que

| 2n] — 00 pour n — oo,
et
A

; 2 pn——m. pour » >m,

quels que soient les nombres entiers positifs » et m (n° 35).
Quant aux systéemes tels que (58) dont les 4,
satisfont &4 la condition (27), nous allons montrer
que chacun d’eux peut &tre résolu par la méthode
de Fourier.
En effet, étant donné un systéme (58), désignons par

y(lfn), y.(zn), .. y(hn)’ . ygln)

les valeurs des inconnues du systéme réduit correspondant, ne
contenant que » équations et autant d’inconnues (n=*%); cela
étant, on aura évidemment

)
() (_1)h+k 4¥jh
yh - ?k A(m
ou
| e
A(“) _— 1 )vg PR ;v::l_l
R K
et
- ~h—2 ah n—1
1 /vl “ v /vl /vl LY 111
h—2 h -—1
A'”) 1 Aoy oo At At o o. Ara
kb = Py -} R —1
1 lk+1 . A}é.*.l lk.}.l e 1]14_1
R U (S S

En comparant cette solution-ci avec celle du systéme réduit
fini correspondant au systéme (22) (n° 30), on s’aper¢oit aisé-
ment. de ce que celle-ci s’obtient de ceile-la en y remplacant

k par h—1, h par &k et ¢, par y,.
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Done, d’apres (23) (n° 30),
(n—1)

(__‘_.1)"+k Ve * Y
- Ag... 2
Y = (e 1) s '

h - -
NV SERE B\, )
(z;“"l)(zg"'l) (iiil 1) (1""1k+1)(1 zk4¢) (1 zn)

h=1,2,8,...n),

1
(n'—‘) 1

= Doty .t
(Ags A1)

étant la fonction symétrique, entiére et homogéne d’'ordre A—1
des n—1 quantités:
11 1 1

1
oL oL b L eao.
A’l /vz Ak /Vk+1 ;vn ( )

En tenant compte de la condition (27), ainsi que des con-
sidérations des numéros 33 et 37, on pourra en conclure que

les limites

— i n)
y, = lim Y,
n—>00

existent, étant finies, bien déterminées et, pour y, 4= 0, différentes
de zéro:

2 v
Ashg ... A
Ay, A 2/¥8 h
Y= (_1)h+kyk (bc (hey 1)

N Y ==

(h=1,2,3,...).

(59)

Les valeurs des y,, qui viennent d’étre obte-
nues, constituent une solution du systéme (58)
en rendant absolument convergentes toutes ses
séries. )

En effet, prenons, pour fixer les idées, la série ¢i*me 5 étant
un nombre entier positif fixe choisi d’ailleurs arbitrairement, et
désignons par

g
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h—1 ~h
uh —_— }Vz yh et uh—f—l = A'i yh+1
ses deux termes successifs; alors, d’aprés (59), on aura

| > 1

Pl :
(},k, )'1) 1213 “ e ;vh
et, par suite, d’aprés les inégalités (29) ou (28) (n°35),

Ai
7vh+1

Upyq
u

<15

]

h

donc,

Up iy
Uy

—0 pour k2 — co

et il en résulte immédiatement que la série 4®me converge abso-

lument.
Les parties droites des équations du systéme (58) s’obtien-

nent de la série

o0
Xy,

h=—1
en y faisant parcourir a z les éléments de la suite indéfinie

Aiy Aoy Agy oAy,
Or, remarquons que, si l'on entend, dans cette série, par y, re-
spectivement les valeurs bien déterminées des inconnues du
systéme (58) fournies par les formules (59), cette série représentera
une fonction entiere (z).

En effet, comme nous venons de le voir, elle converge
absolument pour z=24, ¢ étant un nombre entier positif quel-
conque; par suite, elle le fera évidemment aussi dans toute

I'étendue du plan de z, puisque

| 4] — o0 pour ¢-— co.
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Nous en concluons donc que chaque systéme (58)
ou la suite des i, satisfait a la condition (27)
nous fournira une fonction entiére

o
P(z) = P ¥, &N
h=1

66. L’'idée essentielle de la méthode par laquelle
nous allons résoudre le probléme spécial de linterpolation,
énoncé ci-dessus (n° 64), consiste en ce que nous allons former,
d’aprés une certaine regle, une suite indéfinie de systémes réduits
généralisés

S, %), ... ) ...

analogues a (58); a laide de ceux-ci nous construirons respec-
tivement une suite indéfinie de fonctions

Vi@, vae), .. (), ..,
en choisissant les systémes (S) de sorte que les fonctions cor-
respondantes v, (2) satisfassent aux conditions suivantes:

(1) que w,(2) soit une fonction entiére, représentée
par une série entiere de z convergente dans toute 1'étendue
du plan de z;

(II) que la série
o
29,0
n=1

soit uniformément convergente dans le méme
domaine;
et que l'on ait:
dI) vy, (a)=0 pour i=1,2,8,...n—1,
4V) (@) =c,—v(a) — v a)—... —yYua(a,
(n=1,2,8,...). )

. Supposons, pour le moment, tout cela fait; alors, d’apres (I)
et (II), la série

o0
2 y,(2)

n=1
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représenterait. évidemment une fonction F(z) holomorphe dans
toute I’étendue du plan de 2, c’est-a-dire F(z) serait une fonction
entiere; de plus, en tenant compte de (III) et (IV), on aurait

F(a”) = wl(a”) _|_ w2(a’n) + te + wn(an) = cm
(n:1;2;3, .. );

done, la fonction F(z) serait bien une fonction entiére exigée
prenant,
pOUI‘ Z‘=al, a2, ag, « o« . am, « o oy

respectivement les valeurs prescrites
Ciy Co Cgy + o « Cmy « o &

67. Quant & la régle d’aprés laquelle on formera les syste-
mes réduits généralisés (S,), nous nous permettrons de faire a
ce sujet quelques remarques générales, avant qu’'elle soit fixée
définitivement.

Remarquons tous d’abord que les parties droites des équations
du systéme donné (56) s’obtiennent de la série entitre

o0
2 Cpa™

m=1

en y faisant parcourir & z les éléments de la suite donnée
(A.)=a1, Ay, gy « o o Ay -

D'une fagon tout analogue, nous formerors les parties droites
des équations du systeme ni*we (S,), quel que soit %, en prenant
une sévie partielle déduite d’une certaine fagon de la série

oo
2 Cnm
m=1
et en y faisant parcourir &4 z les éléments d’'une suite partielle
(A,) déduite d’une certaine facon de la suite donnée (4).
Les rangs des termes de la série

(ee]
3 Cnem

m=1
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constituent la suite naturelle des nombres
(B)=1,2,8,4,...m, ...;

or, d’aprés le n° 15, celle-ci peut é&tre decomposee en une infinité
de suites partielles bien déterminées

(B) = (E1)+(E2)+ A B+
(E.) étant

() = 1271, 3.2m—1 5om=1 _ (2h—1)2"1, ..

quel que soit le nombre entier positif m.

Cela étant, convenons de former toujours la
série partielle v (¢) de sorte qu’elle ne contienne
que les termes de la série

(e o]
P Cp 2™

m=1

dont les rangs constituent la suite partielle
(En) = 12" 8.2™7' L (@h—1).2"™7" .,

m, étant un nombre entier positif que nous dé-
terminerons ultérieurement.
On aura donc

17,1 m,,—1

+ O 24 L+

YD) = O m1 1

12

"y —1

(2h—1)2
+ O(zh#nam”_l z

et il est aisé de voir que, quant a la forme de 1w, (2), celle-ci est
complétement caractérisée par m.; en tenant compte de cela,
désignons dés lors cette série par .z, m.).

Supposons, pour Je moment, quon ait choisi d’une fagon
quelconque m,, ainsi que

(An) = i, Quzy v v Guny Cugutn)y « - -
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(4.) étant une suite partielle de (4); alors, quel que soit le
nombre entier positif 4, nous exigerons que la partie
droite de 1’équation %= du systéme (S,) soit

Y, (am') m‘ﬂ)

Quant aux parties gauches des équations de ce
systéme (8., égalons-les toutes a4 zéro, sauf celle
de I’équation =n'®° que nous désignons par d, en
nous réservant de la déterminer ultérieurement.

D’apres cela, il est clair que chaque systéme (S,) sera com-
pletement donné des que l'on a fixé d'une fagon quelconque ses
trois éléments caractéristiques: ma, (4s) et d,; il en
résulte donc que le procédé de construction des sy-
stemes réduits généralisés (S,) consiste, au fond,
en ce que l'on fait, d’une certaine facon, choix
de leurs éléments caractéristiques.

68. Comme nous venons de le constater tout & 'heure, les
éléments caractéristiques m,, (4.) et d, déterminent un systeme
(S,) de la forme suivante:

0; = Y (Cni, M) (t=1,2,8,...)
ou, par définition, d;= 0 pour ¢ = n; explicitement celui-ci s’écrit

1.217‘"— 3.21”,”——-1

1
6" = C1,2m"v1 @ + 03_2'”""‘1 & i + ttt +

1

) m,,—.
(2h—1)2 " ;o P
-+ 0(271—1)2"'” 0 —+ . r=12,...)

v, _onan’

ou, en tenant compte de ce que
(2h'——1)2mn_1 = (h —1) QM + 2”%"'1’

0; gmn \!
Tyl = 01.2'”"’1 + 03.2"'“—1 s - - S +
Ay

oMn

+ 0(2}1--1)2”'“—1 (a"i ) 7'1+ CEEA } r=1,2,..J;
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enfin, en désignant

\&)

[y= mrl
' i (1=1,2,8, ...,
60
(60) ]l,_am
l

yh my, —1 (h - 1) 2: 3’ . '))

(2h 1)2
notre systéme se présentera sous la méme forme que le sy-
steme (58):

o
h-—1 .
Y= thﬂ,i (t=1,2,3,..))
h=1

ou y;=0 pour i=kn, car, par définition, d;=0 pour i n.

Done, quel que soit le nombre entier positif », chaque
systéme réduit généralisé (S.) formé a 1’aide de
ses ¢éléments caractéristiques m, (d4.) et 0. (n° 67)
peut, en effet, 8tre mis sous la forme d’un sy -
steme tel que (58).

Il ne reste, par suite, qu'a déterminer les éléments caracté-
ristiques, de sorte que les systémes (S,) puissent étre résolus
par la méthode de Fourier, et quils nous fournissent une suite
indéfinie de fonctions

wl(z, ml), 'QPQ(Z,M’L‘_)), .« e wﬂ(z, mn)y .
satisfaisant aux conditions (I), (II), (II) et IVy (n° 66), étant

(o]

m,, —1
wn(% mn)= 2 my—1 Z(Qh-—l)‘z "

st (21 —1)2

ol l'on entend par C
(2h—1)2

nues du systeme (S,) obtenues en résolvant ce systeme par la
méthode de Fourier.

m,—1 les valeurs respectives des incon-.

69. Examinons maintenant de prés les conditions auxquelles
il suffit d’assujettir les éléments caractéristiques m., (d,) et dy,
pour que les fonctions correspondantes .z, m,) satisfassent, en
effet, & toutes les condilions énoncées au n° 66.
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Comme nous venons de le voir, au n° 68, chaque sy-
steme (S,) s’écrit sous la forme d’un systéme tel que (58), en y
introduisant 7y, 4, y, & l'aide des formules (60).

D’autre part, d’aprés le n° 65, chaque systéme (58) dont la
suite correspondante des 4, satisfait & la condition (27) déter-
mine une fonction entiere de z.

Nous en tirons donc immédiatement la conclusion suivante:
pour qu’'un systéme (S,) nous fournisse une fonc-
tion entiére a.(z,m,), c’est-d-dire pour que la condition (I)
(n° 66) soit remplie, il suffit de choisir m, et (4.)
de sorte que l'on ait :
nity | 2"

anm

(61)

v
v

p>4 (m=1,2,8...).

De méme, pour satisfaire & la condition (III) (n° 66):
Wu(ai, my) =0 pour z=1,2,38,...n—1,

il suffit évidemment de choisir (4, en tenant
compte non seulement de (61), mais en imposant
encore cette autre condition:

(62) . =a; pour ¢=1,2,3,... n—1.
En effet, étant d;=0 pour ¢+ = (n° 67), il en résulte que
P, (Gniy ma) = 0 pour ¢ n;
par suite, lorsque a,;=a; pour ¢=1,2,8,... n—1, on aurait bien
Y, (@, mn) = 0

pour les mémes valeurs de <.
Ensuite, pour satisfaire & la condition (IV) (n° 66):

1P1 (am ml) + W2 (am m2) + L + ww(am m") == Cn,

il suffit de prendre, comme on s’en assurera
aisément, :

Cpn = Ay et

@ |
Ou = Cn—P1 (b, my) — P (@n, M) — . . . — Yus(an, m"—l)f
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en supposant qﬁe les fonctions entiéres
Py (2 my), Pale, Moy o YPu1(2, Ma)
soient déja déterminées par les n—1 premiers systémes:
(8, (89, -- (Sua).

Cela étant, o0, aurait évidemment une valeur finie et bien
déterminée.

Enfin, pour que la condition (II) (n° 66) soit
remplie, elle-aussi, il suffit, comme nous le montrerons
ultérieurement, d’imposer & m, encore la condition
suivante:

0y
(64) [7] = [-——| <1  pour n>r

2 My —1

n

r étant un nombre .entier positif quelconque
choisi de sorte que l’on ait '

" lan|>1 pour m>r.

Dong, il s’agit dés lors:

1° de montrer que I'on peut, en effet, satisfaire aux con-
ditions simultanées (61), (62), (63) et (64) que nous venons
d’imposer aux éléments caractéristiques m., (4.) et d,;

20 de fixer définitivement ces éléments au moyen de
régles précises, permettant de les choisir en tenant compte de
toutes les conditions mentionnées ci-dessus, et

8° de démontrer la convergence uniforme de la série

oG
2 w'n (Zi m")

n=1

dans toute I'étendue du plan de la variable z, les fonctions
entieres y, (z,m,) étant construites & l'aide des systémes (S,)
déterminés par leurs éléments caractéristiques.

70. Occupons-nous d’abord de la premiére de ces trois
questions.
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Supposons que l'on ait déja construit les n—1 premiéres
fonctions entiéres:

QPI(Z: 'ml)7 ‘Pz(% me): AR '!pn_l(z,mn_l)

a Paide des systémes (5,), (S), . . . (5, ;. alors, d’aprés (63),
0, sera une quantité finie est bien déterminée.
Cela étant, il est aisé de voir que l'on peut toujours

supposer que soit
6“

72%“ R
An

[7ul= <1

pour m=r, » étant un nombre entier positif quelconque choisi
de sorte que |am|>1 pour m=r.

En effet, étant n=r et, par suite, |a.|>>1, il en résulte
immédiatement que pour chaque valeur finie de 4, on aura
|7.]<<1, pourvu que m, soit respectivement un nombre

positif assez grand.

En particulier, lorsque |a.|>>1, et d, a une valeur bien
déterminée, il y a évidlemment un nombre entier positif
le plus petit =,=1 satisfaisant & l'inégalité

On

Xn
a’n

<1,

c’est-a-dire tel que
log | d.
% > gl, _|;
* log|au]
%, une fois calculé, on peut dire que |y, |<1 pour chaque

valeur entiére et positive de m, satisfaisant ala
condition

m,,—1
2 ==

== Ml

Reste enfin 4 examiner de pres (61):

2‘"1”
Cnpmt1)

anm

v

p=4 (m=1,2,8,...),

a.m y désignant mi*me élément de la suite partielle (4,) dont les
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n premiers éléments doivent étre les mémes que ceux de la
suite donnée (4):

O =a; (1=1,2,8,...n).

7. A cet effet démontrons tout d’abord la proposition
suivante :
Etant donnée une suite indéfinie

(A)——_a/l, ag, a3, . am, « . .
“telle que

fag | <Jae|<<...<<]am|<<..., ]@m]|—co pour m— oo,

on peut toujours‘ déterminer un nombre entier
positifle plus petit u,>>1, de sorte que pour wu,>u,
on ait

ai+

74
p >p=4 (:=1,2,38,...n),
i

n étant un nombre entier positif quelconque, et
p>4 un nombre positif fixe.
En effet, par hypothése,

dit1

> 1 ((=1,2,8,...).

Or, désignons par ¢ celui des » nombres positifs:

]
5]

On
Ap—1

Onta
ay

Qo
ay

H b ?

qui sera le plus petit, ou, au moins, pas plus grand que chacun
des autres; d’aprés cela, ¢ >>1 et, par suite, étant donné p> 4, .
on peut faire correspondre a ces deux nombres fixes: ¢ et p un
nombre entier positif u de sorte que soit

Pour fixer les idées, entendons par w, le nombre entier positif
le plus petit pour lequel est remplie la derniére condition.
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Cela. étant, on aura évidemment & fortiori

ot >p  (u > )

donc, en particulier,

pour chaque valeur entiére et positive de m, satisfaisant & la
condition

m,

2”

(Y

'un'

En tenant compte enfin de ce que nous entendons par g,
il est aisé de voir que w , qui vient d’étre déterminé tout a
I'’heure, est bien le plus petit nombre entier positif pour lequel
on aura

My

@it .
s Zp>4 t=1,%238,...n).

i

72. Montrons maintenant qu’il est bien possible de déduire
de la suite donnée (4) une suite partielle

(An) = Cut, G2y « oo Cumy Cugnd1)y - o os
et de choisir un nombre entier positif m, de la fagcon que 'on ait:
1° Owi =@ pour 1=1,2,8,...n,

2"n

a 1
T >p>4 (m=1,2,3,...).

20

anm

En effet, en posant
a=a; pour ¢=1,2,3,...n

et en calculant, d’apres le numéro précédent, u,, on aura

Ay m4-1)

Cnm

P
>p>4 pour m=1,2,38,... n—1.
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Quant a tous les autres éléments de la suite (4.)
Onmtl)y Oumg2)s » o+ Cnmy o+ oy

nous les choisirons de sorte que l'on ait

Gnont1)

anm

“y
Zp>4,

m étant un nombre entier positif quelconque. A cet effet on
n’'aura qu'a procéder de la maniére suivante. Ktant donné un
élément quelconque .. (m>n) de la suite (4,), prenons pour
ety UN élément quelconque de la suite (4), soit a,, tel que soit

Uy

/2
=2p> 4

anm

Or, cette derniére condition n’exigeant que ce que |a,| soit
assez grand:

1> 2 awn] ™,

| &
elle peut étre satisfaite évidemment d’une infinité de manieres,
puisque |am|— oo pour m — oo et, par suite, & partir d'un certain
indice N assez grand tous les éléments de la suite (4) sont
tels que chacun d’eux pourra &tre pris pour duumtu.

Donec, en imaginant notre procédé continué indéfiniment,
on obtiendra une suite indéfinie

(An)=an1, Gn2, « o« Onmy Opmt1)y, o + o
satisfaisant aux conditions suivantes:

ani=a; pour t=1,2,8,...n
et

tn

Cn
L) >p>4 (m=1,2,8,...),

anm

cette suite admettant d’ailleurs, comme il est aisé de le voir,
une infinité de déterminations.
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Cela étant, il est clair que

m,

oy
>p>4 (m=1,2,8,..))

Gnimt1)

a‘rl m

pour chaque valeur entiere et positivé de m, telle que
2™ > (e T,

c’est-a-dire a partir d’'une valeur assez grande de m,.
Remarquons enfin que dans le cas ol

n>r (n° 70)
on aura de plus
| 7. |<1

pour chaque valeur entiere et positive de m, satisfaisant aux
conditions simultanées et bien compatibles suivantes:

b (n° 70).
et 2 > %,

Nous en tirons donc la conclusion que, siles éléments
caractéristiques des systémes

(Sl) (82)7 v (Sn——i)

satisfont aux conditions (61), (62), (63) et (64) (n°69),
ceux du systéme (S,) peuvent étre choisis tou-
jours de sorte qu’ils satisfassent, eux-aussi, aux
mémes conditions, (4, et m, admettant méme
une infinité de déterminations.

73. Pour fixer les idées, convenons de choisir (4,) et m,
d’aprés certaines regles simples n’admettant -pour eux qu'une
seule détermination, quel que soit le nombre entier positif n.

A cet effet prenons pour (4,) la suite indéfinie

(A) = ay, o, Gig, <+« Cimy - 2.,
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en déterminant ses éléments de la maniére suivante : soit a¢,; = a,
et, d’'une facon générale, étant fixé un élément quelconque

Cim (m Z 1), SOit al(m+1) = Qs

ou 'on entend par a, celui des éléments de la suite donnée (4)
qui satisfera & la condition

(s

=p=4
Q1m =r=

et oc'cupem le rang le plus petit possible.
Cela étant, prenons pour (A,) la suite indéfinie

(An) = On1y, Oy2, - .. Oun, an(’n-{—l), .
dont les éléments soient:
1° au=ua; pour:i=12,3,...n et
20 @y =ay; pour z=n+t1, n}2, ...

Draprés cela, chaque suite (4,) sera donc complétement déter-
minée, quel que soit le nombre entier positif »; en particulier,
si les éléments de la suite donnée (4) sont tels que

At

| ZP=4 (m==1,2,8,...),

chaque suite (4.) construite d’aprées la régle précédente deviendra
évidemment identique & la suite (A). '
Comme il est aisé de s’en assurer, les éléments de la suite
(4.), que nous venons de construire tout 4 I’heure, satisfont bien
a la condition
Gnini | 2

anm

>p>4  (m=123,...)

pour 2™ > u,, quel que soit n; u, désigne ici, comme auparavant
(n° 71), le nombre entier positif le plus petit pour lequel on a

it | .
s "sp>4 (t=1,2,8,... n)

ai
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Quant & m,, déterminons-le de la fagon suivante:
19 soit m, =1,
2° pour =» > 2 soit m, le plus petit nombre entier positit
satisfaisant aux conditions simultanées suivances:

m,
(I
2 = Mny

Mo, > Mi—-1,
i,

—1
2" > s

la derniére d’elles n’étant d’ailleurs imposée que lorsque = >7;
on y entend par » un nombre entier p0s1t1f quelconque choisi
- de sorte que l'on ait

r>1 et |an|>1 pour m>r;

%, est, d’apres le n° 70, le plus petit nombre entier positif' pour
lequel on a

étant n>r et
6" =C—Y (“m ml) — Yy (am m2) —e.— Y, (am mnfl)-

74. D’aprés les régles que nous venons de fixer au
numéro précédent, il est aisé de déterminer successivement les
éléments caractéristiques des systémes réduits généralisés

(Sl)’ (SQ): (Ss) LI (Sn) PN

d’aprés l'ordre de grandeur de leurs indices (»); ce procédé nous
fournira les éléments caractéristiques satisfaisant a toutes les
conditions énoncées au n° 69.
Tout d’abord on fixera p et r de sorte que I'on ait
p>4, r>1 et |an[>1 pour m=>r;

ensuite on formera, d’aprés le numéro précédent, les suites

partielles
(Al)’ (A2)s ¢ . (An), .« e

Le systeme (S;) aura pour éléments caracléristiques

61 - cl, (Al) et ml = 1.
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Les éléments de la suite (4,) satisfaisant & la condition

Gapmt1)

Cam >pz4’

le systeme (S;) nous fournira, d’aprés les numéros 69 et 65, une
fonction entiere bien déterminée v,(z,m,) prenant pour z=aq la
valeur d, =¢,,
Cela étant, le systeme (8;) aura pour éléments caracté-
ristiques .
0y = ¢y —Y1(ag, m,), (4p) et my,

my étant le plus petit nombre entier positif satisfaisant aux con-
ditions
2"’"2 = Ha,

mg > my =1

lorsque 2<Cr, ou bien aux conditions
2" 24"‘2’

m‘2>m1=1,
Mg —1
278 > o

lorsque 2=r (n°73).

Les éléments caractéristiques du systeme (S,) une fois dé-
terminés, ce systéme nous fournira une fonction entidre cor-
respondante 4,(2,my) prenant pour z=a,, a, respectivement les
valeurs 0 et d,.

D’une fagon générale, aprés avoir déterminé les éléments
caractéristiques des n — 1 premiers systémes:

(Sl)’ (SA), . v . (Sﬂ—l)

et aprés avoir construit a laide de ces systémes les fonctions
entiéres correspondantes

P (e,m), Yle,my), . . .y, (g,m, ),
on calculera

é" =Cn— Yy (am ml) Yy (an, m2) e Yu (an"mu—l)-
g%



132 HERMANN JAAKSON AVIIL1

D’autre part, d’aprés le n° 71, on calculera u,; alors, si n<lr,
on n’aura qu'a tenir compte de u. et m,_, pour déterminer m.,
tandis que dans le cas contraire ot »>r il faut encore calculer
préalablement x, (n°73).

Les éléments caractéristiques 4., (4.) et m. une fois obte-
nus, le systéme (S,) nous fournira une fonction entiere bien
déterminée wy.(z,m,) prenant pour

Zzal, a2 . v e an_.l, (179

respectivement les valeurs
0, 0, ... 0, 0y;

on s’en assurera aisément, car les conditions (61), (62), (63) et
(64) sont, d’apres le n°73, bien remplies.
La fonction .(z,m,) s’écrit (n°68)

o _
(1) ™1

(65) wyt(z: mn)-: anh z 5
h=—1

z.s y désignant la valeur de l'inconnue

C my, —1

(2h—1)2

obtenue en résolvant le systeme (S,) par la méthode de Fourier,
c’est-a-dire:

y b
0 7 )/,ngm.g...lnh
(86) dm = (1), - oy s ™ 4
Aﬁfn —1 —ﬂ—-—l . o nn
(lnl ) (;vnz ) ( nm 1) 1)_'[1( /mm)
ol
dn O
= 1 T g
G an
et
=02 (i=1,2,8,..) (n° 65 et 68).
Etant
ﬂln
Fntit1) Onit) I* >p>4  ((=1,2,8,...),
A«m Oni T ’
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il en résulte, d’aprés le n°65, que z.. aura, en tout cas, une -
" valeur finie et bien déterminée; celle-ci sera différente de zéro
pour 7,40, mais nulle pour y,=0, quel que soit le nombre
entier positif A.

Nous en concluons donc que la fonction entiére
Yalz,m,) ne s’annule identiquement que si y,=0,
c’est-a-dire si :

611 =Cn— Y (am ml) — Y (an; m2) e Py (a"’ m”—l) = 0.

75. En imaginant le procédé de formation des fonctions
entiéres, que nous venons de décrire, continué indéfiniment, on
obtiendra ainsi une suite indéfinie

"P1 (Z, ml)’ "Pz (27 m2)7 ¢ w”(za m”)’ s

Bien que quelques-unes de ces fonctions puissent s'annuler
identiquement, il est aisé de voir qu'elles ne le font pas toutes.

En effet, sans restreindre la généralité, on peut supposer,
d’apres le n° 64, que ¢; =0, j étant un certain entier positif.

Pour fixer les idées, supposons que ¢; soit le premier élé-
ment de la suite indéfinie donnée

Ciy €oy vvn Gy Cpownv Gy
qui différe de zéro:
G =0C=...=¢ ,=0; ¢F0;

alors les j—1 premiéres fonctions:
QPI(ZS ml)y ‘Pz(% ""2)’ M wj'_l(Z' mj_l) .
s'annulent identiquement, étant
0y =0 =...=:0,, =0,
mais (2, m) ne le fait pas, puisque 6, =¢; 3 0:
Wi(aj, mj) = 0j = ¢; & 0.

Donc, en formant avec les éléments de la suite indéfinie

. WI(Z’ ml)’ %(Z, m2)7 e "I’n(Z, m")’
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la série

(e o]
2wz, my),

n—t
il est clair que tous ses termes ne s’annulent pas identiquement.

76. Reste enfin & démontrer la convergence uniforme de
la série

2 Walz, ma)

n=1

dans toute I'étendue du plan de la variable 2.
En tenant compte de (65) et en désignant

@D g"n1

(67) Vnh (2) = Zun

b

on peut présenter la série

o
(68) .): W (2, My)

n=—1

sous la fbrme de la série double

(69) 21 E'Unh (2)

n—1 h=1

pour toutes les valeurs de la variable z qui rendent absolument
convergente cette série double (69).

En effet, les séries (68) et (69) contiennent toutes les deux
les mémes termes v.(2); d’autre part, la somme bien déterminée
d’'une série double absolument convergente ne dépend ni de
l'ordre ni des différents modes de groupement de ses termes.
Nous en tirons donc la conclusion suivante:

La série (68) peut étre considérée comme déduite de (69)
en y groupant, d’'une certaine fagon, ses termes v.u(z); elle sera,
par suite, absolument convergente pour chaque valeur de la
variable z = ¢, pour laquelle le sera la série double (89), toutes
les deux ayant la méme somme (o):

o oo oo
2 2 vlag) = 0= 2 pu(z, mn).

n=1 h=1 n=1
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77. Démontrons d’abord que la série double (69) converge
absolument pour z=a; a; étant un élément quelconqre de la
sunite donnée '

(4) =a,, as, as, ..., Gm, - - .

. Pour cela il suffit de démontrer que 'on peut trouver deux
nombres entiers positifs:- H et N tels que soit :

l]nh< 1

pour h> H, indépendamment de =, ainsi que
pour n> N, indépendamment de &,

étant
U= | valai) | (2nh)® ou, d’aprés (66) et (87),
T My, -1 1
N LI S
( ) t '}’” 2 Jat) /mz lna voe s lnh
(70) T]nh [ (Ann, 1] R

HR 1'}’“1 Ann
R
vnl (1P , n{n—1) =1 vnm
En effet, il en résulterait immédiatement que, pour les va-
leurs indiquées de »n et A, on avrait

1
Unn\0; T T o . O<Q _<_ 1 )
I 7( )I<(h+n)2+9 ( = )
donc, d’aprés le critére du numéro 23, la série double (69) serait
bien absolument convergente. '
Cela étant, examinons de prés U
En terant compte de ce que

Iem=1aZ."  (n° 74)

Hm

Pty

/Vﬂ m

!
Fm=1,2,8,..),
et J

amn

Ay 2"
_Q"il_]| Sp>1 (n073)

on a, d’apres le n° 35,
0 2
11 (1_/}@)

m=n-1

1 2
>MHh—)>1— = >2 (=
( = )> a1y (=123

m=1
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d’autre part,
(2h—1)2"™ ! =

par suite, d’apres (70), on peut écrire

(h—1)2™ - 2™

(71) U < Q(n) . P(n,k) ou
7 ' 120y, o™
(72) N Y Y I
lnl ln2 T jvm(n—l)
73 P h hS 2mn h—1 ’ 1
Rl L Ol I e
npy Anl

et

78. Etudlons a leur tour, les expressions Q(n et P(n,h).

Occupons-nous d’abord de la premiére.

Etant
|7,]<<1 pour n>» (n°69) et
ham=al" pour m=1,2,8, .. (s 77 et 73),
on a )
Z‘M‘n A’H?l ;'mz
) Y Rl | —1) >
| (}ml ) (/-112 ) (;m(n—lj ) I -
n . 12 1
o N LAY A YA
Tl G Au—1 ] P Vo
m,
2|an an @ |2
S R
1 2 An—1
~ donc,
-1 |a a any |2
3 PR B S I =
I Q) < 18n%| as] N ‘
(74) .
| a  ay O |? ;.G 0%,
l aﬂ an an a1l a‘)l
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Or, remarquons que

m,,—1

2 >1 (n=1,2,8,...),

m, étant, d’aprés le n°73, un nombre entier positif.
D’autre part, on a évidemment ;

<1 ‘pour Jj=1238,...n—1 (n°64)

et

il en résulte donc que, ¢ étant fixe,

m,,—1
(75) P B S — 0 pour n — oco.
Ay Oy Qn

De méme, il est aisé de voir que

a1
a1 22 Ayp—1

76 18n3 -
( ) On - An an

En effet,

18n32.

1 1 1 1\4 18n°
T T e

— 0 pour n — oo, ¢ar |a,| — oo pour n— oo;

— 0 pour n— oo,

Or, la série 4 termes posit'ifs dont le terme nitme est v, converge

évidemment, puisque

Uepr  (n1)? 127 2;

done, v,—0 pour n— oo etf, par suite, & fortiori

m,—1
G G | On—t — 0 pour n — oo,
an an an

18n% .
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En tenant compte de (74), (75) et (76), il est clair que
77) Q(n) — 0 pour n— oo,

Nous en concluons qu’il est bien possible d’indiquer un
nombre positif @ tel que

Rn)y=@Q pour n=1,2,3,..,,

car, quelle que soit la valeur entiere et positive de n, Q(n) est,
dmpres (72), toujours fini et bien déterminé, et ses valeurs
tendent vers zéro lorsque » tend vers co. Done,

(78) U< Q. P(n,k), quel que soit n.

79. Examinons maintenant P(n,h). Etant

;"H .
MHS p>4 (m=1,2,3,..),

/‘vmn

on peut écrire, d’aprés (28) et (29) (n° 35),

v 1 15 1
d an/.,ig Ak "8 ;-m/‘n,g “.. ;-,;(1._1) ’
(].nn, 3.111)
ainsi que ‘
S U DRt L.
ad ;‘vnz )v1:3 e ;‘vnh 8 /‘Vn,l }mz o ;vn(h—-l) ’

aussi, en tenant compte de ce que

- o™Mn
Lo amn

(m:1a2’3y'--)7
Qum = dm POUT m=1,‘2,3...n, et

| twm|> @ | pour m>n—-1,

a-t-on, d’aprés (78), -

: = 13 My,
(P, )< BN 2"

a; a;

a, Qs Gp—1

quelle que soit la valeur entitre et positive de =n. Or, il est
clair que
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a; o a

— 0 pour h — oo,
al a-z ah_l

puisque

a;

<1 pour j=>i¢-+1, et — 0 pour h — co.

ai
a; Aj—r

Il en résulte donc que I'on peut assigner un nombre entier
positif &, tel que
a; Qi ai
lll a2 ah—]

<1 pour k> hy;

par suite, étant m,>1 (n=1,2,8,...) (M° 73): on a

1847

4 a; |
8

a  as an—_1

P(n,h) <

pour & = hy, quel que soit n.

Cela étant, remarquons que_la série

CD .
2
h=2
dont le terme général est
155 | a: a; a |*
Uy = . — — e e -
8 a4 An—1
converge évidemment, puisque
Uit 1 hAH1\8 | ai |®
i e U Lo R RV R IS
U h an

3
. h) — 1 pour 2 -—co et

— 0 pour h-— co; :

par suite, u, — 0 pour A — oo et, a fortiori,
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(79) P(n,h) — 0 pour h — o9,

quel que soit ». _

Nous en concluons, tout comme dans le cas de Q(n) (n° 78),
que l'on peut trouver un nombre positif P tel que

P(n,h)y= P,

quels que soient n et k. Donc,

(80) Unh < P. Q(n),
quel que soit A.
80. En tenant compte, d’'une part, de (78) et (79) et, d’autre

part, de (77) et (80), il en résulte immédiatement que l'on peut
assigner, en effet, deux nombres entiers positifs: H et N tels que

lfnh < 1
pour x> H, indépendamment de », ainsi que pour »n> N, in-
dépendamment de A.

Donc, d’aprés le n° 77, la série double (69)
[}

oo o0

2 Zval2)

n=1 h=1

est, en effet, absolument convergente pour z==a; a; étant un
élément quelconque de la suite donnée -

(A)=a1’ Ao, A3y « o - Amy « & «
De plus, étant
|van(2) | =] van(a)]  pour |z|=|al,

la série double (69) 'converge‘ absolument et uniformément dans
tout le cercle ayant pour centre l'origine et pour rayon |a:|.
En remarquant enfin que |a;| augmente indéfiniment avec <:

| @;] = o0 pour ¢— oo,

on en conclura donc que notre série double (69) sera
absolument et uniformément convergente dans
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toute 1’étendue du plan de 2z ainsi que le sera,
par conséquent, d’aprés les considérations du n° 76, la
serie (68) ‘

<
2: "l’n(Z ’ m") .

n=1
’

81. Comme nous venons de le voir plus haut, chacun des
termes .(z, m,) de la série (68) est une fonction entiére (n°74);
d’autre part, la série

Zw"(zy mn)

n=1

est uniformément convergente dans toute I’étendue du plan de

la variable z (n°80).
Nous en concluons done, d’aprés Weierstrass, que la

fonction

Fle) = 2 u(z, ma)

n=1

est holomorphe dansle méme domaine, cest-a-
dire que F(2) est une fonction entiére, elle-aussi.
De plus, étant :

. Py My) = 0 ﬁour 1=1,2,8,...n—1,
et
Yty M) = € — Py (@, M1) — Y@, M) — . - . — Yu1(@y M),
quel que soit » (n°74), il en résulte que
o

F(am) B 2‘ "Pn(am; mn) -
h=1

= TPl(am) ml) + WQ(am,mz) + R + wm(am, mm) = Cm,

m étant un nombre entier positif quelcongque.
Done, la fonction F(2), que nous venons de
construire, est une fonction entiere prenant pour

2=a1, a2, ag, « e am, . e
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respectivement les valeurs prescrites
€1y Co €z« « - Cmy

- Aussi, en la présentant sous la forme d’une série entiére

Fo)=0pz+ 02+ Cgz® + ... Cuz™ 4. . .,

les valeurs des coefficients (C..) ainsi obtenues constituent-elles
évidemment une solution du systéme (56) d’équations linéaires a
une infinité d’inconnues (n° 64); par suite, il est clair que le
probléme spécial de I'interpolation, sous I'hypothése restrictive (53),
peut &tre considéré comme résolu, car, d’apres le n° 64, pour le
résoudre, on n’'a qu’a construire une solution du systeme cor-
respondant (56).

82. Quant aux valeurs des coefficients (C;), elles s’obtien-
nent aisément, puisque C.z° n’est évidemment que la somme de
tous les termes des séries entiéres

Q:UI(Z’ ml)y QP2(ZA7”12), c e w7l(zi m"); e

ayant pour facteur z°.

Elles s’obtiennent d’une fagon particuliérement simple lorsque
mi=m; pour ¢=kj, par exemple, lorsque les éléments caracté-
ristiques (m,) sont choisis, comme au n°73, de sorte que

(81) my < mo<mg<_...<m,<_..

En effet, d’apres le n° 68, vy.(z,m.) De contient que les puis-
sances de z dont les exposants sont (2h—1)2™ ' (h=1,2,3,...).
Cela étant, il est aisé de voir que, dans I’hypothése (81), une
puissance quelconque de z, par exemple, 2°, n’est contenue que
dans une seule série .(z, m,) au plus, car s ne peut &tre présenté
sous la forme

s = (2p — 1)291

que d’une seule maniére, p et ¢ étant des nombres entiers positifs.
Aussi, pour que z* soit contenu effectivement dans l'une
de ces séries ym(z, m,), faut-il qu’il y ait dans la suite indéfinie

my, Mg, Mg, . .. My,

un élément m, égal & ¢: m,= ¢; cette condition nécessaire sera
évidemment aussi suffisante lorsque wy.(#z,m,) ne s’annule pas
identiquement, c¢’est-a-dire lorsque 4, 0.
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D’aprés cela, dans I’hypothése (81), on n’aura qu'a présenter
s sous la forme
s=(2p—1)2¢,
et a prendre
Co=12Tnp SI g=my,
tandis que
Co=0 sigFm (m==1,23 ..),

la valeur de x., étant donnée par (66) (n° 74) en y remplagant
h par p; on aura donc

Znp = 0 pour 0,40, mais z, = 0 pour 9, = 0.

83. Nous venons de construire une fonction entiére prenant
pour z=ay, ay, ... @m, ... respectivement les valeurs prescrites
ey €9y « - Cmy .. .; Cest la fonction

=S)
F(z) = 23 pulz,my).

. n=1

Chacun des termes wy.(z,m,) de cette série est fourni par
un systéme réduit généralisé (S.); celui-ci est déterminé par
se$ éléments caractéristiques d,, (4.) et m, qui satisfont, d’une
part, aux conditions générales (61), (62), (63) et (64) (n° 69), et,
d’autre part, aux conditions particuliéres imposées au n° 73.

Comme nous l'avons déja constaté, au n° 72, (4,) et m.
admettent méme une infinité de déterminations, chacune d’elles
satisfaisant aux conditions générales mentionnées tout & I’heure.

Ce n’était que pour fixer les idées que nous avons fait
usage du mode de détermination particulier décrit au n° 73.
Comme celui-ci, tout autre mode de détermination des éléments
caractéristiques (4.) et m, qui satisfait aux conditions générales
(n° 69) nous conduira évidemment au méme résultat: il fournira,
d'une facon tout analogue, des fonctions entiéres telles que
Pu(z,my), et en formant avec elles des séries analogues &

o0
2 Wn(Z: mn)a

n=1

chacune de ces séries sera uniformément convergente, elle-aussi,
dans toute I'étendue du plan de la variable 2.
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On s'en rendra aisément compte, en remarquant que la
démonstration de la convergence uniforme de la série

oo
Zﬁ QPH(Z» M),

n=1

gue nous venons de donner plus haut, n'est fondée que sur
I’hypothése que les conditions générales (n° 69) soient remplies;
gquant aux conventions spéciales faites au n° 73 pour préciser
(4,) et m,, nous n'y en avons tiré aucun parti.

84. Nous allons montrer que lon peut méme construire
une suite indéfinie de fonctions entieres

Fu(2), Fo@), ..., Ful®), ...

chacune d’elles prenant pour z=a,, ay ..., am, ... Tespecti-
vement les mémes valeurs prescrites

o

Ciy Coy o o vy Cmy
En effet, prenons Fy(z) = F(z) ou
(o]
Fz)= X wpa(z,mn) (@ 81);
n=1
alors, par I'intermédiaire des fonctions entitres
’!p‘l(Z, ml)r 'QP2(Z; m2)’ o Qp"(z’ m”)) ceey
a Fy(z) correspondra la suite indéfinie bien déterminée
(M1)=m1, m2, ms, « o . "ln, . e .

Cela étant, construisons Fy(z), Fy(2) ... Fu(2), ... par le

méme procédé que F(z), en choisissant d, et (4.) toujours d’aprés

les régles précédentes (n° 73), mais en remplacant la suite (M)

~ successivement par des suites (M), (M), . . . (Mw), . . . dont
la loi de formation sera fixée ci-dessous.

A cet effet désignons les éléments de la suite (M,) par

Mty Mwz, M3y - -« Blmny o o« - pour m=2,38,4, .. .;
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d’autre part, supposons que ¢; (n°64) soit le premier élément
différent de zéro dans la suite donnée

. C1s Cgy Cgy + = o« Cimy o o oy
c’est-a-dire
Cl=02=..-=0j_1=0, 0,':!:0',

alors, quel que soit le nombre entier ‘positif m > 2, convenons
de prendre
Mmi =m; pour :=1,2,8,...57—1,

My == Mt

- et choisissons tous les autres éléments de la suite (M.), a
partir du (j -} 1)®me, d’aprés la méme régle que ceux de la stite
(M) (n° 73). ‘

Cela posé, il est aisé de voir que chaque suite (M,,) sera
bien déterminée; de méme, lorsque A==m, les suites (M) et
(M.) différeront certainement, %» et m étant d’ailleurs des
nombres entiers positifs quelconques.

En effet, pour fixer les idées, soit 2 < m; alors, d’aprés la
convention faite,

(m pour h=1,
My = l
Mnt; pour k> 2
et . Muyj = mm—H;
or, étant h < m et, d’autre part,

my < mg<mg<l...<Mm.<’... (n°73),
il en résulte que
h g <m-j,
Mt < Mmtj)
et, par suite, Mg < Mmj-

On en déduit aisément, en tenant compte de la loi de for-
mation des suites (M), (M) et (M), que

o Mpg < Myyj < Mmn  pOUr n=>75-41,
ainsi que

Menn == Min < My = Mg pour n==1,2,...j—1.
10
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Donc, d’aprés cela, il est clair que la suite (M) ne contient pas
mpj, qui est I'élément ji*me de la suite (M3).

D’autre part, étant m > 2, convenons de construire Fu(z)
par le méme procédé que F(z).

Désignons les systémes réduits généralisés correspondants par

(Sml), '(Sm2),‘ ¢« . (S”m), e ey
et les éléments caractéristiques de (S..) par
(Amn), 6mn, Momn (’n = 1, 2, 3, .. .).

Choisissons (Am.) et dm. d’aprés les mémes regles que (4.)
et d, (n° 73), tandis que mm. d’aprés celle que nous venons de
fixer tout a ’heure.

Alors, les éléments caractéristiques (Amn), Omn €0 M, satis-
feront bien aux conditions générales (61—64) (n° 69), comme on
s’en assurera aisément; par suite, le systéme (S..) nous fournira
une fonction entiére m.(z,mm,) tout analogue & y,(z,m,). Elle
ne s’annulera identiquement que lorsque 0m, = 0 (n° 74).

D’aprés la remarque faite au n° 83, on peut dire que la série

oo
Z men (Z, mmn)
n=1

convergera uniformément dans toute I'étendue du plan de 2, et
nous fournira ainsi une fonction entiére F.(z) prenant

pOIlI‘ z=a1, a2, a3, e e o Qmy + . .
respectivement les valeurs prescrites ¢, ¢y, ¢g, ... Cm, ..., 6tant
(o]
Fm(Z)z 2 Wmn(z, mmn)-
n=1

Par lintermédiaire des ymu(2, mms), & Fu(z) correspondra la
suite (M,). Etant .

Gp=¢C=...=¢.1=0, ¢F0,
il en résulte que les fonctions

W1 (2, Mm1), W2 (2, Mma), « -« Pmui—1) (2, Momgi—1))



AVIIL1  Sur certains types de systémes d’équations linéaires etc. 147

s'annulent identiquement, tandis que ., (2, ma;) ne le fait pas, car:
Omj =¢;+0 (n°75).

En présentant la fonction entiére F,.(z) sous la forme d’une
série entiére, celle-ci contiendra donc effectivement les puissances
de z dont les exposants sont

Q@h—1)2™ 7 (h=1,2,8,...),
mais elle n'en contiendra aucune qui aurait pour exposant
@p—1)2*"

si ¢ n'est pas un élément de la suite (M.) (n° 82).

Or, comme nous venons de le voir ci-dessus, étant 2 <m,
il n’y a dans la suite (M,) aucun élément égal & my;, c’est-a-dire
au ji*me élément de la suite (M); par suite, en construisant les
fonctions entieres Fu(z) et Fa(2), correspondant respectivement
aux suites (M) et (M), on obtiendra ainsi deux fonctions bien
distinctes, puisque la premiére d’elles Fi(2) se présentera sous la
forme d'une série entiére contenant effectivement les puissances
suivantes de z:

My —1
D2 J h=1,2,8,.. -),

tandis que la série entiére de F,(z) n’en contiendra aucune.
Ce résultat restant valable, quelles que soient les valeurs

entidres et positives de A et m, A <m, on peut en conclure que
la suite indéfinie

Fi(2), Fo2), ... Fn(z), ... Fu(2),

ne contiendra que des fonctions distinctes, chacune d’elles prenant
d’ailleurs

pour g = al, ag, “ e am,

respectivement les mémes valeurs prescrites ¢;, ¢, ... Cm,

Ainsi, nous venons de démontrer directement, sans avoir
tiré aucun parti de la remarque faite au n° 63, que le pro-
bléme spécial de 1’'interpolation’ posé au n° 64
admet une infinité de solutions.

10*
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IlI. Sur la résolution du probléme généralisé de Vinterpolation.

85. Soient données trois suites indéfinies:
1) une suite des (a.) satisfaisant aux conditions suivantes: -

a) &= a; pour ij,
®2) § D lal=lal=...=lu]|=...,
¢) |as] — co pour % — oo,

2) une suite de nombres entiers positifs ou zéros

P1y P2y Pgs oo o Py o0 oy et
8) une suite de quantités quelconques

¢, o), ... P, oD, o), Lo, L, e, M, L. oW, L

n Y L]

cela étant, proposons-nous de construire une fonction entiere F(z)
telle que l'on ait pour z =a,

F(an) = @

’ —_ .1)
F'(an) = ¢ n=1,28,...),

en entendant sous F¥(z) la dérivée d’ordre ii*me de F(z) et sous
FOg) la fonction F(z) elle-méme. \

Remarquons que, sans restreindre la généralité, on peut
toujours supposer qu’il y ait dans la suite donnée
des (c¢”) des éléments différents de zéro.

En effet, lorsque tous ses éléments sont nuls, on n’aura qu’a
remplacer Ja suite donnée par cette autre: .

O=¢c0 =12,38,...); ®=0,¢>1 et n>1,

en y entendant sous ¢ une quantité quelconque, mais différente
de zéro, et a construire une fonction entieére F(2) telle que I'on ait

Fi(an)=c¢
Flla) =0
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En la supposant construite et en prenant
F(Z) = Fl(z)— C,‘

on obtiendra évidemment une fonction entiére exigée F(z), jouis-
sant de toutes les propriétés énoncées ci-dessus.

86. Nous allons résoudre ce probléme d’interpolation géné-
ralisé par une méthode dont 1'idée essentielle est la méme que
celle de la méthode que nous venons d'appliquer dans le cas
précédent, en étudiant le probleme spécial de l'interpolation sous
I'hypothése restrictive (53).

Nous déterminerons la fonction F(z) exigée sous la forme
d’'une série de séries

F(z)= 2 F.(2),

p=1

F,(2) étant un produit de deux facteurs

F(2)=9,(2).¢,(2)

dont le premier ¢,(z) sera, en général, un certain polynéme entier
de 2, tandis que w,(z) sera une série entiere fournie par un
systéme d’équations linéaires & une infinité d’inconnues (sy-
stéme réduit généralisé).

A chacun des éléments de la suite indéfinie des (¢) nous
ferons correspondre une fonction F,(2):

®, e, ce.o €O,
Fl(z)y F?(Z)’ L] Fy(z)y

En numérotant les éléments de cette suite dans l'ordre
indiqué, on obtiendra évidemment pour rang v de ¢

v=(p+D+@+D+...+ {1+ 1)+ E+1)=
=p+m+. v+ ntd

Quant aux fonctions F,(z), nous les construirons successi-
vement d’aprés l'ordre de grandeur de leurs indices, en choi-
sissant les polyndmes 1, (z) et les séries entieres vy, (2) de la
maniére suivante:

|
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(I) que les fonctions F (z) soient holomorphes dans toute
Iétendue du plan de z;
(I) que la série

oC
2 F(2)
p=1
soit uniformément convergente dans le méme domaine;
et que l'on ait:
D) FPan) = — FPlaw) — F(a0) — ... — F (an,
V) Fa)=0 (m=0,1,2,...i—1),

w k=1,2,8,...n—1
(V) Fa)=0 (m=0,1,2,_,_pk

n=1,2,3,.
t=0,1,2,. p
v=pitpt A mabuti)
Comme on s’en assurerait aisément, en supposant les con-
ditions (1) et (II) remplies, la fonction
o0
Fo)= 2 F,(2)
p=1

serait holomorphe dans toute 'étendue du plan de z et I'on aurait

FOG)y = 3 FP(2),

y=1

p étant un entier positif quelconque ; de plus, étant remplies les
conditions (III), (IV) et (V), elles-aussi, on aurait

Fany=FP(a) + Fa) + .. . 4 Fan) = e

n=1,23,.

1==1,2,8,. p,.,

”—P1+P2+ e N X O o

En effet, soit », >, », étant le rang du terme cffl):

VW=n +p2+ "'+pn1—1+n1 +7'1 (7/1 p,.l),



A VL1 Sur certains types de systémes d’équations linéaires'etc. ) 151

alors on aura évidemment :
1) ou bien n, >n et, par suite, n =n,—1,
2) ou bien n, =n, mais ¢ >+¢ et, par suite, i=1¢—1.
Or, étant n =mn;—1, il en résulte que
| Fﬁ?(au) =0 (G=pa),

car, d’aprés la condition (V),

k=12,...n—1
(m) o r = 1 .
£, (@)=0 (m=0,l,2,...pk)

»

De méme, étant n, =mn, 7=7—1, on aura aussi
0] —
F,) (ax) =0,
puisque, d’aprés la condition (IV),

F{a) =0 (m=0,1,2,...4—1).

Nous en concluons donc que

Fl(a)=0  pour »n>»+1,

étant v ‘ .
v=p1+pt ... T oatntd

Enfin, en remarquant que, d’aprés la condition (1),
FO%a,) = ¢ — FP(a,) — FP(an) — ... — F2 , (aw),

on déduirait aisément de ce que nous venons de constater tout

4 I'heure que
F9(a,) = ¢®.

D’aprés cela, il est clair que F(z) serait bien une fonction
entiere telle que nous l'exigeons.

87. Aprés avoir esquissé ainsi la voie A suivre, pour con-
struire la fonction Fi(e), il s’agit des lors de préciser les fonctions
F(2), c'est-a-dire les polyndmes ¢,(z), ainsi que les séries en-
tieres 1, (2).
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Nous allons le faire, en supposant d’abord que q,
soit différent de zéro: a, 0.
Cette hypothése faite, soit

e
: m 1 2 n—1 an
68 g,()=(1 % e

1 aﬁ)ﬁl LG P2+1.” | p, o+l
al a2 an-._l

v=p +pot...+purt+n+i  (0°86)

ou

Comme il est aisé de voir, c'est évidemment un polyndme
de degré (v—1) satisfaisant aux conditions suivantes:

(85) 4 P =1,

(86) M) =0 (m=0,1,2,...i—1) et
k=1,2,8,...n—1

87 ™(q) =0 12 9, _

(67 Ty » (’m=0,1,2,...pk )

En désignant par y,, le coefficient de son terme général,
on aura

¥ —
(88) ¢v(z) = Z }’vq 29
=0

Enfin, si 'on entend par My un nombre positif tel que
(89) My > |7l (@=0,1,2...v—1),

on aura
| 79201 = My 2]

pour |z|>1 et ¢=0,1,2,...v—1.

Pour fixer les idées, soit M, le nombre le plus petit
satisfaisant & la condition (89).

Il est clair que ce nombre M, existe certalnement étant
fini et bien déterminé, car, d’aprés (82) et (84), tous les {[7,4]
sont finis et bien.déterminés, eux-aussi.
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88. Reste & préciser les séries entitres w,(z). A cet effet
faisons d’abord quelques remarques sur la suite indéfinie

A)=ay, a, ag, - . . Gy, . -

et proposons-nous d’en déduire, d'une certaine fagon, des suites
partielles, en nombre infini.

D’aprés (82), la suite donnée (4) renferme, en général, plu-
sieurs éléments a., Gnt1, @Guye, . . ., Guy; ayant le méme module ¢:

lanl=]ant1|="..=|anti|=0;

done, en les représentant dans le plan des quantités imaginaires
par les points correspondants, ceux-ci sont tous situés sur le
méme cercle de rayon ¢ ayant pour centre l'origine.

Or, convenons de dire quun élément a; appartient
au cercle C, ayant pour centre l'origine, si le point corre-
spondant ayant pour affixe la quantité a; est situé sur C.

Cela étant, il est clair que chacun des éléments (a.) de la
suite donnée (4) appartient & l'un des cercles C. et qu'il
n’appartient qu’a un seul.

D’autre part, comme nous venons de le constater tout &
I'heure, & un méme cercle peuvent appartenir, en général, plu-
sieurs éléments de la suite (4); bien que leur nombre varie, en
général, avec le rayon du cercle, et qu’il puisse dépasser méme
tout nombre entier et positif fixe N, il est clair qu'il n’y a
qu'un nombre fini d’éléments de (4) qui appartiennent au méme
cercle Cn, quel que soit m, car

|@n| —co pour n — oo (n° 85).

Il en résulte immédiatement qu’a la suite indéfinie (4) cor-
respond une suite indéfinie de cercles

C, G Cg ... Cp
dont les rayons respectifs vont constamment en croissant:
0, < 0y<o0g<...<<0,<...

* De méme, il est bien clair que parmi les éléments de la
suite (4) appartenant au méme cercle C., quel que soit m, il y
a toujours un dont l'indice est le plus petit; désignons-le par
a,, ; donc, en particulier, a, = a,.
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La suite des cercles (C,) étant indéfinie, la suite

(A'[) = arly a a. [22

T..?

To! T3’ m

le sera, elle-aussi; de plus, étant Ia"t'm|=9m’ il est clair que

<L | < [ | < < [, | < -
et que '
Ia,ml—»oo pour m —» co.

Done, la suite (4,) satisfait aux mémes conditions que la
suite (4), au n°64; par suite, tous les résultats obtenus pour
cette derniére aux numéros 71, 72 et 73 s’étendent immédiatement
a4 la snite (4,).

Ainsi, en appliquant cette fois la méme régle qu'au n°73,
on formera avec les éléments de (4,) des suites partielles bien
déterminées, en nombre infini,

(An)’ (A‘L'2)’ s (Arm)i

tout analogues aux suites
(4, 4g), ... (4w), ... (n°73)

et jouissant des mémes propriétés que ces derniéres.

Désignons, en général, par a.; I'élément ¢éme de la suite
(4rm); d’apres cela,

(Atm) = Om1, Cm2, qma, voee Qg oo (m =1,2,38,.. .).

De méme, désignons par u, le nombre entier positif le plus
petit pour lequel on a

Ui “ ) :
%“#‘—’ "Sp>4  (i=1,2,8,..);
mi

(90)

il est clair que ce nombre wu. se calculera toujours d’apres le
n°71, en y remplacant la suite (4) par (4,).

Quel que soit m, on aura, d’aprés ce que nous venons
de dire, '
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(91) Ui = @y, (t=1,2,8,...m) et
: Qm(i41) My ~
(92) e =>p>4 POUr My > lin

(i=1,2,3...).

89, Allons maintenant déterminer les fonctions entiéres
P,(¢), & l'aide de systémes d’équations linéaires & une infinité
d’inconnues (8,), en procédant, au fond, d’une fagcon tout ana-
logue comme nous l'avons fait dans le cas précédent ou il
s’agissait du probléme spécial de l'interpolation.

A chacun des éléments de la suite indéfinie

e, ¢, ...oe®, ¢, 6D, L..oep), oL &0, N, L. e,

nous ferons correspondre, dans lordre indiqué, une fonction
entiere v, (2).

Remarquons que, si v = p, +ps+ ... +pos+n+14, 9,(2)
correspondra évidemment a ¢, puisque le rang de ¢ est justement

v=p +p+...F+patnti (0°86)

Or, quelle que soit la valeur entiére et positive de », nous
nous proposerons de former y,(z) & l'aide d’'un systéme (3,) de
la forme (58).

Le systéme (S,) sera déterminé par ses trois éléments ca-
ractéristiques, tout comme on l'a fait au n° 67. Quant aux élé-
ments caractéristiques, on aura & fixer les régles d’aprés les-
quelles on les choisira.

A cet effet convenons de procéder de la maniére suivante.
Déterminons tout d’abord le rang m du cercle C. auquel appar-
tient a,, dont I'indice a la méme valeur que 'indice inférieur de ¢f.
Il est aisé de voir qu'on peut toujours trouver la valeur de m
correspondant & a,: pour cela on n'aura qu'a tenir compte des
modules des » premiers éléments de la suite (4).

Cela étant, prenons pour I'un des éléments caractéristiques
du systéme (§,), ayant pour indice (v) le rang de ¢{, la suite
indéfinie

(98) (Am) = Om1y Om2y - .o Omm—1); Ony, Omim+1), OCmmt2)y « .o
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celle-ci sera donc identique & la suite (4,,,) (n° 88) lorsque a,=a, ,

c'est-d-dire ou n =17, tandis qu'elle ne différera de (4,,) que
par son mieme ¢élément lorsque a, 4 a, .
m

Bien que l'on ait parfois a,<4-a, , on aura en tout cas

Ty

(94) lan|=|atm| et, par suite, Iafm_1|<|“”|<l”rm+1|’

car a. et a, appartiennent tous les deux au méme cercle C.

Nous pouvons en tirer immédiatement la conclusion suivante:
u,, étant, d’aprés le n° 88, le plus petit nombre entier positif
pour lequel on a

Omi

Amgirny | ,
—'”ﬁl)l"'>pz4 (=1,23...),

on aura de méme

an Ym

Gnim—1)

Cmm-1)
Ay

My
2>2p=>4 et

(95)

1\

p24

90. Reste & déterminer les deux autres éléments caracté-
ristiques que nous désignons par 9,, et m,.
Supposons que l'on ait déja construit, & 'aide des systémes

(Sl)’ (S2)7 ¢ v (Sv_]_)s
les fonctions

FI(Z), F?(Z): L Fv_1(z)7

de sorte que chacune d’elles satisfasse aux conditions ), (II),
V) et (V) (n°86).
Cela étant, soit

(96) 8, = — FP(an)— F(an) — ... — FS_(an);

alors, d’aprés I'’hypothése faite, dy. sera évidemment une quan-
tité finie et bien déterminée.
Quant & m, remarquons préalablement que, pour n assez

grand: »>= N, on aura
(97 la.|>1 et m>2,

N désignant ici un nombre entier positif suffisamment grand et
m étant le rang du cercle auquel appartient a,.
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En effet, on s’en assurera aisément en tenant compte de
ce que, d’'une part, |a.| — oo pour n — co et que, d’autre part, -
a chacun des cercles n’appartient qu'un nombre fini d’éléments de
la suite donnée (4).

Pour fixer les idées, soit' N le nombre entier positif le plus
petit qui satisfait aux conditions que nous venons d’imposer
tout & 'heure.

Cela étant, déterminons m, de sorte qu'il satisfasse aux
conditions suivantes:

1) lorsque n<C N, nous entendons par m, un nombre entier
positif tel que

(98) my>p, (0988);

2) lorsque %#>N, soit m, un nombre entier positif satis-
faisant aux deux conditions suivantes:

m, < @, et
—1,8 n [
(99) |(5,,va11§ 1,,|< B
. (v - 1)
étant ry=—

Quant a », M,, m, u, et d,, ce sont les quantités bien
déterminées introduites précédemment.
En effet, v est le rang de ¢ dans la suite donnée

(0 1 0 1 (Py)
D T P < Y ¢

ve=p +p+...Fpatnti (°86);
M, est le plus petit nombre positif tel que

14

My =17, @=01,2,...v—1),

7», désignant le coefficient du terme général du polyndme

y—1

P,(2) = 37,927 (u° 87);

q=0

-
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m est le rang du cercle C. de rayon | a. | auquel appartient a,
(n° 88); u, est le plus petit nombre entier et positif pour
lequel on a

Qs M . ‘
N S p>4 (6=1,2,8,...),
Qs -
iy Om2y + « « Omiy . . . 6tant les éléments de la suite partielle

(4,,) n°88); enfin, J,,, est déterminé ci-dessus par la formule (96).

Les conditions qui viennent d’étre imposées & m, n’exigent,
au fond, comme il est aisé de s’en apercevoir, que ce que m,
soit un nombre positif assez grand; par suite, on peut faire
assumer 3 lui-mé&me une infinité de valeurs entiéres et positives
dont chacune sera compatible avec les conditions imposées.

Pour fixer les idées, convenons d’entendre par m, le nombre
entier positif le plus petit satisfaisant aux condltmns mention-
nées tout & 'heure.

D’aprés cela, les trois éléments caractéristiques du systéme

S,): (4,,) 0,, et m, viennent d’stre déterminés complétement.

91. Entendons par le systéme (S,), ayant pour éléments

caractéristiques (A4,,), 6, et m, le systtme suivant de la
forme (58):
(100) = sz‘”fyh (k=1,2,3,...)

h=1

ou, par définition, d,, = 0 pour k< m, tandis que dyn est donné
par (96),

(101) Amm=a,” et dm=a? (k=1,2,...m—1,m+1, m+2,...).

D’apres cela, quel que soit le nombre entier positif %, Awx n’est
que la puissance m,eme de 1'élément keme de la suite (4,,).
Par conséquent, en tenant compte:
1° de ce que m, vient d’&tre déterminé de sorte que l'on
aura toujours m,>u, (n°90), et

20 des formules (90), (95) et (92), on en déduit immédia-
tement que

(102) Zp=4  (k=1,2,8,...);
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par suite, d'aprés le n° 65, on obtient une solution du systéme
(Sy) par la méthode de Fourier, les inconnues du systéeme (y,) se
calculant a4 l'aide des formules (59) si 'on y remplace les
respectivement par les A. (101), k¥ par m et y, par 9, .

Donc, en désignant par z,, x,, ... x,, -.. les valeurs
des inconnues fournies par ces formules, on obtiendra
1
(—l)h+dem ° 2 A T A
” . (lmm’ lm1) j«mg j’mﬂ PR /vmh
{103) VR Dum Amm Amm o Aomm
). —1 11—
lml vaz }vm (m—1) ].:lm_é-l )V"U
(h=1,2,8,...);

ces valeurs sont, d’aprés le n° 65, des quantités finies et bien
déterminées, ne s’annulant que lorsque dyn==0 et. rendant abso-
lument convergentes toutes les séries du systéme (Sy).

Les parties droites des équations du systéme (Sy) s’obtien-
nent évidemment de la série

v 1™+ uele™) Ly T

en y faisant parcourir & la variable 2 les éléments de la suite
indéfinie (4,,).

Aussi, en y prenant

Yy=x,, (h=123..),

obtient-on une série entiére bien déterminée

Vy(2) = By - Byp 27 By () - (2
jouissant des propriétés suivantes:

1° Elle converge absolument pour z=a, ainsi que pour

2 = Omk (k=1,2, ... m—1, m-1, ...),

puisque ,(a,) et y, (an) représentent respectivement les parties
droites des équations mi®me et Z'®me du systéme (S,) ol les in-
connues (y,) sont remplacées par les valeurs bien déterminées
(x,,) (103), qui rendent absolument convergente chaque série de
ce systéme.
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2° Elle est uniformément convergente dans toute l’étendue
du plan de la variable 2.

En effet, étant absolument convergente pour z= @, elle
est uniformément convergente dans tout le cercle de rayon |au|
ayant pour centre l'origine. Or,

| Omi] = 00 pour & — oo;

aussi, quelque grand que soit un nombre positif ¢, y a-t-il tou-
jours des a,. dont les modules sont supérieurs & ¢; par suite,
la série ,(¢) sera uniformément convergente dans chaque cercle
ayant pour centre l'origine et pour rayon une valeur positive
quelconque g; elle représente donc une fonction entiére.

30y (an) =0,, =P — F(an) — FP(an) — ... —F (an),

v—l

car le mitme glément de la suite (drn) est, d’aprés la con-
struction, a. (93).

4° 1y, (a,)=0 pour k4=m, puisque J,,=0 pour k==m (100).
5° 1,(2) ne s'annule identiquement que lorsque 9, =

- 6° Comme fonction entiére, v, () admet les dérivées de
tous les ordres, celles-ci étant finies et bien déterminées dans
toute I'étendue du plan de 2.

92. Aprés avoir construit v,(2), ainsi que @,(2), posons
(104) F(2)=9,(2). p,(z).

Il est clair que la fonction obtenue F,(z) est holomorphe
dans tout le plan de la variable z, puisque les facteurs ¢, (2) et
v,(2) le sont tous les deux; elle satisfait donc a la condition

(I) (n 86).
La dérivée pi*me g'écrivant sous la forme

(105) . FP@) = w09 + [ w987 @) +
+ B ( D 4@ 0220 + . ..+ v 9,0,

il en résulte immédiatement que, pour p =7,
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(@) = o — Fa) — FP(a) — ... — FO_(an),

comme l'exige la condition (III) (n° 86), puisque, d’aprés le n° 87,
on a

0= tpg'*l)(a,.) =9 ay) =...= gp;(a,,) =g (a) (voir 86),
| 1=g%(as) (voir 85);
tandis que, d’apres le n° 91,
Y (an) =) — F an) — FP(an) — ... — FD (a).

De méme, en tenant compte de (86) et (87), on déduira aisément
de (105) que

Fa)=0 (m=0,1,2,...i—1), et

- k=1,2,8,...n—1
F(a,)=0 ' ’

m=0,1,2,...p,
c’est-a-dire que la fonction

F,,(Z) = %(Z) . %(Z)

satisfera aussi aux conditions (IV) et (V) (n° 86).

Done, des considérations précédentes nous tirerons la con-
clusion suivante:

Quel que soit le nombre entier et positif »,
en supposant que l’on ait déja construit les (v—1),
premiéres fonctions:

Fl(z)) F2(z)7 LA -Fv_.l(z)

satisfaisant aux conditions (I), (II), (IV) et (V) (n° 86),
on peut toujours construire la fonction »itme F (z)
satisfaisant aux mémes conditions.

Done, il est clair que notre procédé de formation des
fonctions F(2) est tel qu'il nous en fournira méme une suite
indéfinie , :

F\(2), Fy2), ..., Ful2), ...,
pourvu que la premiére d’elles F)(2) soit construite effectivement.
11
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93. Construisons F;(z).
D’apreés le n° 86, Fy(z) doit &tre une fonction holomorphe dans
toute I'étendue du plan de 2, prenant pour z=ua, la valeur ¢:

Fy(a) = c®.

Nous l'obtenons en construisant la fonction entiére w,(2),
a l'aide du systéme (S,) dont les éléments caractéristiques sont

(“I’n) = (An)» 611 == 0(10), my = 1.

En effet, la fonction

co
P(2) = Zwlh 21

h=1
ainsi construite, ol
1
xyy =) - =
1
1 (1 /11-)
j=2 J
et, d'une fagon générile,
1
5
Al A0 2( }'412)*/13 -.-- }vlh
&y, = (—1)*1 e . — th=2,8,...),
Iy
1 (1~ 72)
=2

étant
iv=an, (k=1,2,8,..) (Voir 108),

sera bien, d’aprés le n° 91, une fonction entiére prenant pour
z=ua, la valeur ¢:

¥ (ay) = .

On n’aura donc qu'ad poser Fy(z) = y,(z) pour obtenir la
fonction exigée. '

Ajoutons que F,(z) ne s’annule identiquement que lorsque
¢® =0 (n° 91). ‘

La fonction F)(z) une fois formée, on peut construire,
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comme nous venons de le voir, Fy(2), ensuite Fy(z), et ainsi de
suite, ad infinitum.

Bien que quelques-unes de ces fonctions puissent s’annuler
identiquement, il est clair qu’elles ne le feront pas toutes.

En effet, sans restreindre la généralité, on peut supposer,
d’aprés le n° 85, qu'il y ait dans la suite indéfinie

O e, ...e®), L @ D, L elen),

des éléments différents de zéro.
Or, supposons que le premier élément différent de zéro y
soit ¢ et que son rang soit ¢; alors les ¢—1 premiéres fonctions:

F1(2)7 F2(2)7 cee -F’t—l(z)

s’annulent identiquement, tandis que Fy(z) ne le fait pas, puis-
qu’en désignant par ¢ le rang du cercle auquel appartient a,, il
est évident qu'on aura

_Fgr)(as) == 6tq — Cg’) :‘: 0.

94. Allons maintenant démontrer que la série

[0 o]
2 F2)

y=1

est uniformément convergente dans toute ’étendue du plan de
la variable z.

A cet effet remarquons d’abord qu’'en tenant compte de ce
que
y—1

9,(2) = 27,420 (n°87)
q==0

et

(o]
h—1
Y@= Xz, (@ 9,
h=1

on peut présenter la fonction F,(z) sous la forme d’une somme
de » séries entiéres

11%
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F(2) = @,(2) . p,(2) =

=30 ZT(E"™) 0 2 z ;.(Zm”) 4.+

h=1 ’ =1
oo
F 7y D& =
h=1
y—1
=2 ?’quq 2 xvh(zmv)
q=0

Numérotons-les toutes en procédant de la maniére suivante:
tout d’abord numérotons celles qui correspondent & F,(v), ensuite
celles qui correspondent & Fy(v), ensuite celles qui correspondent
4 Fy(v); et ainsi de suite.

De plus, en numérotant les séries entiéres

[o.o]

yquq 2 xvh(zmv)h_l (q = O) L2... W—l),
h=1 ’

correspondant & la méme fonction F,(2), suivons iei 'ordre crois-
sant du second indice du facteur y,, quel que soit .
Draprés cela, il est clair que la série

(o]

yquq vah(zmv)

h=1

h—1

aura pour rang

Fm1b2 84t 02+ (1) g1 =
(106) (’V—l)’V
tatt;

en y prenant, en particulier, q=v——i, on obtiendra le rang r,
de la derniére série correspondant 3 F,(z)

_ ).
===

v

c'est cette quantité dont nous avons fait déja usage pour déter-
miner, d’aprés (99), m



‘AVIL1 Sur certains types de systémes d’équations linéaires etc. 185

95. Désignons

.
(107) U(2) = 1,471 z,,(2"")

et examinons de prés la série double

oo o0

(108) . , 2y Uy, (2)

k=1 h=1

a laide de laquelle nous allons démontrer la convergence uni-
forme de la série

(109) 2'F ).

y=1

Remarquons que, si la série double est absolument conver-
gente pour une valeur quelconque de la variable z =z, elle est
uniformément convergente dans tout le cercle de rayon |z|
ayant pour centre l'origine, puisque, pour |z|<|z]|, on aura
évidemment '

| v, @) | < | vz | (voir 107).

De méme, il est clair que la série -(109) peut étre consi-
dérée comme déduite de la série double (108) par un certain
groupement de ses termes [v,,(2)].

Or, en supposant que la série double soit absolument con-
vergente pour z=2z, elle aurait une somme bien déterminée
pour |2]<]z,] ne dépendant ni de l'ordre ni des différents
modes de groupement de ses termes.

Il en résulterait donc que, pour chaque valeur de la vari-
able telle que |z|<]|z |, les deux séries (108 et (109) auraient
certainement les mémes sommes bien déterminées, étant toutes
les deux uniformément convergentes dans le cercle de rayon |z|.

D’aprés cela, pour démontrer la convergence uniforme de
la série (109), dans toute 1'étendue du plan de 2, il suffit de
démontrer que la série double (108) est absolument convergente
pour z=a,, a, étant un élément quelconque de la suite dennée

. (A)=a1, Agy o o o Agy o« o
ou
|a;] — oo pour s — co.
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Démontrons donc qu’en désignant
(110) U, =|v,.(as) | (2%h)°,

on peut assigner deux nombres entiers et positifs: H et K

tels que
Ukh < 1

pour k> H, indépendamment de %, ainsi que
pour k> K, indépendamment de &.

Il en résulterait immédiatement que, pour ces valeurs de %
et %, on aurait

1
[ 9 () | <<

m 0<o=1)

et, par suite, d’aprés le critére du n°23, la série double (108)
serait bien absolument convergente pour z = a..
Remarquons que, sans restreindre la genérahté on peut
supposer
la:|>1,

puisqu’il est clair que, si la série double converge absolument
pour une valeur de z dont le module est supérieur & un, elle
le fera a fortiori pour toutes les valeurs de z dont les modules
sont <1.

96. Ktudions préalablement ce que font », n et m lorsque
k parcourt la suite naturelle des nombres en tendant vers co.
Remarquons & cet effet qu’étant A

N o 1)"’_|_q+1 g+1=< <y (voir 106),

et, d’apres cela,

v+1)
ké 2 1”

il en résulte qu'a chaque valeur entiére et positive de % corre-
spond une valeur entidre et positive bien déterminée de v;
celle-ci est évidemment

—14-V1+8k
2 :
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lorsque cette derniére quantité a une valeur entiére ; dans le cas
contraire c’est le plus grand nombre entier positif contenu dans

+1+V 18k
2

Par exemple, soit #=10; alors

—1l1—1/1-1—&;.10=4
2

et, pai' suite, & £ =10 correspond v =4

.5
10 = ? (q = 0).
D’autre part, soit, par exemple, k= 17; alors 11<C}/14+8.17<C12;

d’aprés cela, le plus grand nombre entier positif contenu dans

1+V1+8.17
2

est 6; donc, »=16 et g=1:

17 = 5—2'9—}-1—1-1.

D’aprés ce que nous venons de constater, il est clair qu'en
faisant parcourir & % la suite naturelle des nombres, la valeur
correspondante de » augmentera indéfiniment en tendant avec
k vers oo.

De méme, étant, d’aprés (83),

v=(p+ 1)+ @+ D+...+ @+ 1)+ (E4+1) EZpa),
ol les éléments de la suite indéfinie donnée

P P2y - Pns cee

sont des nombres entiers positifs fixes ou zéros, il en résulte

immédiatement qu’a chaque valeur entiére et positive de » cor-

respond une valeur entiére et positive bien déterminée de =.
En effet, désignons

30=0,

$;=(m+D+@+D)+...+@+D) (G=1,23..);
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cela étant, il est clair que

S0 < 8y < 8y <o 5, <
et que
8; — 00 pour j— oco.

Donc, étant donnée une valeur quelconque v =w,, il est
évident qu’on pourra indiquer deux valeurs successives de l'indice j:
Jo 8 jo+1 de sorte que I'on ait

sjo §,”0 < sj0+1 (-70 g 0) H
alors, comme on s'en assurera aisément,
a v==v, correspondra = ==j,-}1.

De méme, il est aisé de voir qu’en faisant parcourir & » la suite
naturelle des nombres, la valeur correspondante de » augmentera
indéfiniment en tendant avec » vers oo.

Enfin, rappelons-nous de ce que, d’aprés le n° 88, & chaque
valeur entiére et positive de n correspond une valeur entiére et
positive bien déterminée de m, m étant le rang du cercle C.
auquel appartient a.. ‘

De plus, il est clair qu'en faisant parcourir 3 = la suite
naturelle des nombres, la valeur correspondante de m augmentera
indéfiniment en tendant avec n vers oo.

Des considérations précédentes nous tirons donc la conclu-
sion suivante: . ‘

A chaque valeur entiére et positive de % cor-
respondent les valeurs bien déterminées de » n
et m, augmentant indéfiniment avec ket tendant
avec lui vers oo,

Il en résulte, en particulier, qu'étant donné un nombre
entier positif quelconque s, on peut assigner un
autre nombre entier positif %, tel que

n>s et m>2 pour k> k,
n et m correspondant & %

97. Examinons maintenant de prés U,,. D’apres (110),
(107) et (108), U,, s’écrit
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5 gy (h— . 1 '
(2K y,q a2, a4, . TR

()‘mm' lml) m2m3 " "'mh

Ao Amm A'mm‘ o Amm '
— — —1}... — 1—
G [ B e W Gt

=mt

Done, en désignant

- 8kBy,, 0, a | :
(111) P(H)= - = |
(@: )(&ﬂ» ) (Jvﬂ;_l) )7 (__1 @)
lynl -|——1 lm? ——-1 vee )vm(m—?l) j=m )Vm]
et ’
| 3 1
(112) Q(k, h) = I P A F N
(o o) Am2 Ams « . Aemn
on aura
(113) U, = Pk : Qk,b).

Or, rappelons-nous que’

Ami == ) = ar“’ (t=123,...m—1),
= = =, -
P | 1 @0t et 88);
mm =— &, ", S .
F
de méme,

kgr=”’(”—;r1) (m° 94),

I qu I é Mw Q§IV'—1 (no 87)1

- |a,|>1 (n° 95)::
et -

(o] 1 2
H(l_ﬁ)>§ pour p=4 (n°35).-

i=1
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Cela étant, on aura évidemment

]] (1—-ﬂ‘)|> ]](1———) %’
J=m-1 "U
ainsi que

()= (=)=

;umm lmm ]me - 1
> I lml ' Tm lm(m--l) 1_1](1—— ) >

2 Z”‘"‘ m—2 m—38 2 1
>§|7m;|-p PPt

@ o

par suite, d’aprés (111),

(m—1)(m--2)

(114) P(k) <

Ao (W) |

my (m—1)(m—2)

.
?

La partie droite de la derniére inégalité ayant une valeur
finie et bien déterminée, il en résulte que la valeur de P(%) sera

finie, elle-aussi, quel que soit le nombre entier positif Z.

Examinons maintenant P(k), pour k> &, ¥, étant le nombre
entier positif que nous venons de déterminer au numéro
précédent, de sorte que n et m correspondant & % satisfassent

aux conditions
n>s et m=>2 pour k2>k,.

Pour toutes ces valeurs de % on aura

la "™ <laul”,
ainsi que

laa|>[al,

car a, appartient au cercle ayant pour rang m> 2;
d’aprés (114) et (99)

(m—1)}(m—2)

P(k) < 18 (%) : pour &>,

par suite,
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et il en résulte immédiatement que P(%¥) tend vers zéro lorsque
k tend vers oo. »
En effet, & tendant vers oo, m le fera, lui-aussi (n° 96); or

) (m—1)(m—2)
lim 18 —) =0
m-» Q0 ? )
Dong, il est clair que
- (115) P(k) — 0 pour k—» co.

Ainsi, nous venons de voir qu'en faisant parcourir & % la suite
naturelle des nombres, P(%) parcourt respectivement les valeurs
(111), restant toujours finies et tendant vers zéro lorsque % tend
Vers oo.

Nous en concluons que l'on pourra indiquer un nombre
positif P tel que P(k¥)< P, et, par suite, d’aprés (118),

(116) Ua = P. Q&)
quelle que soit la valeur entiére et positive de %.

98. Quant & @k,k), proposons-nous de 1’étudier d’'une fagon
tout analogue. ‘ '
En tenant compte de (102), (28) et (29), on peut écrire

2

(;"mm' ;'ml)

1 15
zmzzm...zmh|<§

1
;le ;vmz L }bm(h—l) ’

ainsi que

1 15 1
|2/1_,,,2fm3...m <% |zm, amg...z,,.(h_l)l'

Dautre part, étant, d’aprés (101) et (91),

lmi=azz’=a2” (i=1,2,8,...m—1),

my

| | = [ @ | = | c,, |™

tm

| 2mi | =] ami |™= | a;, |  pour i>m—-1,

\
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on aura
E 1 < 1—5 1 my
8 | Amdme .. Amp—yy | = 8 Ay Ogye Oy
et, par suite, d’aprés (112),
15 i h—-1 "y
(117) [ Py - " R
8 Gy O ... 0,
1 2 h—1 N

La partie droite de cette inégalité (117) ayant une valeur finie .

et bien déterminée, nous en concluons que celle de Q(%,k) reste

finie, elle-aussi, quels que soient les nombres entiers positifs % et .
De méme, il est aisé de voir que la série

(e o]
S
“h=2
dont le terme général est
al !
uh=
Oy O o O,

convergera, car

%l —o lorsque % — o0

a

Th
‘pour s’en assurer, il suffit de rappeler que, d’aprés le n° 88,

| @, | — oo lorsque h — co.

Il en résulte donc que wu,—0 pour & — oo, et nous en
concluons, en particulier, que l'on pourra indiquer un nombre
entier positif 2, tel que

u, <1 pour h>h.

Par suite, d’aprés (117),

a,l

as) LR < T

: a
—_— | pour k> hy,
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quel que soit le nombre entier positif %, ainsi que la valeur
correspondante de », car on entend par m, toujours un nombre
entier positif (n>90): m,> 1.

Or, en considérant la partie droite de l'inégalité (118) comme
terme général de la série

o0
2w,
h=2

on constatera, tout comme plus haut, que cette série convergera,

W1
wy,

tendant vers zéro lorsque & — oo}

par suite, w, — 0 pour h—co, et, & fortiori,
(119) Qk,h) — 0 pour A — oo,

quel que soit %.

Nous en concluons donc, tout comme au numéro précédent,
que l'on pourra bien assigner un nombre positif Q tel que
Q& k)< Q, et, par suite, d’aprés (113),

(120) U, Pk).Q,

quels que soient les nombres entiers positifs 4 et .

Enfin, en tenant compte, d'une part, de (115) et (120) et,,
d’autre part, de (116) et (119), il en résulte immédiatement que
I'on peut assigner, en effet, deux nombres entiers positifs:
K et H tels que

kh <1

pour k> K, indépendamment de A, ainsi que
pour k> H, indépendamment de .

Drapres le n° 95, on peut donc dire que la série double
o oo
2 kah (aa)
k=1 h=1

est absolument convergente; or, a, y désignant an élément de
la suite donnée (4) tel que |a,|>>1; choisi d’ailleurs tout
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arbitrairement, on en déduit, d’aprés le méme numéro, la con-
vergence absolue et uniforme de la série double

2 2 v (2),
k=1 h=1 .

ainsi que de la série

‘2 Fv(z)o

=1

dans toute I'étendue du plan de la variable z.

En tenant compte enfin de ce que chacun des termes F,(z)
de la derniére série est construit de sorte qu’il représente une
fonction holomorphe dans le méme domaine, on en conclut,
d’aprés Weierstrass, que la fonction

Fey=J3 F,(2)

y=1
est holomorphe, elle-aussi, dans toute l'étendue du plan de ¢,
la dérivée pitme étant
w .
FP%) = 3 FP() (r=12,38,...).
p=1

C’est donc évidemment une fonction entiére; de plus, d’apres le
n° 86, c’est une fonction entitre telle que '

F(an) _ Cslo)

Flan) = m=1,2,8,..),

puisque les fonctions F(z) satisfont aux conditions (I), (III), (IV)
et (V) (n° 86), comme nous l’avons vu au n° 92.

Done, le probleme généralisé de I'interpolation (n° 85) vient
d’étre résolu dans le cas ol ¢, =0 (n° 87).

99. Reste & montrer que ce probléme peut &tre résolu
aussi dans le cas ol a; =0.
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Comme il est aisé de s’en assurer, on n’aura, au fond, qu'a
répéter & cet effet les raisonnements précédents, et & modifier
légérement le procédé de formation des fonctions

Fy2), Fy2), ... F,2),
Les modifications &4 introduire sont les‘ suivantes:

1° Prenons, en particulier,
z 2 !

Z
Pi(2) =1, @yf2) = Tk 7s(2) =37 - %1+1(Z) Tl

tandis qu’en général, lorsque » > p,}-2, soit

1 1 i
o zp‘+1(1—— 1)" & ...(1— . )p nt (1-— 3)
1

. s G "
=(—1) =& .
q)”(z) ( ) 2! aP1+1 (1 _ a_”)p2+1 (1 _ _al)p”"l_{_l

223 An—1

2° Entendons par (4,) la méme suite indéfinie que plus
haut, au n° 88, avec cette seule différence que cette fois soit
a;, = ag, tandis que dans le cas précédent on avait a, = a;.

8% Lorsque » > p,2, construisons les séries entiéres v, (z)
d’aprés les mémes regles que dans le cas précédent; quant aux

fonctions
W1(Z); w2(2), o .. "Ppl+1(5),

remplagons-les respectivement par les constantes

e, b, ... e,
Cela posé, prenons, comme auparavant,

F,(2) = ¢, (2),(2);

on obtiendra ainsi une suite indéfinie de ‘fbnctiOns F (2) dont
chacune satisfera aux mémes conditions essentielles que plus
haut (n° 86); en particulier, on aura

: @ P
_ZVI(Z) = "(1)' Fg(z) = —1—!-2, Fs(z) = -:2——!—22, e .F;]_*_l(z? =ZTI-|~ZPI
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En répétant les raisonnements précédents, on démontrera,
cette fois aussi, la convergence uniforme de la série

2 F(2)

py=1

dans toute 1'étendue du plan de la variable z; enfin, on en tirera
la conclusion que la fonction

[oe]
Floy= 2 F,(2)

y=1

sera bien une fonction entiére fournissant une solution du pro-
bléme généralisé de l'interpolation dans le cas ou a; =0.

Donc, d’apres le n° 63, on déduit des considérations pré-
cédentes immédiatement le théoréme général suivant:

Etant données trois suites indéfinies:

1° celle des (@) satisfaisant aux conditions
suivantes: :

a: 4= a; pour ¢ =7,
lallé‘aﬁlé..-élanlé-;-, et '

| @n| — o0 pour n — oco;

2° celle des nombres entiers positifs quel-
conques ou zéros

P1s D2y « oo Puy oo«

8° et celle des quantités quelconques

10) @ c{m) 0) (3)
... y e e

(P
G, €, Cn'y Cn’y . o .. Cn”),

.
. ey

on peut construire une infinité de fonctions
entiéres F(z) telles que pour z=a, 1'on ait

Fi(a) =60

= ¢

Fla)=c, (n=1,2,8,...),

. F(PM) (a”)____; cf‘l’”)
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F®)z;) étant la dérivée d’ordre p, de la fonction
F(z) et ’

. , ... T = Fe).

100. Corollaire. '

Etant ‘données les mémes trois suites indé-
finies que dans1’énoncé précédent,~on peut cons
struire une infinité de fonctions &(z—z,) repré-
sentées par des séries de Laurent et telles que
pour z=an I’on ait

@(an——zo) =

(121) P (@n—20) = ¢ ,(n_l 2,8,...),
l ‘I””")(a zo) —c(p ]

7z, étant un nombre flxe quelconqﬁé différent des
¢léments de la suite

Gy, Qyy Agy « o - Ay +
En effet, examinons d’abord le ‘cas particulier oil
Zo _ O, ét&nt a1 :’: O-

Nous aurons & montrer que l'on peut construlre une infi-
nité de fonctions

P(z) = 2 Cuz"

n=—00

de sorte que chacune d’elles satisfasse aux conditions (121), eny
prenant z, =-0.
A cet effet présentons P(z) sous la forme

260 =P+ ;).

P(z) étant une fonction entiére de z et
1y . ” 1
G(;) une fonction entitre de P

12



178 HERMANN JAAKSON A VIILy

PE)=Co+ Cz+Co2 ...+ Co" ...,
of-errereaf vt fy+

Tout revient 4 déterminer convenablement les coefficients (C)) de
ces deux séries entiéres.
Or, prenons pour

1 . .y . . - 1
G(Z) une fonction entiére bien déterminée de L

par exemple,

N C RS RSEC

Cela posé, il ne nous reste qu'a déterminer P(z) de sorte que
I'on ait

1
] 0 -
P(a,) = ¢ G( n)

Pla)— o — @& (%)

(122) " (n=128,...).

PPD(g,) = P — GO (i)

An

Or, d’apreés le théoréeme général que nous venons de démontrer,
on peut construire une infinité de fonctions entiéres P(z) satis-
faisant aux conditions (122).

Donc, en entendant par G(%) une fonction entiére quelcon-

que de —2 et par P(2) une infinité de fonctions entiéres de z

déterminées conformément aux conditions (122), on obtiendra, en
effet, une infinité de fonctions

®(z) = P(z) + @ (_;)

satisfaisant aux conditions imposées (121).
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Dans le cas général, ou z,34=0, nous allons procéder d’une
fagon tout analogue.
Prenons

D(o—zy) = P(z—2,) -+ G (z-——z ) |

et entendons par G(;i;) une fonction entiere bien déter-
— %0

* L4 ]-
minée de S, bar exemple,
—2z

G(z——l-zo) =ez;o= 1+—1_1—!(z—z0)+ + (z—z )”_{_"'

Cela posé, nous aurons & déterminer la fonction entiére P(z-—z,)
de sorte que pour z==a, I'on ait

1\
—z) == O
Pa,—zp) = O — G (an_ Zo)

Plla—zy) = c}})——G'( ! ) '
an—2,
"0 (n=1,2,8,...).

. . - . ) . . -

P(p”)(an ) _— C(P'n) G(p”)( 1 __)
En posant z—z,=ux, ainsi que
a-—z,=a, n=1,2,8,..),

tout revient & déterminer une fonction entiére de =, P(x), de sorte
que pour % =a, lon ait

| play=co— G(ai) ]
Pa)=cV—@ (l)
(123) @, n=123..J)

P(Pn)(a;) — cipn)_ G(Pn)(al;)



