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Introduction 
G 6 n 6 r a l i t 6 s . 

1. La mšthode de Fourier. 
On doit ä Fourier (1) une importante m6thode permettant 

de resoudre une certaine cat6gorie de systemes d'equations 
lineaires ä une infinite d'inconnues. Elle consiste, au fond* 
comme l'on sait, ä rejeter dans Ie systeme ä resoudre toutes Ies 
^quations, sauf Ies n premieres, en n'y conservant que Ies n 
premieres inconnues. On calcule Ies inconnues du systeme de 
n equations ainsi obtenu et appele s y s t e m e r e d u i t , et i'on 
passe ä Ia limite pour n -* oc. Dans bien des cas, etant finies 
et bien döterminees, ces limites eonstituent, en effet, une Solu-
tion du systeme infini donne. 

2. Remarques relatives ä Ia nräthode de Fourier. 

La m6thode que nous venons d'esquisser en quelques mots 
a 6t6 appelše par M. JRiesz(2) p r i n c i p e d e s r e d u i t e s . 
Cependant, k notre avis, il ne serait pas bien commode de 
l'elever au rang d'un principe, bien qu'elle ait une importance 
incontestable dans Ia theorie des systemes d'equations lineaires 
ä une infinite d'inconnues. 

En effet, M. Riesz, lui-meme, fait remarquer que ce principe 
devrait encore etre beaucoup precise. On s'en rend d'ailleurs 
compte aisöment, puisque cette möthode n'est, au fond, qu'une 
r£gle concr&te ne s'appliquant que dans des conditions assez 
restrictives, — et voilä pourquoi nous ne saurions pas Ia con-
sidörer comme un p r i n c i p e ; nous l'appelons m ö t h o d e d e 
F o u r i e r . 

(1) Fourier, Theorie analytique de Ia chaleur, Art. 166 et suiv. 
(2) Riesz, E1., Les systemes d'equations lineaires k une infinite d'mcon-

mues, p. 7. 

1* 
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D6jä Poincare (1), en õtudiant la lšgitimite de cette mšthode, 
a montre qu'il y a des systemes auxquels elle ne s'applique pas 
ou, si elle s'y applique, ce n'est que sous des conditions pius ou 
moins restrictives. 

D'ailleurs, l exemple Ie plus instructif, dans cet ordre d'idees, 
est peut-etre celui que l'on doit ä M. Riesz (2). Le voici: Btant 
donnee une suite indefinie de quantites 

®1» 2̂» &&» • • • • • • • 

telles que lim | a„ | = oo, on peut toujours, d'apres Ie thäoreme 
» CO 

de Weierstrass, construire une fonction entiere 

F(2) = O0+ CTF + QJ + . .. + CJ* + . , . 

admettant pour z6ros Ies quantitös an et n'en admettant pas 
d'autres. 

En supposant, pour fixer Ies idees, que Ies af soient distincts 
et 4= 0, Ies coefficients C0, C1, C2, . . . GNT . . . devront satisfaire 
au systäme d'equations suivant: 

O = CQ -f- Citti -|- C2Ati2 Cnttin -j- . . . } (i = 1, 2, 3, . , .). 

Mais, d'autre part, en essayant de resoudre ce systeme par Ia 
methode de Fourier, on constatera aisement que ce ne sera 
possible que si Ies | a n | croissent assez rapidement. 

M. Riesz en conclut: „Ainsi, nos šquations peuvent §tre 
resolues en tout eas; mais Ie principe des reduites n'y s'applique 
que sous des conditions tres restrictives." 

3. Le principe des röduites. 

Quant au p r i n c i p e d e s r e d u i t e s , en attribuant ä ce 
mot un sens beaucoup plus large que ce qu' entend par lä 
M. Riesz, nous l'enon<?ons sous Ia forme suivante: 

P o u r r e s o u d r e u n s y s t e m e d ' e q u a t i o n s l i n e -
a i r e s ä u n e i n f i n i t e d ' i n c o n n u e s , on n ' a q u ' ä r a m e -
n e r c o n v e n a b l e m e n t ce p r o b l e m e ä Ia r e s o l u t i o n 
d ' u n n o m b r e f i n i o u , e n g e n e r a l , d ' u n e i n f i n i t e 

(1) Poincare, Remarques sur l'emploi de Ia methode . . . (Bull. Soc. math. 
de France, t XIII, 1885, p. 19—27). 

(2) Riesz, F., Les systemes d'equations . . ., p. 8. 
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de s y s t e m e s a u x i l i a i r e s , d o n t c h a c u n n e c o n t i e n t 
q u ' u n n o m b r e f i n i d ' i n c o n n u e s e t s ' a p p e l l e systeme 
redait. 

Nous verrons que ce principe peut etre considere comme 
une i d e e - d i r e c t r i c e generale, suggšrant des möthodes 
nouvelles et fecondes dans Ia theorie des systemes d'equations 
IinGaires ä une infinite d'inconnues. 

En effet, dans Ie präsent travail, nous en developperons 
dejä quelques-unes, en nous faisant guider, dans nos recherches 
concernant certains types de systemes infinis, par Ie principe 
des reduites enonce. 

Les m e t h o d e s que nous obtiendrons ainsi, et dont nous 
ferons usage dans ce travail, ont tous pour b a s e c o m m u n e 
ledit principe; elles varient, en gönöral, avec Ies types de systemes 
que l'on etudiera, et ne representent, au fond, que des m o d e s 
d ' a p p l i c a t i o n differents dudit principe. 

En particulier, Ia m e t h o d e d e F o u r i e r n'est que l'un 
des modes d'application possibles de ce principe, et qui s'adapte 
aux systemes infinis Ies plus simples admettant des solutions, 
qui se calculeront ä l'aide d'un seul systeme reduit. 

Mais, comme nous Ie montrerons dans ce travail, il y a 
encore d'autres modes d'application du meme principe, dont 
l'importance incontestable consiste en ce qu'ils permettront de 
resoudre de tels systemes auxquels Ia methode de Fourier ne 
s'applique pas, et oü il s'agit, en göneral, de ramener Ia reso-
lution d'un systeme infini donnš, ä celle d'une infinite de 
systemes reduits. 

4. La nature des solutions. 

Quand on se propose de resoudre un systeme infini, il est 
evident qu'il faut d'abord preciser ce qu'on convient d'entendre 
par ses solutions. 

Dans Ie present travail nous appellons S o l u t i o n d'un 
systeme infini tout ensemble des valeurs des inconnues qui 
satisfont ä ce systeme, en r e n d a n t a b s o l u m e n t c o n v e r -
g e n t e s t o u t e s I e s s e r i e s q u i y f i g u r e r o n t . 

A cette condition generale nous en ajouterons, dans certains 
cas,, encore quelques autres; ainsi, par exemple, nous exigerons, 
dans Ies premiers trois Chapitres, qu'aucune des valeurs des 
inconnues ne soit zero. 
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* 

5. Les s&ries de Dirichlet gen6ralis6es. 

Dans Ies premiers trois Chapitres nous allons õtudier Ies 
systemes infinis que l'on peut attacher, d'une fa<?on naturelle, 
aux sšries de Dirichlet. 

On appelle ordinairement s e r i e de D i r i c h l e t chaque sšrie 
0 0 - K z  

£ane , 
n—l 

oü Ies Xn sont reels et Iim Xn = oo. 
n-> oo 

Or, cette notion peut etre gšneralisše considerablement, 
comme l'a montre recemment M. Väisälä(1), qui appelle s e r i e 
de D i r i c h l e t toute serie 

OO , 

(I) 2* an e , 
n=l 

oü Xn = Vne^n et Iimrn = OO ( c o n d i t i o n A). 
n oo 

Sans avoir 1'intention de traiter cette question d'une fagon 
detailide, nous aurons, cependant, 1'occasion de constater que la 
genõralisation peut §tre poussee beaucoup plus lõin, de sorte 
qu'elle embrasse aussi Ies series de la forme suivante: 

+ °° - V 

(II) JEttn e » 
n = —oo 

Ies Xn etant, en general, des quantites complexes et 1'ensemble 
denombrable 

( . . . X—n, . . . X—x, XQ, X1 , . . . Xn y . . . ) 

ayant, au moins, deux points-limites dont 1'un sera Tinfini et 
1'autre un nombre fini quelconque, zero par exemple. Mais ce 
n'est qu'un eas particulier; en general, on peut supposer qu'il y 
ait mšme une infinitõ de points-limites. Ainsi, dans ce travail, 
nous ferons usage des series de Dirichlet gäneralisees 

+ OJ - V 
Jsj Q>n & > 

tl== —oo 

(1) Väisälä, K., Verallgemeinerung des Begriffes der Dirichletschen 
Reihen (Acta et Commentationes Universitatis Dorpatensis AI.2). 
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eil supposant seulement que l'ensemble partiel 

( . . . A—n, . . . A_2, A_i , Ao) 

soit borne: | A_w | < A (n = 0 , 1 , 2 , 8 , . . . ) (c on d i t i o a B), 

tandis que par rapport ä l'autre ensembie partiel 

( l̂f X2, A8, . . . An, . . .) 

soit remplie Ia condition A: lim | Aw | = oo, 
W - * OO 

6. L'objet des etudes. 

Caract6risons maintenant eil quelques mots Ies types de 
systemes infinis dont l'etude fera l'objet de ce travail. 

Le Chapitre I sera consacre aux types suivants: 
OO 

type I : O (i = 0, l , 2 , . . . ) , 
W = I 

-j-OO . 
type II: O=JfA \ x n ¢ = 0 ,1 ,2 , . . . ) . 

n — —oo 

Ce sont Ies systemes que l'on obtiendra, en prenant une 
serie de Dirichlet gen6ralisee, sous Ia forme (I) ou (II), en Ia 
diffõrentiant terme ä terme une infinite de fois et en g a l a n t ä 
z6ro tous Ies resultats ainsi obtenus, apres y avoir remplace Ia 
variable z par zero et däsigne Ies coefficients indeterminšs par xn. 

En attachant ainsi ces systemes aux series de Dirichlet, 
il s'ensuit que Ies quantites donnöes A» y sont assujetties aux 
memes conditions que dans Ies säries correspondantes; c'est-ä-dire, 
dans Ie cas du type I, ä Ia condition (il); tandis que dans Ie 
cas du type II, aux conditions (A) et (B). 

Sous ces conditions, d'une nature generale, on calculera 
aisöment une infinitš de solutions des systemes du type I ou 
du type II, par une methode que l'on peut considerer comme un 
nouveau mode d'application du principe des reduites. 

Quant ä Ia methode de Fourier, eile ne s'y appliquera que 
sous des conditions complementaires et tres restrictives, — ce 
qui r6sulte dejä des etudes de Poincare (1) sur certains systemes 
infinis appartenant, comme cas particulieTs, aux types I et II. 

(1) Poincare, Remarques sur l'emploi . . . (Bull. Soc. math. de France, 
t Xm, p. 19-27). 
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Dans Ie Chapitre II nous 
non homogenes: 

OO 

type III: c] = 
W = 1 

-J-OO 

type IV: a = 
W = — O O 

AVIiLi 

etudierons deux types de systemes 

(i = 0,1, 2,. . .) et 

(i = 0,1, 2, . ..), 

HERMANN JAAKSÖN 

qui ne different des types I et II que par Ies parties gauches (ct) 
des equations, Ies a etant des quantites arbitrairement donnees, 
dont au moins une quelconque soit difförente de zero. 

Remarquons en passant que Ie systeme traite par M. Borel (1) 
dans sa Th&se rentre comme cas particulier dans Ie type III. 

L'application convenable du principe des reduites aux 
systemes du type III ou du type IV permettra de calculer tou-
jours une infinite de solutions. 

Dans Ie Ghapitre III nous etudierons Ies systemes que l'on 
obtiendra par Ie procede formel suivant: Etant donnöe une s6rie 
de Dirichlet göneralisöe (sous Ia forme I ou II) 

y -Ks 

w 
ä coefficients indetermines xn et, d'autre part, une equation 
differentielle lineaire 

PM S •PM + •••+^V1(Z) %+P„(Z). y = P(Z), 

oü Ies Pi(z) (i= 0,1,.. .n) sont des polynomes entiers quel-
conques en z, tandis que P(z) est, en general, une serie ent&re, 
qui peut se reduire, en particulier, ä un polynome ou m^me a 
une constante (le z6ro y compris), — on posera 

—knS 
y = 

et l'on exigera que Ia serie de Dirichlet satisfasse f o r m e l l e -
m e n t ä l'equation differentielle, tout comme si eile etait l'une 
des intögrales; cela reviendra ä ce que Ies xn devront satisfaire 
ä un systeme d'equations lineaires ä une infinite d'inconnues. 

(1) Borel, Sur quelques points de Ia Theorie des fonctions (Annales de 
'l'Ecole Norm, sup., 3-e serie, t. XII, 1895, p. 9—55). 
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Quant ä la ršsolution de teis systemes, nous verrons que 
ce probleme peut Štre ramenš, au moins dans des cas tr&s etendus, 
complõtement ä celui concernant Ies systemes des deux premiers 
Chapitres. , 

Il faut cependant ajouter que Ie proced6 de formation des 
systšmes infinis, que nous yenons de decrire, foumira dans cer-
tains cas, lorsque P(z) = 0, des systemes contenant des õquations 
incompatibles et n'ayant, par consõquent, aueune Solution, — ce 
qui ne pourra jamais arriver si P{z) s o, c'est-ä-dire si Ie systeme 
est homogene. 

Enfiri, Ie Chapitre IV sera consacr6 ä la rõsolution dii probleme 
d'interpolation ou, ce qui sera la meme öhose, ä la resolution des 
systemes infinis correspondants; ces derniers embrassent, en par-
ticulier, Ies systemes citšs, d'apres M. Riesz, au n° 2. 

En nous servant convenablement du principe des reduites, 
nous dšmontrerons 'Ie thöoreme general suivant: 

Etant donnšes trois suites indefinies: • .' 
I 0 celle des (a„) satisfaisant aux conditions suivantes : 

Oi 4= aj pour i ^ j , 

I «j I I a21 ^ . . . ^ I an I s=. . ., 
et I On I —> oo pour n —*• oo, 

2° celle des nombres entiers et positifs quelconques ou z6ros 

PL) P%> • • • PNT • • • » 

3° et celle des quantitšs quelconques 
(°) (1) (Pi) (O) (1) (JPt) (O) (1) (J)n) 

Cl > Cl > ... Ci j C'i , Cz , . . . C2 j Cn i Cn y Cn j • • •, 

— on peut construire une infinite de fonetions entieres F(z) 
telles que pour Z = On 1'on ait: 

F(On) =C^ \ 

F(^ian)=Cy 1 

F(Pn\z) 6tant la derivee d'ordre pn de la fonetion F(z) et 

F(0\z) = F(z). 



C H A P I T R E I. 

Sur Ies syst&mes d'equations Unfaires et homogenes 
h une infinite d'inconnues attachös aux s£ries de 

Dirichlet. 

I. Le problšme. Les säries de Dirichlet. 

7. Dans ce Chapitre nous nous proposerons de resoudre 
Ies deux types de systemes d'equations linšaires et homogenes 
ä une infinite d'inconnues: 

OO ; . 
(1) o = (type I), 

n=l 

OO . 
(2) o = (type II) 

n = —OO 

(i = 0,1, 2, 3, ), 

en y supposant que Ies quantites donnees Aw satisfassent aux 
conditions suivantes: 

(3) Aj,4= pour hd^hy 

(4) lim I An I = oo, 
n —> co 

(5) I A_„ I < A (n = 0 , l ,2 , . . . ) , 

A etant un nombre positif quelconque. 

Cela pose, demontrons que nos systemes (1) et (2) peuvent 
etre resolus dans tous Ies cas et cela de fa<?on que Ies solutions 
soient constituöes par des valeurs des inconnues dont aucune ne 
sera zero. 
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8. Gomme nous venons de voir (np 6>* Ies systemes (I) et 
<2) peuvent etre attaches aux series de Dirichlet. 

Chacune d'elles fournit un systeme (1) ou (2); pour l'obtenir 
on n'a qu'ä differentier Ia serie de Dirichlet terme ä terme une 
infinite de fois et ä exiger que Ies resultats ainsi obtenus 
s'annulent pour z = 0. 

Sous ce point de vue, Ies inconnues des systemes (1) ou 
(2) peuvent etre considerees comme coefficients indetermines des 
series de Dirichlet, et Ie problšme de Ia resolution des systemes 
(1) et (2) se ramene ä celui de Ia construction des series de Dirich-
let. En effet, chacune de ces series est completement caracterisee 
par deux suites indefinies: celle des AN et celle des coefficients. 
Or, Ia suite des Am etant donnee d'avance, et Ies coefficients se 
«alculant comme inconnues des systemes (1) ou (2), il en r6sultera 
donc qu'ä chacune des solutions des systemes (1) et (2) on peut 
faire correspondre une serie de Dirichlet, concrete et bien döter-
minše. De plus, Ia suite des Am etant donnöe d'avance, il ne s'y agit 
evidemment que de construire des series de Dirichlet contenant 

x effectivement tous Ies Am donnes, c'est ce qui ne sera possible 
que sous Ia condition que Ies solutions du systeme correspon-
dant (1) ou (2) soient constituees par des valeurs des inconnues 
dont aucune ne sera zero. 

Et voilä pourquoi nous ne saurions, dans Ie present Cha-
pitre (et de meme dans Ies deux Chapitres suivants), admettre 
que des solutions sätisfaisant ä Ia derniere condition. 

9. Sans avoir l'intention d'ötüdier, d'une fa<?on dštaillee, 
Ies series de Dirichlet qui correspondent aux solutions des sys-
temes (1) et (2), nous nous permettrons seulement de faire ä ce 
sujet quelques remarques d'un caractere general. 

Constatons tout de suite que chacune d'elles represente une 
fonction F{z) bien determinee, au moins pour une valeur de Ia 
v a r i a b l e . ä savoir 2 = 0. En effet, Ies xn constituant une Solu-
tion d'un des systemes (I) ou (2), Ia serie Ixn sera, d'apršs Ia 

n 
premiere equation de • ce systeme, absolument convergente, et 
aura pour somme zero; donc, 

F(O) = JTxm = 0. 
n 

De meme, on s'aper<?oit ais6ment que lorsqu'une serie de 
Dirichlet est uniformement convergente dans une rögion quel-
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conque, limitše par une courbe passant par 1'origine, elle y 
representera une fonction holomorphe F{z), s'annulant avec toutes 
säs dõrivees pour z = 0: 

Z ( O ) = 0 ; J W ( O ) = 0 (n = 1 , 2 , 3 , . . . ) . 

En effet, chacun des termes de la serie (xne~xnz) etant une 
fonction holomorphe dans tout Ie plan de la variable z, il en 
resultera, d'apres Ie thõoreme de Weierstrass, que, si la serie est 
uniformõment convergente dans une rõgion, elle y representera 
une fonction holomorphe F(z), dont la dõrivee d'ordrej) sera 

FW(z) = XJ'e-1*; 
n 

donc, en tenant comp te du syst&me correspondant 

0 = 2>n(—A„)* (p — 0 ,1, 2 , . . . ) , 
n 

on aura evidemment, d'apres l'hypothese faite, 

.F(O) = O; . F w ( O ) = O (1) = 1 , 2 , 3 , . . . ) . 

Que de teis cas peuvent se presenter en realite, on Ie verra 
tout de suite. Supposons, par exemple, que Ies An soient r6els 
et Iim Xn = oo; alors ä chacune des solutions correspondra une 

n oo 
serie ordinaire de Dirichlet. Etant absolument convergente pour 
z — O, elle sera, d'apres la theorie de telles series, uniformement 
convergente dans tout Ie demiplan ä droite de 1'axe imaginaire. 

Dans Ie cas oü Ies An repršsentent des quantites complexes, 
il s'agit des sšries de Dirichlet generalis^es, et alors la question, 
concernant la region de convergence, deviendra en general beau-
coup pius compliquee, comme il resulte des recherches de M. Väi-
sälä, citões dõjä au n° 5. 

Tandis que la rögion de convergence d'une serie ordinaire 
de Dirichlet represente toujours, comme on Ie sait, un demiplan 
ä droite d'une parallele ä 1'axe imaginaire, celle-ci d'une serie 
de Dirichlet gen6ralis£e peut etre, d'apres M. Väisälä, une region 
quelconque, limit6e par une courbe convexe. Il a dõmontre, en 
effet, qu'etant donnee une ršgion quelconque, limitše par une 
courbe convexe, on peut construire une infinite de series de 
Dirichlet g6n£ralisees dont chacune Tädmet pour region de con-
vergence absolue. 
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Puisqu'il ne s'agit pas ici d'etudier Ies series de Dirichlet 
generalisGes d'une fa<?on detailide, nous nous contenterons de 
constater seulement Ie fait sui vant: 

En assujettant Ies arguments des quantites Xn ä certaines 
restrictions, on peut indiquer des regions pius ou moins vastes 
oü Ies series de Dirichlet generalisees, correspondant aux solutions 
des systemes (I) et (2), seront sürs d'§tre uniformõment coriver-
gentes. 

En effet, supposons, par exemple, que Ies Xn soient tous 
situes dans l'angle droit, forme par deux demidroites: 

Jt , Jt <p = ~ et ¢ ) = -

issues de 1'origine; la serie 

2Jxne~XnZ^ 
n 

dont Ies coefficients xn constituent une Solution du systeme 
correspondant (I) ou (2), sera alors uniformõment convergente, 
au moins dans l'angle droit in^dique, comme on s'en assurera 
aisement par Ie raisonnement suivant: 

Soit z = QeiV une valeur quelconque de la variable z dans 
Jl* JV ledit angle; on aura donc — ^ -j--. D'autre part, en de-

signant 
Xin=SYheiVn (n = 0, +1, +2, . .. .), 

on aura, d'apres l'hypothese faite, 

<Pn~1pn+ 2Jtm, 

m etant un entier positif quelconque ou zero, et 

Jt . Jt 
- t = v - - + r 

Par consequent, —Xnz = — r n g e t 

e ~ ^ P u i s c I u e 

d o n c ' 
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^ 'Aussi, Ia s^rie 2xn etant absolument convergente, Ia serie 

2J X r f i r ^ z ; • • 
• •. • . . . ' r . • . , < n t , 1 ;• ,, ?;• i ; ii;, 

serä-t-elle uniform 6ment cönvergenie; £fcü moins dans l'angle 
droit Indi que, et y representera une fonction holomorphe. 

De meme, ii est ais£ de voir que, dans Ie cas oü 

'V ^ ^ •: . , 
. . t - , • •" ' •••' 

Ies series de Dirichlet correspondantes (ainsi que celles que l'on 
en obtiendrait en Ies differentiant terme ä terme) seraient uni-
formement convergentes, au moins pour Ies valeurs reelles et 
positives de Ia variable z, c'est-ä-dire sur 1'axe reel ä droite 
de l'axe imaginaire. 

Il est evident que l'on pourrait multiplier indefiniment de 
tels exemples. 

Pes remarques* precedentes nous- pouvons tirer Ies con-
clusions suivantes: . . .^v > , 

I0 Ies series de Dirichlet (ordinaires ou generalisees), cor-
respondant aux solutions des systemes (I) ou (2), sont abso-
lument convergentes pour £ = 0, quels que soient Ies argufflehts 
des quantites Am ; , 

2° elles sont, au moins dans des cas, etendus, uniformement 
convergentes dans des rögions plus ou moins vastes et y repre-
sentent des fonctions holomorphes, s'animlant avec toutes Ies 
derivees pour z — O; 

3° aussi, au moins sous certaines reserves, pourrait-on 
interpreter Ie problšme de Ia resolution des systemes (1) et (2) 
comme probleme de construction des sšries de Dirichlet, qui 
reprösentent des fonctions F(z)r completement determinees et 
holomorphes dans certaines r6gions, et s'annulant avec leurs 
d£riv6es pour z — O: 

F(O) = 0 , FW(O) = O (n = 1 , 2 , 3 , . . . ) . 
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II. Sur l'application de Ia möthode de Fourier aux systemes 
du type I. 

10. Soit donnš un systeme du type I 

<XJ 

@ x * (® = °> 1J s» • • •); 
mzzl 

en exigeant alors qu'une S o l u t i o n soit constituee par des valeurs 
des inconnues (xn) dont aucune n'est zero, on peut supposer, -en 
particulier, que S1=J= 0, et presenter Ie systeme donnš sous Ia 
forme suivante: 

OO / \ 

(Ia) , . - 4 = ^ ( ¾ ) ' " ¢ = 0 ,1 .2 , . . . ) , 

oü Ies rapports joueront Ie röle des inconnues. Essaytfns 

de Ies calculer par Ia möthode de Fourier. Le syst&me Y6duit 
sera dans ce cas: 

" + 1 . / \ 

-A1
1 = p j (< = 0 , 1 , 2 , . . . n—1). 

Bn dösignant sa Solution par 

| # 2 j ( n * | a ? n + i | ( w ) • 

et en tenant compte de ce que 

1 1 . . . . . 1 

h A 8 • * A»4~I —** (^a— r* 1¾) ( A 4 — A 2 ) ,. • • (An+l A 2 ) 

A 2 A 2 

3 * * A 2 

• • n-j-l (A4 A 3 ) • (Am+I— uA 8) 

jn—1 
. 2 

2 M—1 
S 

in—1 
• *• '^Vfl •. • V . * , ' „ 

(Aw+l -Am) 4 " 

on obtiendra aisSment Ies valeurs des inconnues /—) , ä l'ai 

des.formuies: } l f 

aide 
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'^nI= 

®1 j 

3 ( - ¾ - ) * - ¾ 
l~Y 

+ s B I H I h l t i z ä 
( - ¾ - ¾ '-¾-••(-£) 

(6) 1 

(¾" ^ == ( " I ) h—l 

k]( 
^Ä+lj ̂  Äh+2J ^ An+tJ 

Donc, il ne s'y agit plus que de passer ä la limite pour 
n—+ oo. 

11. Nous allons constater que Ies limites: 

Iim H ( " L (—\ (A = 2,3 
n-+co\xiJ \xi) 

n'existeront sous une forme finie que dans des conditions beau-
coup plus restrictives que celles de (3—5), et qu'elles ne con-
stitueront une Solution du systeme donne que dans des conditions 
encore moins generales. 

Pour s'en assurer, il suffira d'examiner quelques exemples 
particuliers. 

Supposons tout d'abord que la suite des Aw soit teile que 

(7) Aw = n (n = l, 2, 3,. . .); 

on deduira alors des formules (6), par un calcul simple, que 
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(¾)'- (S)'- "r i" " 

(I)"- > 

Donc, lim ( - V = ± 0 0 (A = 2,3,4,...), 
n - K x ^ i / 

c'est-ä-dire, dans Ie cas (7), il n'y a pas de limites finies. 

Supposons ensuite que Ies Xn soient tels que 

(8) Xn = n2 ( n = 1 , 2 , 3 , . . . ) ; 

alors, en employant Ia formule bien connue 

Sin«» = *x ( l - p ) (1-^)... (1-^)..., 

on aura 

lim ( l — ^ S - W l -

.. Sin jux 
= Iim 

X-
• ' • * ( ' - S ) h S ) - - ( ' ~ S ) 

et de meme 

lim 
>\ Xh+if \ 

Sini/r# 
lim 

JtXl H W - S 9 - 4 - 3 
= ( - 1 ) ' - 1 

m 
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donc, d'apres Ies formules (6), 

(1)- . - : . (¾)-
Aussi, dans Ie cas (8), chacune des limites sera-t-elle finie 

et bien d6termin£e; cependant, elles ne constituent pas une 
Solution du systeme (1»), puisqu'elles ne rendent pas absolument 
convergentes Ies series qui s'y trouvent. 

12. Supposons enfin que 

( 9 ) A N = ^ - 1 , P > 1 ( » = 1 , 2 , 8 , . . . ) ; 

alors on aura 

( 1 ^H 1 / ! " ' ( 1 p"-1) 
et, par consöquent, d'apres Ies formules (6), 

< 1 0 ) ( ^ ) = » 5 o o ( * f ) = ( ~ (P 2 -D (P 8^l) • • • 

(A = 2 , 3 , 4 , . . . ) . 

Cette fois on peut bien constater que Ies valeurs des in-
connues , fournies par Ia formule (10), rendent absolument 

convergente chacune des series du systeme (ia). 
En effet, i etant un entier positif quelconque ou z6ro, 

examinons Ia (^+l)ifeme serie 
OO . \ 

En d6signant 

« 
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on aüra UhJrX 

U1. 

I*+1 

v' • -4—- et, par suite, Iim 
i>*—1 h-> OC 

UhJrI 
Ui 

= 0, 

d'oü se dšduira immediatement la convergence absolue. La serie 

OO . \ 

£ > ' • & 

& donc une somme bien determinõe et, comme on s'en rendra 
compte aisement, celle-ci n'est que —At

1, puisque 

»H-i . /^x(W) 

quel que soit rentier positif n, et, d'autre part, 

Ž k M = Iim Ix(-) ! B ) (1 

Zz ' W »+CO ~ '\®11 

Il en resulte donc que, sous l'hypothese (9), la methode de Fourier 
est applicable et permet de dšterminer Ies rapports des incon-
nues du systeme donne , de sorte qu'ils satisfassent au 

syst&me (la), et qu'aucun d'eux ne soit zero. 
En y prenant = C, C etant une constante arbitraire, dif-

f6rente de zero, on obtiendra donc une Solution du systeme 
donne (I) dšpendant d'une constante arbitraire, et exprimee par 
Ies formules: 

( 1 1 ) X1 = G , Wh = ( t 1 ) " - ' C • Q , _ ! ) fp '2 _ ? L ) ( p k - l — l ) 

(h = 2, 3, 4, . . . ) . 
9 

Remarquons encore que, en disposant de Ia constante arbitraire 
C, on peut faire assumer ä une inconnue quelconque xn Ia valeur 

(1) D'une fapon generale, remarquons que toutes Ies fois que l'on aura, 
par Ia methode de Fourier, trouve Ies valeurs des inconnues d'un systeme donne, 
qui rendraient absolument convergentes Ies series du systeme, on en tirerait 
immediatement, tout comme ci-dessus, Ia conclusion, que ces valeurs consti-
tuent effectivement une Solution de ce systeme, puisqu'elles rendront Ies parties 
droites des equations egales aux parties gauches correspondantes. 

2* 
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a + o arbitrairement prescrite. En effet, pour cela on n'aura 
qu'ä choisir C de sorte que soit 

Donc, des trois hypotheses concretes, relatives ä Ia nature 
de Ia suite des Xn, que nous venons d'examiner ci-dessus, ce 
n'est que la dernišre, qui permet de resoudre Ie systeme cor-
respondant par Ia methode de Fourier. En Ia comparant aux 
autres, on constate tout de suite que dans ce cas Ia croissance 
des Xn est plus rapide que dans Ies deux cas precedents. Il est 
clair que c'est bien cette circonstance ä laquelle, dans ce cas-ci, 
on doit Ie succ&s. 

13. L'hypothese (9) est Ioin d'§tre Ia seule, sous laquelle 
un systeme (1) peut etre r6solu par Ia methode de Fourier; 
nous allons demontrer ä ce sujet Ia proposition plus generale 
suivante: 

E t a n t d o n n š e une s u i t e i n d e f i n i e des Xn te i le que 

N e t a n t u n e n t i e r p o s i t i f q u e l c o n q u e , on p e u t , 
p a r Ia m e t h o d e de F o u r i e r , d e t e r m i n e r u n e So lu-
t i o n d u s y s t e m e c o r r e s p o n d a n t , d e p e n d a n t d ' u n e 
c o n s t a n t e a r b i t r a i r e G. 

En effet, Ies valeurs (6) des inconnues du systeme röduit 
auront pour n—•oo Ies limites finies et diff6rentes de zero: 

(p — 1) (p2—l)... (Pn-1-1) 

(12) 

Xi^=Xj (*+;') 

et ;>£)>> 1 pour h ^ N , 

( I h s S ) - 1 - " 
(-1)('-¾-!'-;¾ 

(h = 2 , 3 , 4 , , . . ) , 
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puisque, Ia sörie 

Xh+1 Xh+2 Xfl+3 

etant, par hypothese, absolument convergente, Ies produits infinis 

X1 

et 
Xh+1 

Xh Xh 

< — 3 ~ ) ( — Ä } ( ' - & ) 

Ie sont donc, eux-aussi, et different evidemment de zero. 

De plus, ces limites 

lim 
n-> oo (S)-(I) 

rendent absolument convergente chacune des series 

OO . , . 

£':(1)-
i ^tant un entier positif quelconque ou z6ro. 

Bn effet, soit 

et 

alors 

u h+1 

- < © • 

- i ' 
M-I \ X1 j 

1 - Mi—i 
Uh+1 Xh h—i—1 Xh Xh 
uh Xh+1 

1 1 - Xh-1 
Xh+lj Xh+i 

1 l h ... 
Xh-(-2 Xh+8 

... 
^ Xh+1 

AÄ+2 
j Ah-J-I 

Ah+3 
... 

or, d'apr&s l'hypothese faite, on aura 

lim 
h-> oo '"Ä+i 

h—i—1 
0, 
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tandis que 

Iim 
OO 

i V 1 

Xh Xh 

j \ 1 
Xh-i-i Xh+1 

! 1 Xh . . . 
Xh+2 Xh+a 

. . . 

Ah-f2 
i Afc+i 

Ah+3 
. . . 

= Iim 
h-> oo 

1 Atf 
A, 

t Aiv+i 1 Ah—i 1 Atf 
A, Ah 1 Ah 

ajI +
 

l I t Ajy+i . Ah_i ajI +
 

l I 

Ah+i Ah+i 

, Iim 
h-> co 

1 A h ^ Ah . . . Ah+2 Ah+3 . . . 
i Ah+i 

Ah+2 
j Ah+i 

Ah+3 

< l(
l+$ 

K 1 - F . ) 

comme on s'en rendra aisement campte. 

Donc, Iim 
h-> oo 

U h+1  
Mt. 

= 0, 

d'oü se deduira inmediatement la convergence absolue. 
Il en resulte que, sous l'hypothese (12), une Solution du 

systeme (1) sera fournie par Ies formules; 

1 \h—i n A3. •. Ah-i ^ X1==C, Xh = (-If-1C 
Xhh~2 

(18) R ) - ••!•-£) 
Xh j \ Xh+1 

(Ä = 2, 3, 4,. ..), 

M 
U+2/ 

C designant une constante arbitraire. 
En disposant convenablement de C1 on peut faire assumer 

evidemment ä une inconnue quelconque xn la valeur a 4= O arbi-
trairement prescrite. 
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III. Sur Täpplication du principe des reduites dans ün cas 
particulier. 

14. Comme nous venons de voir (n° 11), la methode de 
Fourier ne s'applique pas au systeme (1) dans Ie cas (7). 

Cependant, il ne faut pas en conclure que Ie principe des 
reduites, lui-meme, ne puisse pas s'appliquer. En effet, nous 
allons dõmontrer que 1'on peut resoudre Ie systeme donne par 
une möthode nouvelle ne representant, au fond, qu'un äutre 
mode d'application du principe des reduites; au Iieu de ramener 
Ie systeme donne ä un seul systeme reduit, comme nous l'avons 
fait dans Ies cas prec£dents, nous Ie ramenerons, dans ce cas-ci, 
ä une suite indefinie de systemes reduits. 

Quant ä la reduetion, elle sera effectuee par deux etapes, 
ä l'aide des systemes infinis intermödiaires que l'on pourrait 
appeler s y s t e m e s r e d u i t s g e n e r a l i s e s , dont chacun 
peut etre resolu par Ia methode de Fourier, c'est-ä-dire etre 
ramene ä un seul systeme reduit fini. 

En calculant Ies solutions des systemes reduits, et en passant 
ä Ia limite, on obtiendra Ies solutions des systemes infinis inter-
mediaires; avec celles-ci on consiruira des solutions du systeme 
donne. 

Notre täche consistera donc en ce que nous aurons ä fixer. 
Ia Ioi de formation des systemes reduits generalises, et ä deter-
miner Ie mode de constriiction des solutions du systeme donne, 
ä l'aide de celles des systemes reduits generalises. 

15. fitudions d'abord Ia Ioi de formation des systemes 
reduits generalises. 

Le systeme particulier (8), que nous allons resoudre, s'ecrit 

OO 

O = ^ n i X n (i = 0,1> 2, . . . ) . 
w = X 

C'est un systeme appartenant au type I, et completement 
caracterise par Ia suite indefinie {E) des Xn-n: 

(E) = l , 2 , 3 , 4 , . . . 

Decomposons maintenant Ia suite (E) en une infinite de 
suites partielles (En) de Ia fa<?on suivante: Constituons avec Ies 
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elements de la silite (E)i c'est-ä-dire avec Ies nombres naturels, 
Ie Tableau ä double entree: 

1 2 1 22 . 2h 

3 3.21 3.2'2 
. S.2h 

5 5^21 5.22 . 5.2Ä 

(2w+l) (2^+1)21 (2»+l )2 2 . . (2w+l)2Ä 

On se rend aisement compte de ce que ce Tableau contient 
tous Ies nombres naturels, et que chacun d'eux n'y rentre qu'une 
seule fois en y occupant une place bien determinee. En effet, 
s etant un entier positif, il est evident qu'on ne pourra Ie pre-
senter que d'une seule maniere sous la forme 

s = ( 2 n + l ) 2 \ 

h et n etant certains entiers positifs ou zeros; donc, s occupera 
dans notre Tableau la case qui est situee dans la file de rang 
(n-f-l) et dans la colonne de rang A-j-1. 

En entendant par (En) la suite 

(En) = 2n-j-1, (2̂ 1 + 1)21, . . . . (2n-f-1)2h, . . . 

(n = o, 1, 2, 3,. . . .), 

et en tenant compte du Tableau ä double entrõe, Ton constatera 
imm6diatement que la suite donnee (E) se decomposera, en effet, 
en une infinite de suites partielles (En), ce que 1'on peut exprimer 
par la formule symbolique 

(E) = (E0) + ( J ^ 1 ) (En) + • • • 

Comme nous 1'avons dejä remarque, la suite (E) caracterise 
completement Ie systeme donne (S); or, par analogie, chacune 
des suites partielles (En) determinera, ä son tour, un systeme (Sn). 

En designant Ies inconnues du systeme (Sn) respectivement 
par yni, y«2,... y»(h+d, . • i l se presentera sous la forme suivante: 

OO 

(Sn)... O = ^7[(2«.+l)2"]*2/„,fc+1, 
h=O 

i = 0,1, 2, . . . » 
n = 0 ,1 ,2, .../* 
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Ainsi, l'on obtiendra une infinite de systemes (Sn) bien deter-
mines. Bn Ies examinant de pres, on yerra tout de suile que, 
quel que soitTentier positif w, Ie systeme (Sn> est äquivalent au 
systõme (&) 

OO 

O = (t = 0,1, 2,...), S» 
h—Q 

Ies systemes (Sn) et (So) ayant evidemment tous Ies deux Ies 
m§mes solutions. Aussi, peut-on poser tout simplement 

ž/«(h+i) == yh-j-i o, 1,2,.. .Jf 

et calculer Ies valeurs 

Vu Vto • • • • • • 

ä l'aide de n'importe quel systeme (Sn). Or, prenons Ie systeme 
(S0) et remarquons qu'il s'obtiendra du systeme (1) en y posant 

Xn = 2W 1 et Xn = yn. 

D'apres Ie n° 12, on pourra en conclure immõdiatement que Ie 
systeme (S0) peut õtre r£solu par la methode de Fourier, Ies 
valeurs des inconnues yly y2, . . . yh+i, . •. s'exprimant ä l'aide 
des formules (11), si l'on y remplace p par 2. 

On aura donc 

(14) yi~0, yh+1 = ( — : ( 2 2 — l ) . . . ( 2 Ä — l ) G 

(h = 1,2,3,...), 

C etant une constante arbitraire. 

16. Demontrons maintenant que, en employant Ies solutions 
des systemes (Sn)t on peut construire une Solution du systeme 
donne (S)t c'est-ä-dire que Ies systemes (Sn) peuvent etre con-
sideres, par rapport au systeme (S)t comme s y s t e m e s 
r e d u i t s g e n e r a l i s e s . 

En effet, convenons de determiner Ies valeurs des inconnues 
(X8) du systeme donne (S) de la fa<?on suivante: 

Etant donne Ie rang * de 1'inconnue xa, nous Ie presen-
terons sous la forme 

s = (2n -j-1) 2h (voir n° 15), 
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ce qui fera correspondre ä s une seule valeur bien determin£e 
de h, ainsi qu'une seule valeur de n. 

Cela etant, nous poserons xa = yh+u oü yh+i, dšpendant 
d'une constante arbitraire Ci sera fourni par Ies formules (14). 

Nous verrons que, en specifiant convenablement cette con-
stante arbitraire C, nous obtiendrons ainsi une Solution du 
systeme donne (S). 

Il est clair qu'il faut spšcifier C, puisque, d'apres ce que 
nous venons de dire, on obtiendra, en particulier, 

X^ Cf Xt^ Cy . . . X 2*1—1—1 Cy . . . , 

par suite, si l'on y entendait par C une constante arbitraire, la 
premiere serie du systeme 0$) 

OO 

, £ x n 
n=l 

(pour ne parier que d'elle) contiendrait une infinite de termes 
tout ä fait arbitraires et, par consequent, elle n'aurait evidemment 
aucun sens precis. 

De mšme, en sp6cifiant Ci il faut tenir compte de n. 
Bn effet, si 1'on prenait pour Ci independamment de n, la mem^ 
valeur quelconque a ^ O , on aurait 

Xy = fl, Xq = Uy . . . 3?2n-j-l = = • • • j 

donc, la sšrie 
oo 

&ttf 
M = I 

contenant Ie meme terme a une infinite de fois, ne serait pas 
convergente. 

Or, etant s = (2n + l)2h, prenons a>a = yh+t en posant dans 
Ies formules (14), par exemple, 

r . _ 1 
(n + l ) ! ^ ' 

oü An est une constante quelconque assujettie ä la condition 

M«|s>l (n = 0 , 1 , 2 , . . . ) . 
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Alors on äura > 

x> ~ (« + 1)! ( A = 0 ) ' 
) 

(15> {X, = (-1)» —X, ( 2
2—J.)... (2Ä—1) ' (n+1)! -4„ (Ä ~ 1 , 2 , 8 ' 

ätant s = (2w -f~1) 2* et n ^ 0, 

et, comme nous verrons, Ies valeurs des xa determinees par ces 
formules constitueront une Solution du systeme donn£ (S). 

17. Demontrons maintenant que Ies x8 fournis par Ies for-
mules (15) rendront absolument convergente chacune des series 
du systeme (S), par exemple, 

CO 

JJsiX3, 
8=1 

i etant un entier positif quelconque ou zero. 
En effet, apres avoir fixe i, l'on peut toujours, comme nous 

Ie verrons, indiquer respectivement un entier positif N tel que soit 

(16) | 3 ^ | < A pour s > N . 
S 

Or, Ja serie 
°o j 

2 * 
8= 1 

etant convergente, on en deduirait immediatement Ia convergence 
absolue de Ia s£rie 

OO 

J^SiXa. 
S= 1 

Ecrivons l'inegalite (16) sous Ia forme suivante 

!»•'+•».Ki, 

et dšsignons 
TT " s<H-22Ä 

Us 
(2 — 1) (22 — 1) . . . (2* — 1) (n - f 1 ) ! ' 
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alors, en tenant compte de ce que et s = (2%-|-1)2>\ 
on aura švidemment 

\s<+*x8\^U8. 

Il en resultera donc que, si 1'inõgalite U8 < 1 pour s > N etait 
exacte, l'in6galite (16) Ie serait ä fortiori. 

Quant ä JJ8y il est aise de voir qu'il s'ecrit 

U8 = P{h).Q{n), 

oü 1'on dšsigne par P(h) et Q(n) Ies expressions suivantes: 

2hW-3) 
m 

Q(n) 

(21 — 1 ) ( 2 2 - 1 ) . . . ( 2 ' 1 - 1 ) 

(2^4-1)^ 2 

(n 1)! 

Or, sous une autre forme, P{h) etant 

1 
P(A) 

on en d6duira aisement que IimP(A) = O; de meme, il est 
• . Ä-*00 clair que 

Iim Q(n) = 0. 
n-> oo 

Par suite, l'on peut bien indiquer, d'une part, deux nombres 
positifs P et Q teis que 

P>P(A) (A = 0,1,2,. . .), 
Q ̂  Q(n) (n = 0,1,2,...), 

et, d'autre part, deux nombres entiers positifs A0 et n0 teis que 

P . Q(n) < 1 pour n^n0, 
Q. P(A) < 1 pour A ^ A0. 

Il en resultera donc que U8 < 1 pour Â > A0, indšpendamment de 
n, ainsi que pour než n0l ind6pendamment de A; par consequent, 
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si pour une valeur entiere et positive de s = (2»-j-l)2h 1'inegalite 
U8 < 1 devenait inexacte, ce ne serait possible que sous la condi-
tion que Ies valeurs correspondantes de n et h satisfassent ä la 
fois aux inegalites: 

tt<O0 et h<C.ho• 

Donc, la valeur la pius grande de s, pour laquelle 1'inegalite 
Us <1 pourrait eventuellement cesser d'etre exacte, serait 

[2 (n0 — 1) -j-1] 2Ä°~1 = (2n0 — 1) 2*°-1. 

Bn la designant par N: 

^ = ( 2 ^ 0 - 1 ) 2 ' ¾ - 1 , 

on aura en tout cas 

U8 <1 pour s > i V = ( 2 w 0 —1)2*°-1. 

Donc, la serie 
OO 

JJ SiXs 
8=1 

sera, en effet, absolument convergente et aura, par suite, une 
somme bien determinše ne döpendant ni de l'ordre des termes de 
la sõrie ni des diffšrents modes de groupement de ces termes. 

D'apräs cela, en tenant compte de ce que la serie 

oo 

JJs iX8  
8=1 

contient tous Ies termes des (i-|-i)iöme8 sšries appartenant aux 
systemes (Sn), et qu'elle n'en contient pas d'autres, il en resultera 
immediatement que la somme de notre serie sera nõcessairement 
nulle, puisque Ies sommes des (i-j-i) i ö m e s series, appartenant aux * 
systemes (Sn), sont elles-memes nulles, 

Donc, Ies x8 d6termin6s par Ies formules (15) constituent, 
en effet, une Solution du systeme donne (8). 

En multipliant toutes ces valeurs par une constante arbitraire 
-4, on obtiendra encore une Solution du systeme (8), ce dernier 
etant un syst&me homogene. 
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18. La Solution du systeme (8) dependant de Ia constante 
arbitraire A et des quantites Afh assujetties ä ,Ia condition 

I I S 1 > = 0 ,1 ,2 , . . . ) , 

s'ecrira sous Ia forme suivante: 

*> = { n + 1 ) [ Ä n PourA = O, 

(16) L 2Ä A 
Xs ^ {2—1)(22—1)...(2*—1)'(n + 1)! An P o u r ä = 1 » 2 , 3 , . . . , 

oü s = (2n -[-1) 2Ä et n > 0. 

En l'examinant de pres, on constatera: 

I0 pour A 4= 0 aucune des inconnues x8 n'est zero: x» 4= 0; 
2° etant donnee, d'une part, une suite finie de r quantitäs quel-

conques differentes de zero: alf a2, . . . ar, et, d'autre part, 
une suite de r nombres entiers positifs: a1} a2, . . . ar ap-
partenant tous ä des suites partielles distinctes (E1) (n° 15), 
on peut faire assumer aux inconnues 

•y» /vi /v» 
, OT2' ' * * dyOLr 

respectivement Ies valeurs prescrites 

, ^2, . . . ür • 
xCti =

 aX (» = 1, 2,. . .r). 

En effet, en rempla<?ant dans Ies formules (16) Ies a?«. re-
spectivement par Ies a, et en resolvant ces r equations par rapport 
aux quantites on obtiendra evidemment pour elles Ies valeurs 
satisfaisant ä Ia condition: | A f c | ^ l , si l'on attribuera ä Ia 
constante arbitraire A une valeur quelconque dont Ie module sera 
assez grand. 

Nous venons de supposer que Ies nombres entiers positifs 
au a2, . . . ar appartiennent tous ä des suites partielles distinctes 

•.(Ed; remarquons que c'est-une condition tout ä fait essentielle, 
puisque de toutes Ies inconnues, dont Ies rangs appartiennent ä 
Ia meme suite partielle (Elc), c'est seulement une quelconque qui 
peut Stre fixee arbitrairement; en Iui faisant assumer une valeur 
prescrite, on attribuera du.mSme coup ä toutes Ies autres in-
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connues du meme systeme (Sk) Ies valeurs correspondantes comple-
tement d6termin6es. 

Donc, la nature de la Solution que nous venons de construire 
dopend essentiellement du mode de dšcomposition de la suite (E). 

Or, gšnšralement une suite (E) peut etre dõcomposee d'une 
infinit6 de manieres, c'est ce qui permettra de preserire arbitrai-
rement Ies valeurs d'un nombre fini d'inconnues quelconques. 

Bn effet, Gtant donn6e une suite de nombres entiers positifs 
quelconques: aif a2, . . . a r, en dßcomposant la suite (E) en une 
infinite de suites partielles (En), on peut faite rentrer Ies 6l6ments 

Aai, Xa<j, . . . Xftr 

dans r suites partielles, de sorte que chacune d'elles ne contienne 
qu'une seule de ces r quantitõs (Xal). 

Nous Ie demontrerons ci-dessous, dans Ie cas genõral, oü 
Ies 616ments Xn de la suite (E) ne sont assujettis qu'aux condi-
tions (3—5, n° 7), qui caracterisent Ies systemes (I) et (2). 

IV. Sur Ia construction des solutions des systõmes du type I. 

19. Btant donne un systeme quelconque (S) du type I 
• OO 

O = 2 X * . «=0,1,2, . . . ) , 
n=l 

dont Ies Xn satisfont aux conditions (3) et (4) (n° 7), nous allons 
Ie ršsoudre par une methode dont l'id6e essentielle vient d'etre 
exposee tout ä l'heure, ä propos du systeme particulier (n° 15). 

A cet effet nous aurons: 
I 0 ä dõcomposer convenablement la suite 

(E) = X1, X2, . . . Xn, . . . 

en une infinite de suites partielles (En), 

2° ä faire correspondre ä chacune des suites partielles (En) un 
systeme reduit g6n6ralis6 (Sn), et 

3° ä construire des solutions du systeme donnõ (S) ä l'aide de 
Celles des systemes (Sn). 

Examinons l'une apres 1'autre ces trois questions. 
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20. Quant ä la dšcomposition de la suite donnee (E), nous 
demontrerons la proposition suivante: 

E t a n t d o n n e e u n e s u i t e (E) = I11 X2i ...Xni ... 
t e i l e q u e 

lim I Xn I = oo, 
n -> oo 

on p e u t la d 6 c o m p o s e r en u n e i n f i n i t š de s u i t e s 
p a r t i e l l e s (En), de s o r t e q u e , en d e s i g n a n t I e s e l e -
m e n t s de (En) p a r 

f^nl , I^n 21 • • • f^nh » . • . , 

c e u x - c i s a t i s f a s s e n t ä l a c o n d i t i o n 

^P> 1 = 1,2,3,.. A 
= 1,2,3,.../ 

h = 

n f^nh 

e t q u e I e s r e l e m e n t s : 

^a1, K2' ' • • ^ar> 

c h o i s i s a r b i t r a i r e m e n t d a n s la s u i t e (E)i s o i e n t 
r e p a r t i s e n t r e r . s u i t e s p a r t i e l l e s (En) d o n t 
c h a c u n e n ' e n c o n t i e n d r a q u ' u n s e u l , r e t a n t 
d ' a i l l e u r s u n e n t i e r p o s i t i f q u e l c o n q u e . 

Designons par (E0) la suite naturelle des nombres 

(Eq) = 1,2,3,. . . , 

et par (E%) la suite partielle suivante: 

(^0) = 1.2"-1, 3.2W—1 5.2M—1J . . . (2/fc — 1) 2W—1, . .. v 

(n = 1, 2, 3 , . . . ) ; 

en examinant alors Ie Tableau du n° 15, on se rendra aisõment 
compte de ce que la suite CE0) se dšcomposera, d'une fa<?on 
bien determinee, en une infinite de suites partielles ( ¾ ) : 

(E0) = (JSf)+ (¾) + •; • + (E0

n) +... 

Or, il est ä remarquer qu'il y a une correspondance univoque et 
reciproque entre Ies Xn et Ies nombres naturels n: Xn <—• n; 
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cela permettra de faire vcorrespondre ä Ia decomposition de Ia 
suite (Ä°) Ia decomposition de Ia suite donnee (E) 

(2̂ ) = (2^) + (2^) + . . . + (2¾) + . . . , 

(¾) y designant Ia suite partielle suivante: 

(El) = ?*l2n-l, A32„_i j * • • (̂2fc— 

(n = l, 2, 3, . . . ) , 

qui jouit evidemment de Ia meme propriete fondamentale que Ia 
suite (E), c'est-ä-dire qui a aussi pour point-limite oo: ' 

» 

Cela etant, nous allons maintenant decomposer Ia suiie donnee 
(E) conform^ment ä Ia proposition enoncee 

(E) — (EJ) + (2¾) + • • • + (En) +.. 

en procedant de Ia maniere suivante: 
Nous construirons Ies suites (En) successivement: d'abord 

(E1)i ensuite (E2), ensuite (E&\ et ainsi de suite. 
De meme, Ies elements des suites (En) seront choisis suc-

cessivement • w2, f̂ n3) • • • 
Nous designerons par 

(E)-(E1)-(E2)-...-(E^i) 

Ia suite partielle de (E) que l'on obtiendra en enlevant de Ia 
suite (E) tous Ie s elements des suites partielles 

(E1)t (E2), . . . (En^1). 

Cela etant, fixons Ia Ioi de förmation des suites (En) de Ia 
maniere suivante: 

I0 Le premier element i de Ia suite (En) soit celui des ele-
ments de Ia suite (E) — (2¾) — (2¾) — ... — (En-1) qui occupe Ie 
rang Ie plus petit; en particulier, Ie premier element ^ 1 1 de Ia 
suite (E1) soit X1: [Jb11 = X1. 

2° Tous Ies autres elements de Ia suite (En) 

• • • f^nh> f^n(h-\-1)> • • . 

seront choisis exclusivement entre Ies elöments de Ia suite (Ex
n). 

3 
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3° Dans Ie cas oü la suite (El) contient quelques-unes des 
r quantites fixees arbitrairement ä, 1'avance: 

^a1, A0J2, . . . Xa^ , 

on choisira /^n2, ^w 3, . . . finh, . . . de sorte que la suite (En) 
n'en contienne qu'une seule au pius. 

4° (JLnh etant determine, 1'on prendra pour i> celui des 
element^ de (EJ) dont Ie mõdule sera 

:> I [Anh I p, p > 1, 

et qui occupera Ie rang Ie plus petit possible, compatible avec 
la condition precedente (3°), p štant un nombre positif fixe. 

D'apres cette Ioi de formation, la construction d'une suite 
(En) peut etre effectuee aisement. 

En effet, pour determiner Ie premier element pni, on n'aura 
qu'ä trouver celui des elements de la suite 

(E) — (E1) — (E2) — ... — (En-l) 

dont 1'indice sera Ie pius petit. Or, pour cela il suffit de deter-
miner seulement un nombre fini de premiers elements des suites 
(E1), (E2)1 . .. (En-1), de sorte que 1'on ne continue Ie procede 
de formation de chacune de ces (n — 1) suites que jusqu'au 
moment que 1'on obtiendra Ie premier element dont Ie rang 
sera superieur ä celui du premier element de la suite (E^), ce 
dernier etant 2n _ 1. 

Il est clair que, apres un nombre fini d'operations, on trou-
vera tous Ies Clements de la suite 

(E)-(E1)-(E2)-...-(En^i) 

dont Ies rangs sont inferieurs ä 1.2"-1, et dont Ie nombre sera au 
moins un, puisque, d'apres la condition 2°, X1 <^-1 appartiendra cer-
tainement ä celle-lä. 

Or, entre ces elements, en nombre limite, il y aura eVi-
demment un dont 1'indice sera Ie pius petit; c'est celui-ci que 
1'on designera par ^ n l . 

Quant aux autres Clements de la suite (En) 

(An2 , f^nB j . . . ftnh, • • •» 

on Ies choisira successivement entre Ies elements de la suite' 
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( ¾ ) =A 1 2 "- ! , A3.2
w_1» • • • A(2fc-l)2w_1" * •'-» 

en tenant compte des conditions 3° et 4°. 
Ainsi, ä chacune des suites (EJ) on fait correspondre une 

suite bien determinee (En). ,Le nombre des suites (2¾) 6tant 
l'infini, Ie nombre des suites (En) Ie sera, par suite, lui-aussi. 

De Ia Ioi de formation des suites (En) on tirera aisement 
Ies conclusions suivantes': 

10 Chacune des suites (E1
n) ne contient que Ies elements 

appartenant aussi k (E). 
2° Chacun des elements de (E) appartiendra ä l'une des 

suites partielles (En) et ä une seule. 
3° Les n premiers elements de (E) rentrent dans Ies premieres 

suites partielles ( ¾ , (2¾) . . . dont Ie nombre sera n au plus. 
4° Chacune des suites (En) satisfftit aux conditions enoncees 

dans notre proposition. 
11 en resultera donc que Ia decomposition de Ia suite 

donnee (E) 
(E) = (.Ej) -f- (E2) —{— ... —f- (Ef) -j-.. 

que nous venons d'effectuer, sera bien teile qu'on l'exige dans 
notre proposition. 

21. Apres avoir decomposš Ia suite (E) en une infinite de 
suites partielles (En), nous ferons correspondre ä chacune d'elles 
(En) un systeme reduit generalise (Sn) 

CO 
Q = (• = 0,1, 2,.-..), 

Ä=1 

en y dšsignant Ies inconnues par yn h. 
Tous ces systemes (Sn) appartiennent evidemment au type I 

et, d'apres Ia proposition du n° 20, ils sont caracterises par Ia 
relation • 

Par suite, d'apres Ie n° 13, leurs solutions sont fournies par 
Ies formules (13), en y rempla<?ant Ies quantites 

C, Aj, A2J A3» • . . Ah, . . . 
3* 

f*<n(h+lj 
fA>nh 
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respectivement par 

(jii) f^nl) Pn2> pn8t • • • (Anh) • • • 
On aura donc 

n . ( i\/i—i r> ^w2 ^w3 • • • AMfe-1) y*ii — Un, ynh — ( 1) Un 2 

/ j Pnl\ AtWli /| Pnl \ /j, /*nl \ Pnl \ 

\ Pn2f \ PnS J \ pn(h—l)J \ pn(h-{-l)J \ (ln(h+2)J 

(j Pn2\ /^ ÂMB \ AtHffe-LA AtMh \ (Anh \ 
PnhJ ^ (AnhJ ' Pnh J y pn(h-\-\)J ^ pn(h-\-%)J  

(A = 2,3,4,...), 

Cn etant une constante arbitraire. 

D'apres Ie n° 13, on peut dire que 

?m4= o pour Cn 4=0. 

22, Il nous reste enfin ä construire- une Solution du systeme 
donne (S) ä l'aide des solutions des systemes rGduits generalises (Sn). 

A cet effet nous Gtablirons tout d'abord une correspondance 
univoque et rGciproque entre Ies inconnues xa, du systGme donne 
(S)' et celles des systemes (Sn), c'est-ä-dire Ies ynh. 

Remarquons que chacun des elGments Xn de la suite (E) 
entre aussi dans une des suites partielles (En) et dans une seule 
(n° 20), y Gtant dGsignG par un (a ä deux indices, et qu'inverse-
ment chacun des p ä deux indices represente l'un des X; c'est 
ce qui permettra d'etablir la correspondance d GsirGe. 

Bn effet, soit, par exemple, 

Xs = Pnh , 

en tenant alors compte de ce que X8 est Iie dans Ie systGme (S) 
ä l'inconnue X8 et que de meme Pinh est IiG dans Ie systeme 
(Sn) ä l'inconnue ynh, on aura immGdiatement la correspon-
dance dGsirGe 

X8 * X8 — Pnh "* * ynh •> 

ou simplement: 
X8 < • ynh • 
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Cela etant, nous allons demontrer qu'en prenant 

xs — ynh pour Xa * • ynh, 

ynh etant determinö par Ies formules (17), on obtiendra une So-
lution du systeme donnG (S) en y specifiant convenablement Ia 
constante arbitraire Cn. 

Remarquons tout d'abord que Ia serie 

00 

U (2wä)8 plhynh 
h=1 

est absolument convergente, quelle que soit Ia valeur attribuee 
ä Ia constante arbitraire Cn de laquelle depend, d'apres Ies for-
mules (17), ynh. 

En effet, en posant 

= et vH=\(2»h)'KHyM[ 

on aura 

Vh+l __ (M-I)3
 e Uh+1 

Vh h? Uh 

Or, 

et, d'apres Ie n° 13, 

lim ^ 1 = O; 
h-+ OQ Uh 

par suite, 

lim v H i = O . 
A-* oo vh 

Il en resultera, en particulier, que, en prenant, dans Ies for-
mules (17), Cn= 1 et en designant par ynh Ia valeur correspon-
dante de ynh (h — 1, 2, 3,...), on peut trouver un entier positif 
Nn tel que pour h^N„ soit 

| ( 2 n Ä ) V ^ ^ | < l , 

Iim fctl\3=i 
h->oo \ h ) 
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Ie nombre des termes de la sšrie 
0 0 

2&nhf 
k=l 

dont Ieis modules sont > 1 etant Nn—l; 
Entre ces Nn—1 termes nous choisirons celui dont Ie mõdule 

sera Ie pius grand, ou au moins pas plus petit que ceux des 
autres Nn—2 termes. 

En designant son mõdule par rn, nous determinons un 
nombre positif Qn de la fa<?on suivante: 

Qn = rn, si TVm > 1 , tandis que e n = l , si jV„ = l ; 

cela etant, convenons de specifier la constante arbitraire Cn de 
sorte que soit 

An y designant une constante assujettie ä la seule condition 

\An\>l. 

D'apres cela, on aura evidemment 

J (2wA)3 fi"h ynh | < 1 (A = 1,2,3,...); 

par suite, 

I I <(2nkf' 

ou, en tenant compte de ce que 2nh :> n + A, on aura 

I (Kh 

Pour l ^ l ^ l on en deduira 1'inegalite 

(1^) • j Kth Vnh j ^ j ^3 (¾ = 0,1, 2 , . . . n), 

permettant de demontrer ci-dessous la convergence absolue des 
series du systeme (S). 
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23. En prenant X8 = ynh (pour xl 

l 

ynh) et en posant 

Cn 
Qn An 

(n° 22), 

Ies valeurs des xs constitueront une Solution du systeme donne (S). 
En effet, elles rendent absolument convergente chacune des 

series du systeme (S) 
oo - , 

2JK xs, 

i Gtant un entier positif quelconque ou zero. 
On s'en assurera par Ies considGrations suivantes. En re-

marquant que Xs = Pnh, et xs = ynh et en tenant compte du n°20, 
on s'aper<?oit immGdiatement de ce que la (i-|-l) i i :me serie du 
systeme (6) contient tous Ies termes des (i-(-i) iömea sGries des 
systGmes rGduits gGnGralisGs (Sn) et qu'elle n'en contient que 
ceux-ci. 

Or, dGsignons 
vnh^Knhynh^--Xi

8Xs, 

constituons Ie Tableau ä double entrGe 

I ^ll I' I V12 |, I V19 |, . . . \ Vih \, . . . 

I 2̂1 |) 1^22 |> I 2̂3 |> ' • • I V2h |, . . . 

I Vnl |, I Vn2 |, I VnZ |, • • . I Vnh |, . . . 

et servons nous du critere de convergence suivant 
La s e r i e d o u b l e ä t e r m e s p o s i t i f s 

OC OO 

Z ž\Vnh\ 
n=l h—l 

c o n v e r g e , s i l ' o n a 

I ^ K õ r p y » + » ( e > 0 ) 
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p o u r n ^ N , i n d e p e n d a m m e n t de Ji, e t p o u r Ji^1H, 
i n d e p e n d a m m e n t de n(x). 

Nous verrons que dans ce cas-ci 1'on peut bien trouver 
deux entiers positifs iV et H teis que soit 

<®>°) 

pour n^N, independamment de h, et pour h>H, independamment 
de n. 

En effet, en tenant compte de ce que dans la suite 

(E) = A1, A2, . . . A3, . . 

Ies modules des elements (| Afc |) vont en croissant 

(lim I Afc I == oo\ 
\ &->oo /' 

on peut dire que |A&|>1 pour Jc^Jc0. Jc0 etant un certain entier 
positif. D'autre part, d'apres Ie mode de decomposition de la 
suite (E) (n° 20), Ies premiers (&0—l) elements de (E) sont 
repartis entre Ies premieres suites partielles (Em) dont Ie nombre 
sera (Jc0—1) au plus. Il en resultera donc que 1'on pourra indiquer 
un entier positif N1 tel que 

I Pnh |^>l pour n>Nlt quel que soit Ji. 

(1) Numerotons Ies termes du TabIeau ci-dessus d'apres la regle suivante: 

IW111Z=U1; |v 2 1 | = w2, |*>12l = %; 1^1 = ¾ Î 221 = |v13| = %; 
et ainsi de suite; en remarquant alors que sur la premiere diagonale se 
trouve un seul element, sur la deuxieme, 2 elements, sur la troisieme, 3 
elements, et ainsi de suite, on aura pour um = | vnh | » 

j »^1 + 2 + 3 + . . .+(» + Ä —1) = + (w + ft—Ji < (n -)- Kf; 
u 

donc, m} +" < (» + ^ (&i > 0) 

et, par suite, en posant = on aura, d'apres l'hypothese faite, 

um = \vnh\< - - j V n < -rrr (<?1 > 0)' 
1 (n -j- h) ^ m 1 + ^ 

d'oü 1'on deduira immediatement la convergence de la serie double 
OO OO 

2J JEJ I vnh I • 
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Or, i Gtant fixe ä l'avance, dGsignons par N celui des deux 
entiers i et N1 lequel ne sera pas plus petit que l'autre; 'alors, 
d'apres 1'inGgalite (18), on aura 

K*K(n_!_Ä)2-h> (e = i > o ) 

pour n^N, independamment de h. 
Donc, il ne nous reste qu'ä examiner Ies termes qui occupent 

Ies premieres (N— 1) lignes dans notre Tableau et qui appartien-
nent aux (*4-l)iömes series des (iV— l) premiers systems reduits 
generalisGs (Sn). Or, on s'en assurera aisement, tout comme au 
n° 22, que chacune des (N— 1) series: 

OO 

2J(?nhf PilhVnh (n = l,2,3,...N—l) 
n=l 

sera absolument convergente; par suite, pour chacune d'elles on 
pourra indiquer respectivement un entier positif Hn tel que soit 

j (2nhf Pi
nh ynh | < 1 pour h > Hn 

(n = 1, 2, 3 , . . . N— 1), 
d'oü l'on deduira 

I Kn Vnh I < (2nkf < 

. Donc, en designant par H celui des (A r-I) entiers: H1, H2. .. 
HN- 1 qui ne sera pas plus petit que chacun des autres, on aura 

K»l< ( n - :pA) 2 +<' ( 9 = 1> 

pour h>H, independamment de w. 
Il en resultera, d'apres Ie critere cite, que Ia serie double 

OO OO 

U 2J\vnh\ 
n=l h=l 

sera bien convergente; donc, Ia serie 

OO OO 

JS U Vnh 
Ii= 1 h=l 

sera absolument convergente. 



42 HERMANN JAAKSON A VIII. i 

Elle aura, par suite, une somme bien determinee, ne de-
pendant ni de l'ordre ni des differents modes de groupement 
des termes. Or, remarquons que 

OO 

^ = H Knh ynh 
h~l 

[c'est la (z-{-l)ifeme equation du systeme (Sn)] ; d'apres cela, on 
aura evidemment 

OO OO 

O = H Hvnh, 
n=l h==l 

puisque la serie double 
OO OO 

JS Vnh 
n=l h=l 

contient tous Ies termes des (^-|- l)ižmes series des systemes (Sn) 
et n'en contient que ceux-ci. 

Enfin, la (i -j- l) i ö m e serie du systeme donne (S), ayant Ies 
memes termes que la serie absolument convergente 

OO OO 

JS JS vnh 
n—l , h—l 

et ne differant de celle-ci que par Ie mode de groupement des 
termes, on en conclut immediatement qu'elle sera absolument 
convergente, elle-aussi, et qu'elle aura pour somme zGro: 

OO 

O = Hxi xs; 

donc, Ies valeurs des xs determinees ci-dessus satisferont bien 
au systeme donne (S). 

24. En multipliant Ies valeurs de toutes Ies inconnues 
constituant une Solution du systeme donnõ (S) par une constante 
arbitraire A, on obtiendra evidemment encore une Solution du 
systeme (S), celui-ci etant un systeme homogene. 

Aussi, une Solution d6pendant de la constante arbitraire A 
et des quantitõs An assujettiesäla condition: \An\~>l s'exprimera-
t-elle ä l'aide des formules suivantes: 
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(19) 

X s = —— pour H = I1 
• Qn A-n 

• \h—1 (^n2 At"3 • • • 
^ ) n A „h— 2 

Pn(H-I) 

Qn An Kih
 2 

Pnl\ Pnl \ phl \ Pnl \ 

Pn2f \ pn3j \ Pn(h—l)J \ pn(hr{-l)J \ pn(h+2)J 

Pn2\ pnä\ L Pn(h"l)\ I ^ Pnh \ / ^ 

PnhJ ^ pnhj y Pnh J ^ Pn(h-\-l)J y 

(A = 2 ,8 ,4 , . . . ) , 

Pnh 

Pn(h-\-2)J 

Ies valeurs de n et de h qui correspondent ä s etant determi-
nees par Ia decomposition de Ia suite (E) (n° 20): K = Pnh, et Qn  

se calculant d'apres Ie n°22. 
Gräce ä Ia presence des quantites A et An dans Ies formules 

(19), on peut faire prendre aux inconnues 

Xav #«2, . . . Xar 

du systeme (S) respectivement Ies valeurs 

» ®2i • " " 

prescrites arbitrairement, si l'on choisit ces r inconnues d'une 
certaine maniere, r etant d'ailleurs un entier positif quelconque. 

En effet, ceux des xs qui constituent, cl'apres Ie mode de 
determination des x8, Ia Solution du systeme rGduit gGnGralise 

A (Sn), dGpendent tous de Ia m§me quantite -j-\ par suite, ce n'est 
A.n 

qu'une seule de ces inconnues ä laquelle on peut faire prendre 
une valeur prescrite arbitrairement, en choisissant convenablement 

J i Ia valeur de -r-; celle ci une fois fixee, toutes Ies autres incon-
•A-n 

nues du m§me systeme (Sn) obtiendront Gvidemment des valeurs 
completement determinöes. 

D'apres cela, il faut donc que parmi Ies r inconnues: 

Xav Xa2, . . Xar 

il n'y ait aucune paire correspondant au meme systeme rGduit (Sn). 
D'autre part, c'est aussi Ia condition süffisante. En effet, 

supposons-la satisfaite et remplapons dans Ies formules (19) Ies 
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inconnues Xav xa%, . . . xür respectivement par aly a2, ... ar\ 
en resolvant alors ces r equations par rapport aux quantites 
indeterminees Anv Anv . .. Anr, on constatera aisGment qu'il 
suffit d'attribuer ä la constante arbitraire A des valeurs dont Ies 
modules sont assez grands, pour que Ies valeurs correspondantes 
^in1, An2, . .. Anr satisfassent ä la condition 

I Ani I > 1 (i ==1,2,.. . r), 

quel que soit 1'entier positif r. 
C'est donc d'une infinite de mani&res que 1'on peut choisir 

Ay Anv An2, . . . Anr de sorte que 1'on ait 

(i= I, 2, 3, .. . r). 

Or, Ies formules (19) renferment une infinite de quantites 
An (n = 1,2,3,. . .); par consequent, apres avoir fixe d'une cer-
taine maniere A, Anv An2, . . . Anr, il y restera encore une in-
finite de An indetermines. On peut donc dire que, quel que soit 
1'entier positif r, en choisissant Ies r inconnues: xUv xtt2, ... x0r 

de sorte qu'il n'y ait aucune paire correspondant au m§me 
systeme (£„), Ies formules (19) permettront de calculer une in-
finite de solutions numeriques du systeme donne (S) telles que, 
dans tous Ie cas, Ies inconnues xav xa%, . . . Xttr prennent 
respectivement Ies valeurs arbitrairement prescrites a l 5 a2, ... ar. 

En remarquant enfin que, d'apres la proposition du n° 20, 
la suite 

(E) — Aj, X2, . ... An, . . .• 

peut §tre decomposee toujours de sorte que Ies r elements quel-
conques : Aai, Xâ , . . . Xclr appartiennent tous ä des suites par-
tielles distinctes (En)f il en resultera immediatement que 1'on 
peut faire correspondre Ies r inconnues: xav Xa2, . . . xUr, arbit-
rairement choisies ä l'avance, ä des systemes reduits generalises 
distincts (Sn), et Ieur faire prendre, par suite, Ies valeurs arbit-
rairement prescrites. 

On en conclut donc q u ' e t a n t d o n n e un s y s t e m e 
q u e l c o n q u e (S) du t y p e I, l ' a p p l i c a t i o n c o n v e n a b l e 
du p r i n c i p e d e s r e d u i t e s p e r m e t t o u j o u r s de con-
s t r u i r e u n e i n f i n i t e de s o l u t i o n s du s y s t e m e (S), 
t e l l e s q u ' a u c u n e d e s i n c o n n u e s ne s o i t z e r o et 
q u e Ies i n c o n n u e s x U v Xa2, . . . xKr, a r b i t r a i r e m e n t 
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c h o i s i e s ä 1 ' a v a n e e, p r e n n e n t i e s v a l e u r s a r b i t r a i -
r e m e n t p r e s c r i t e s («»): 

Xtti = a. (i = 1, 2, . . . r), 

r Gtant un n o m b r e e n t i e r p o s i t i f q u e l c o n q u e . 

Y. Sur la construction des solutions des systömes du type II. 

25. Etant donne un systeme quelconque du type Il 

+ QO 
o = Tt X , w n ny 

dont Ies Xn satisfont aux conditions (3), (4) et (5), on peut Ie 
resoudre par un procede tout ä fait analogue ä celui que nous 
venons d'appliquer aux systemes du type I. A cet effet on 
n'aura, au fond, qu'ä reprendre tous Ies raisonnements precedents, 
en n'y apportant que des modifications legeres permettant 
d'obtenir ici Ies mGmes resultats que dans Ie cas des systemes 
du type I. 

La methode de construction des solutions Gtant cette fois, 
quant ä ses traits essentiels, la meme que dans Ie cas prGcGdent, 
il ne s'agira pas, ci-dessous, de la developper de nouveau, mais 
il suffira de mettre en evidence la IGgitimitG et 1'efficacitG de 
1'application aux systemes du type II de Ia methode dGjä exposGe 
ä propos des systemes du type I. C'est dans cet ordre d'idGes 
que nous allons maintenant faire quelques remarques nGcessaires. 

26. La proposition concernant Ia dGcomposition de Ia suite 
(E), dGmontrGe au n° 20, restera valable aussi dans Ie cas oü 
l'on conviendra d'entendre par (E) Ia suite 

• • • —̂(n—iy • ' • A_2, A_1, XQ, A l j i A2, . . . An, . . . 

qui caracterise Ie type II, c'est-ä-dire qui satisfait aux conditions 
(3), (4) et (5). 

En effet, en dGsignant 

(EM) = A1, A2, A8, . . . Alf, . . . et 

(EW) = A0, A_x, A_o, . . . A_„, . . ., 

• on aura (E) — (EW) (EW). 
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Or, Ies elements de la premiere de ces deux suites partielles 
satisfaisant ä la condition 

lim I Xn I = oo, 
W-»-oo 

on peut donc la decomposer selon la proposition enoncee: 

oü Ies suites partielles 

= • • • ! > % ••• 

sont telles que 

Pa)-11 (fc+i) 
w 

> P > l 

et 2° que (2¾0) ne contientdes r q u a n t i t e s : , X c i 2 , . . . Xa^ 

arbitrairement choisies ä 1'avance, dans la suite donnõe (E), qu'une 
seule au pius. 

D'autre part, en tenant compte de ce que 

Iim | m S | = oo, 
»-•oo 

on peut indiquer evidemment un entier positif M tel que 

L I 
^ v > 1 P o u r n 

X j ayant Ie meme sens que dans l'in6galite (5) (n° 7). 
Or, ä partir de la M ihme suite partielle (2¾¾ associons ä 

chacune d'elles, d'apres certaine regle, un element £_,• de Ia suite 
partielle (E(2)), de sorte que I 0 Ia suite 

(En) = A_., 0*, ii% ... (n^M) 

ne contienne des r quantites: Xa^ Xa^, . . . Xa^ qu'une seule au 
plus, et 2° qu'ä l'aide des suites (En) s'etablisse une correspon-
dance univoque et reciproque entre Ies elements de Ia suite (2žX2>), 
d'une part, et Ies suites partielles (E^)t d'autre part, oü n^>M: 

• A _ — - ( ¾ ' ) -
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En faisant correspondre ainsi ä chacun des Clements 
X_. (i = 0,1,2,...) une suite partielle (¾11) (n>M ) , on 
obtiendra une infinite de suites partielles (En). Designons leürs 
elements de la maniere suivante: 

.Li = M111, MS! = #»„(»+,) (n>M) 

et posons pour n<CM 

f^nh = K h > a i l l S i ( ¾ 1 3 ) = ( E n ] ( n < M ) [ 

alors la decomposition de la suite (E) s'obtiendra evidemment 
sous la forme 

(E) = (E1) -f- (E2) (En)--\-... 

Donc, en tenant compte de 1'inegalite 

|A_. | < A (i = 0 ,1 ,2 , . . . ) (n° 7), 

il en rGsultera la proposition suivante: 
E t a n t donnGe u n e s u i t e 

(E) = . . . A_w, . . . A 2 , A_lf A0, A1, Ag . . . A1 j , . . . 

teile que 1'on ait: 

I 0 Aä 4= Afc pour A 4= k, 

2° lim I Am I = oo, 
«-•oo 

3° I A n | < A (^ = 0 , 1 , 2 , . . . ) , 

on p e u t la d š c o m p o s e r en u n e i n f i n i t e de s u i t e s 
p a r t i e l l e s (En), de s o r t e q u e , en d e s i g n a n t Ies Cle-
m e n t s de (En) par 

ftnly Pn2y • • • pnhy . . ., 

c e u x - c i s a t i s f a s s e n t ä la c o n d i t i o n 

pnh 
> 

/A = 1 , 2 , 3 \ 
[«•= 1,2, B, 

et q u e Ies r e l e m e n t s : A0i, Xa^, . . . Aa, a r b i t r a i r e -
m e n t c h o i s i s ä 1 ' a v a n c e , d a n s la s u i t e (E), s oie nt 
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r e p a r t i s e n t r e r s u i t e s p a r t i e l l e s (En) d o n t c h a c -
u n e n ' e n c o n t i e n d r a q u ' u n s e u l , r 6 t a n t d ' a i l -
I e u r s u n n o m b r e e n t i e r p o s i t i f q u e l c o n q u e . 

27. Apres avoir decompose la suite (E) en une infinite de 
suites partielles (En)f nous ferons correspondre ä chacune d'elles 
(En) un systeme reduit generalise (Sn), ä savoir: 

OO 

(Sfn) (¢ = 0 ,1 ,2 , . . . ) , 
/1=1 

dont Ies inconnues ynh se calculeront ä Paide des formules (17) 
contenant des constantes arbitraires Gn. 

Ensuite, nous etablirons une correspondance univoque et 
reciproque entre Ies inconnues x8 du systeme donne (S) et celles 
(ynh) des systemes reduits generalises (Sn), de sorte que soit 

Xs •* • Xs — pnh *• ynh' 

Enfin, pour obtenir une S o l u t i o n du systeme donne (S), 
nous poserons 

xs — ynh poui. xs • ynh j 

en specifiant la constante arbitraire Cn de sorte que soit 

C. = r V (M»I>1), y« A-n 

Qn etant un nombre positif que 1'on determinera de la maniere 
suivante: 

Prenons, comme au n°22, la serie 

OO 

U (2nhf Plh ynh, /i=i 

en entendant par ynh la valeur de ynh obtenue des formules (17) 
en y faisant Cn = 1. 

Remarquons que, d'apres Ie mode de decomposition de la 
suite (E), si n ^ M (n° 26), Ies pni representent Ies elements de 
la suite partielle 

(Em = x, x ,x , . . . x , . . . v J O —1 —2 —n 
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Or, en tenant compte de 1'inGgalite 

J A_. | < A ¢ = 0 , 1 , 2 , . . . ) , 

prenons un nombre positif ^ > 1 tel que soit 

I A_. | < » 1 (« = 0,1,2,...), 

et remplapons dans la serie ci-dessus pnl par p (n ;> M). 
Cela etant, convenons d'entendre, pour n>M, par Qn celui 

des modules des termes de la serie absolument convergente 

OO 

(2w . I f p n yni + Z(iInhf pn
nh ynh 

/1=2 

qui ne sera pas inferieur ä aucun des autres. Pour n<CM 
soit, par exemple, Qn = 1 (n <C M). 

Il en resultera que, ä partir d'une certaine valeur de n, 

(18) I t^nh Vnh j ^ (11 I /¾)3 ^ = 0 , 1 , 2, . . . n), 

puisque pour n assez grand on aura simultanement 

I Pm I < p > 1 et I pnh I > 1 {h ^ 2). 

L'inegalite (18) perinettra de demontrer que Ies valeurs des 
inconnues xs, que nous venons de determiner, constituent une 
Solution du systeme donne (S). Pour s'en assurer, on n'aura 
qu'ä repeter Ies raisonnements du n° 23. 

Enfin, tout comme au n° 24, on en deduira Ie resultat suivant: 
E t a n t d o n n e un s y s t e m e q u e l c o n q u e (S) du 

t y p e II, en y a p p l i q u a n t c o n v e n a b l e m e n t Ie 
p r i n c i p e d e s r e d u i t e s , on p e u t t o u j o u r s con-
s t r u i r e une i n f i n i t e de s o l u t i o n s du s y s t e m e (S)y  

l e l l e s q u ' a u c u n e d e s i n c o n n u e s ne s o i t z e r o , et 
que Ies i n c o n n u e s xa , xa , . . . xa , a r b i t r a i r e m e n t 
c h o i s i e s ä 1 'avance, p r e n n e n t Ies v a l e u r s a r b i t r a i -
r e m e n t p r e s c r i t e s (a<): 

xUi = ai = 1, 2,... r), 

- r e t a n t un n o m b r e e n t i e r p o s i t i f q u e l c o n q u e . 

4 



C H A P I T R E II. 

Sur Ies systfcmes d'equations lineaires non homogenes 
ä une infinite d'inconnues attachäs aux series de 

Dirichlet. 

I. Generalites. 

28. Dans Ie Chapitre II nous allons appliquer Ie principe 
des reduites k Ia rösolution des systemes lineaires non homogenes 
appartenant aux types suivants: 

OO 
(20) Ci = HhnXn (type III), 

tl=l 

-j- GO 
(21) Ci = 2J^nXn (type IV) 

n = — CC 

(i = 0 , 1 , 2 , 3 , ), 

dont Ies Xn satisfont aux conditions (3), (4) et (5) (n° 7). 

Ces systemes, etant analogues respectivement aux systemes 
du type I et du type II, ne different de ceux-ci que par Ies 
parties gauches des equations; tandis que dans Ie cas precedent 
tous Ies Ci etaient nuls, on suppose, dans ce cas-ci, qu'au moins 
Tun des a soit different de zero; et c'est Ia seule condition ä 
laquelle sera assujettie Ia suite des d. 

29. Les systemes (20) et (21) peuvent etre attaches aux 
series de Dirichlet par Ie meme procede formel que Ies systemes 
homogenes (1) et (2) (n° 8). 
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Etant donnee, sous la forme I ou II, une sGrie de Dirichlet 
quelconque 

y —V 

n 

ä coefficients indetermines xn, nous en deduirons une suite in-
defirrie de series analogues 

Xn)xne~l"Z^ 2J(—^)2x*e~lnZ' * • 
n n 

dont chacune s'obtiendra en differentiant terme ä terme la serie 
precedente; cela etant, il est aise de voir qu'en faisant prendre 
ä toutes ces series pour z — O respectivement Ies valeurs prescrites 

C0, Cl, C2, . . . ( 1 )MCn> • • •> 

on obtiendra evidemment un systeme (20) ou (21), ayant pour 
inconnues Ies coefficients indetermines xn de la sGrie de Dirichlet. 

Ainsi, ä chacune des series de Dirichlet on peut faire cor-
respondre un systeme (20) ou (21), en fixant d'une fagon quel-
conque la suite des Ci; de men\e, il est elair qu'inversement 
chacune des solutions d'un systeme quelconque (20) ou (21) 
fournira une serie de Dirichlet ayant pour coefficients Ies valeurs 
des inconnues du systeme resolu. 

Cette serie representera une fonction F(z) bien determinee, 
au moins pour z = 0 : 

F(O) = c0. 

De plus, dans des cas assez Gtendus F(z) sera dGterminGe 
non seulement ä 1'origine (z = 0), mais certainement aussi dans 
des regions beaucoup pius vastes; pour s'en assurer, il suffirait 
d'assujettir Ies arguments des In ä certaines conditions, tout 
comme nous 1'avons fait ci-dessus, au n° 9. 

Les memes considerations que Celles du n° 9 nous con-
duiront ä la conclusion suivante: 

On pourrait, au moins sous certaines reserves, interpreter 
Ie probleme de la resolution des systemes (20) et (21) comme 
celui de la construction de series de Dirichlet qui representent 
des fonctions F(z) holomorphes dans certaines regions, et telles que 

^7(O) = c0, FW(O) == (—1 Ycn (n = 1, 2, 3,. ..). 
4* 
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II. Sur 1'application de la mõthode de Fourier ä certains 
systömes du type III. 

30. Nous allons appliquer la methode de Fourier ä certains 
systemes du type III dont Ies c» satisfont ä la condition par-
ticuliere 

Ci = O pour i 4= h et c& 4= 

h Gtant un entier positif quelconque ou zero. 

Ces systemes se presenteront donc sous Ia forme suivante: 

(22) 

o = 21 xh 

h—l 

OO 

O = Ml
 1 Xh 

oo 

Cfc= yjx h xh 

h=i 

OO 

/1=1 

Xh 

Bn y rejetant toutes Ies equations, sauf Ies n premieres 
(n~J>k), et en ne conservant dans Ies parties droites de celles-ci 
que Ies n premiers termes, on obtiendra un systeme reduit fini. 

Designons sa Solution par 

J» ,Jn) o» ~(M) . X1 , > ' ' ' h * ' 

il est clair qu'on aura alors 

z 
( h = 1 , 2 , . . . »), 
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zf,J et h etant Ies determinants suivants: 

A(n) 
fc+1, h 

i 1 , , , . . l 
A1 * A2 . . • • Xn 

Än) = A1 •• . . X2 

n t 

a—i 
Äi 

2«—i 
2 . . Xn-1 

n 

1 1 . l l . . 1 
A1 A2 . - V 1 Afc.fi • • • K 

Xk
1-

1 2 &—1 
2 • C 1

1 
Xk-1 . . M-i • C 1 

X1?1 ^ + 1 • • • c ; Xk+1 . . 
h+i xt+1 

n 

x —i 
2 • c ; 

n n—1 
Ah+1 • Aw-1 

n 

Comme on Ie sait, 

j > 9 ( • ; r t j ; J *•«»). 

Quant ä A^ h h, on peut Ie presenter sous Ia forme d'un produit 
de deux facteurs: h = P1 P2 dont Ie premier sera 

P1 = II(Xj-Xg), j>g U = ^Z'..Ji—l,Ji+l,...n \ 
i \ j 9h \g=l,2,...Ji— 1, — IJ 

]>uisque A^ 1 h, s'annulant pour X9 = Xj, aura pour facteur chacun 
<.es (Xj XJ). 

D'autre part, A i^h h est evidemment un polynöme entier et 
homogene d'ordre 

n(n — 1) Jc 

des (n — 1) quantites: 

X1, X2, . . . Xh v Xhj^_v . . . Xn, 
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et de degrõ (n—l) par rapport ä chacun des Xi, tandis que P 1  

est un polynõme entier et homogene d'ordre 

!*»=!)_(„_!) 

des memes (n—1) quantites, et de degr6 (n—2); par suite, 

p _ * 

sera un polynõme entier et homogene d'ordre (n—Jc—1), et du pre-
mier degrš par rapport ä chacune de ces (n—1) qnantitGs (Xi). 

Enfin, en remarquant que toute permutation de deux X quel-
conques: Xg et Xj ne produira dans h ainsi que dans P 1  

qu'un changement de signe, on en pourra conclure imme-
diatement que 

A(n) 
n fc+1, h 

2 P l 

sera une fonction symetrique des (n—1) quantites: 

Xv X2, . . .. Xh_v Xh_^v . . . Xn. 

Aussi, tous Ies termes de P 2 ont-ils Ie meme coefficient 
numerique que 1'on peut dõterminer en calculant un terme quel-
conque de P2. Or, en divisant, par exemple, Ie terme diagonal 
de A ^ h h par Ie terme de P1 

j 1 j2 *h —2 jh—1 jn—2 
A2 A3 . . . ... An , 

on obtiendra Ie terme suivant de P 2 : 

V , • • • •• - K (P o u r * < * — i ) . 

OU Xk+2 \+3 •••'•» (P°U r 

Il en resultera donc que Ie coefficient numerique est -f-1. 
Par suite, P 2 est completement determine: c'est la fonction 
yymetrique, entiere et homogene, d'ordre (n—Jc—1) des (n—1) 
quantites: Xv . . . Xh_v Xh+V . . . Xni et du premier degre par 
rapport ä chacune d'elles, tous Ies termes de ce polynõme ayant 
Ie meme coefficient numerique + 1 . 
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Nous Ie dösignons par 

(n—1) 
J T (A2 A3 A4 . . . A„_fc) (pour h = 1), 

(n—1) 
ou par ^ (A2 A3 A4 . . . A ( p o u r A>1). 

(AÄ, A1) 

Dans Ie cas oü A = I, c'est une fonction symötrique des 
(n—1) quantitšs: A2, A3, . . . An, tandis que dans Ie cas oü 
A > 1, c'est Ia meme fonction des (n—1) quantites: 

A1, A2, . . . Xh_v AÄ+1, Aw, 

celle-ci s'obtiendra evidemment de Ia fonction precedente, quand 
on y echange entre elles seulement Ies quantites Xh et A1; et 
voilä pourquoi nous Ia dGsignons par 

(n-l) 

2 V 3 • • • An—fc« 
(½, l̂) 

Remarquons, enfin, que Ie produit 

A2 A3 . . . A„_fc 

est celui des termes de P2 dont Ie poids est Ie plus petit pour A = I. 
Cela etant, Ies valeurs des inconnues x ^ du systeme reduit 

s'exprimeront sous Ia forme suivante: 
(w—1) 

H 2̂ A3 • • • A„_fe 

^ ^ k{hi—AX)(Ah—A2)... (Xh—Xh-x) (Afc.fi—Xh)... (Aw—Xh) 

Bn divisant encore Ie numerateur ainsi que Ie denominateur par 

Al • 2̂ * • • Ajft—1 Ah_j-i . . . An, 
on aura definitivement 

(n—1) ^ 

^ A2A3 . . . XjtJirX 
* M = ( . _ i y . + * - l c  

- ) ( - £ ) H S } • - ( 1 - ¾ 
( A = 1, 2,3, . . .), 
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(n—i) j 
oü 1'on entend par 

la fonction symetrique, entiere et homogene, d'ordre Je des (n—i) 
quantites: 

1 1 . . . 1 . . . L 
A1 A2 Afc_i Afc-j-i Am 

et du premier degre par rapport ä chacune d'elles, tous Jes termes 
de ce polynõme ayant Ie meme coefficient numerique -f-1. 

n—1 
s- A2Ag . . . Afc+J 

est la meme fonction des (n—l) quantites: 

1 1 1 , , . . . 
2 8 

En particulier, pour Je = 0, on aura 

1 

(23») 

^)==(—i y - % 

( i - ' H t - ' H c - ' X ' - j f e H ' - y 
(Ä= 1,2,3, ...). 

31. Apres avoir resolu Ie systeme reduit, forme de n equa-
tions, il nous reste ä passer ä la limite pour n —> oo. A cet 
effet il faut etudier de pres Ies expressions 

n—1 1 n— 1 .. 
y 1

 ef y 1 

^ A2A8... Afc+1 A2A8... Afc-j-i 
(A/,, Aa) 

Nous allons demontrer tout d'abord la formule recurrente 
suivante: 

/ n--l j • M—1 ^ 

I ( w — = S l ^ u h • • • 
< 2 4 ) i 1 

-S2Hjjl ; h • • • + ( - 1 ) " 1 2 ^ - 1 ' I 2̂ 3 • • * —2 
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OU 

Sm — + + - + Tii (w = 1 , 2 , 3 , . . . ) . 
A 2 M An 

En effet, il est aise de voir que 

M—1 j n—1 j n— 1 ^ 

*Vn-JU-VSl = ( m _ 1 ) ^ K K ••• ^ 

n—1 j n—1 j n—1 ^ 
H7 7 /... „ ' S2 2ä 727 ~ r , 2, A2Ag . . . Ajn—2 AgAg-^Am-I AjAg . . . Am_2 

n—1 i n—1 
S i i i ' s3 — E ,»j. j ~ 2. j t A - - V - . 1 2 ¾ - - - V 2

 w A i V - - V 

n—1 J M—1 j 
( - i ) " 2 ' r • s»-a = (—i)*" 3 2 ' Ä = » t + ( — I r - 3 w 

"2 " 2 3 

En ajoutant ces egalites, on obtiendra immediatement la 
formule (24). 

32. Demontrons maintenant la formule 

v i _ 4-1— —\ r v 1 

A2 A 3 . . . Am
 w A2 A 3... Aw ^A1 XhJ y A2 A3... Am l 

(25) 

(½) 
1 "Ti 1 , 1 "Ti 1 V + 3.2 2 3 . • • -j-Ah A 2... Ajm—2 Aj; ' A 0 . . . Am „ 

+ ( 1)"1 * ytn-3 2JX ~f~( 1V 2Aw-2I' Ah 2 7wA ) 

Il est clair que 

(Aa-A1) 

D'autre part, designons par Ui la somme de tous Ies termes de 
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ne contenant pas on aura alors evidemment 
Ah 

n~\ l l 
U i = 2 K ~ K 

Donc, comme il est aise de Ie voir, 

y> = Y — i-/— = Y—- ^ y—  
n,,KK 2AVVL1 Kl1 2KK^W KX2lK KV 
VaMa

1) 

n—1 1 i n—1 I i n—1 1 -| 

de meme, 

»-1 l _ l /1 l \ _ »»-i l 
S A2A3I4 ~~ H A2 A3 A4

 + K ~ h ) U * ~ ^ A2A3I4  1 \ * ' 

+ L^yl + l } 
4 , 2 ^ + 4 ' 

(Ah)A1) 

et 

w—! H—1 ^ w—l j n—1 
U 

~-ZXXtXl

 u^-Xh ZhXstXi x„ Z x i X t + x l ^ h xl 

et ainsi de suite. 
Nous avons demontre que Ia formule (25) est valable pour 

m — 2, 3,4. 
D'autre part, on s'en assurera immediatement que, si Ia 

formule (25) est valable pour m ~ i ^ 2 , eile Ie sera aussi pour 
m — i -f-1. 

Il en resultera donc que Ia formule (25) sera valable, quel 
que soit l'entier positif m> 2. 

33. E t a n t d o n n e e u n e s u i t e d e s An t e i l e q u e 
s o i t 

Aw-f-i 
An 

> p > 1 p o u r w> JVr, 

N e t a n t un e n t i e r p o s i t i f q u e l c o n q u e , Ies e x p r e s -
s i o n s 



AVIIL1 Sur certains types de systemes d'equations lineaires etc. 59 

n—1 ^ * n—1 

Ag • • • Ag • • • Afli 
(Ah» A1) 

a u r o n t p o u r n-+oo d e s l i m i t e s f i n i e s e t b i e n d e -
t e r m i n ö e s . 

En effet, etant 

— 1 I J l * m I a m I " ' ' I j m' A2 A3 An 

tous Ies sm auront des limites finies et bien determinöes: 

lim sm = Gm (»» = 1,2,3, . . . ) , 
n -» 00 

puisque, par hypothese, Ies series 

' CXD 

r i 
n - 2 

seront absolument convergentes. 
Aussi, en se servant de Ia formule recurrente (24), etablira-t-on 

de proche en proche l'existence des limites finies et bien döter-
minees: 

n—i ^ n—i j M—1 ^ 
lim E t lim E t t * • • • lim Et-, r , • • • 
n ->00 "2 n ->00 w -•oo ^2^8 • • • m 

On aura, par exemple, 
M—1. ^ 

1. lim E T = a u 
n ->00 ^2 

n—1 ^ 

2. lim E t t = ^ 1 - 02» 
n->00 

n - i x 

3. lim 2 7 m - == + 
n —>00 

et ainsi de suite. 
Quant ä Ia limite 

n-1 , 
lim 57 
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elle sera determinee ä l'aide de la formule (25): 

n—1 1 M—1 
Iim Z Tj—Tr = l i m ZYl—x + n-> OO^ ^A 2 A3... Am n-±OQ A2 A8... Am 

+ (¾-¾) 1 ÜS» 

Designons ces limites, dont l'existence vient d'etre demon-
tree, de la fa<?on suivante: 

1 "-1 1 
= Iim > 

' A2A3 ... Xm n-+oo A2 A3 . . . Am 

et 
-i 

E 33 3 13 3 
. , a2 a8 • • , a » W-*oo,, , / ¾ ½ • • • VaA' aI/ IaA'aI/ 

alors, en passant ä la limite pour n —• cxd, Ies formules (24) et 
(25) s'ecriront 

(24&) 

et 

(25a) 

A2 A3... Am A2A3... Am_i 

°2 E T i j h • • • ~h (—l)m~2 am_i, Ao Ag « • • Afft—2 

v 1

 = y 1 l/1—1\ I y 1 
A2A3. ..Am A2 A3 ... Am lA1 AaI\^A2A3. .. Am_x (hi> î) 

— JL y L _i_(- i f-3_L rl_L(-n«-2-1 I. J, 1 3 ! " - I V x) .m—3^; H\ x ' * m—21 AA A2A3. .. Am-2 Xh a2 A;t I 

34. B t a n t d o n n e e u n e s u i t e d e s Xn t e i l e q u e 
s o i t 

Xn = pn~\ p > 1 (n = 1, 2, 3, ...), 

on a u r a 

V 7 1 = 1 
( 2 6 ' A2 A3... Am (p— 1) (p4—l)... (p™-1—!) 
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Bn effet, dans cette hypothese, on aura 

°m = ~pm J^jT pSm + * • • = ~~m_ f (m = 1, 2, 3, . . .). 

D'autre part, en prenant dans Ia formule (24a) 

m — 2, 3, 4, . . ., 

on obtiendra respectivement 

1. U y = Ol, A 2 

2* ^ZJL = a * ~ °2' A2A2 

3. JU "i 3 j 0^G2 °1°2 I ^8' A2A3A4 

ou, en designant 

on aura 

Yi : 1, 

Oi Gq 
72 ~ Gi G2G1' 

y __ G1 __ 02 I °n } 

OT3 G 3 G 2 ^ G s G i G 1 

1- U j - = OiYl, 
A2  

1 
2 - 2 / t i - = 0 W 2 , 

A 2A 3 

3. Z r i YYJT — 0LaZ0SY s-
2 3 4 

Or, calculons maintenant y2 et y3. Il est aise de voir que, 
par hypothese, on aura 



62 HERMANN JAAKSON A VJIJ. i 

v2— 1 y 2 = ^ — - — (p —1) = 2, 
p — 1 

et 

— (P3—1^) + (^ 2 — 

Donc, d'apr&s cela, 

y 1 /T ^ 1 =Ts 1 ' A2 p—l 

V, 1 __ __ 1 

^ A2A3 ~
 0 2 (p—i)(p2—i)' 

y, 1 _ 1 
wA2A8A4 (p—l)(p2—l)(pd—l)' 

Bn designant generalement 

v

 ffI Ö 2 I 0 A I 
YM-2 = H TI T • • • I 

Om—2 Om—2 Om—3 Om—2 Om—3 Om—4 

_L_ ( l)m-2 L ( 1)«-1 —(Tm~~2 , 
Om—2 O m - 3 . . . O3G.2 Gm—2 Gm—3 . . . G2G i 

nous allons demontrer que, si yw_2 = m —2, il en resultera que 

7«_! = m — 1. 

A cet effet calculons la difference 

D — YM—1 YIN—2 — 

= 0 / 1 M 0I- / 1 l \ _| a3 / 1 M __ 
^ \Om—1 Gm—2/ O1

m-2 Wm-I OmsJ Gm—2 —3 —1 Gm—4J 

— (— l)w~2 — (— ~ \ + 

Gm- -2 Om—3 • • • O3 \0m—1 O2J 

—L ( l)m 1 ( 1 — — \ + (—1) W . 
Gm—2 Gm—3 • • • O3O2 \ 0m—; OiJ Gm— 1 Gm—2 • • • O3O2Oi 
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En tenant compte de ce que, par hypothese, 

on peut presenter D sous la forme suivante: 

/yxtn—3 /vjWi—4 , /vj2 
D = pm-2 — ^ 1—l- ... 4- (—i)m-2 ^ 1-

Om—2 Gm - 2 Om—3 Om—2 Gm—3 . . . 0g 

+ (—I)*1"1 ^ f-(— l)m - . 
Om—2 Om -3 . . . O9G2 Om—2 Gm—3 . . . GqO2GI 

Or, la somme des deux derniers termes est evidemment 

1 L — ±\ = . ! . 
Om—2 Gm—3 . . . GgG2 ^ O1J Gm—2 OtA— 3 • • • O9G2 

par suite, la somme des trois derniers termes est 

( _ l)m-2 1 U __ 1\ =
 1 . 

Gm-2 Gm-3 ... (Tg ^ G2J Gm-2 Oni—3... (Tg 

et ainsi de suite; enfin, la somme de tous Ies termes, sauf Ie 
premier, est 

1 
Om-2 

Donc, 

B = pm~2 L_ — 1 et 
Om-2 

Ym-1 = Ym-2 + 1 = m — 1 si ym_2 = m—2. 

Or, comme-nous Ie venons de constater dejä, 

Y1 = I, y2 = l, y3 = 's; 
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par suite, on aura y4 = 4, yB = 5 et, generalement, 

Ym—i = m—1 (m > 2). 

D'apres cela, il est facile de v6rifier que, si la formule 

1 
... Aj G1G2 - G{—i 

est valable pour i = 2, 3, 4, . . . (m—1), elle sera valable aussi 
pour i = m, et, par suite, generalement pour m> 2. 

En effet, d'apres notre supposition, on deduira aisement 
de (24a) que 

(WI 1) 3 3 = = 0I02 ' • ' ^M-1 YM— AgAg . . , Am 

et il en resultera immediatement que 

1 
2" 2 j j — G1G2 .. . G m—i — A2A3 • • • (p—1) (Fi-I) • • • (Pm-1 — 1) ' 

puisque ym_ i = ra — 1. 
Or, nous avons demontre ci-dessus que la formule (26) est 

bien valable pour m = 2, 3, 4; par consequent, elle Ie sera gene-
ralement pour m > 2. 

35. E t a n t d o n n e e u n e s u i t e des Xn t e i l e que s o i t 

(27) Xh-)-i 
Xh > P > 4 (A= 1,2,3,...), 

Ies m o d u l e s d e s e x p r e s s i o n s 

et X2Xs... Xm 
(h'h) 

X2Xq ... Xm 

s a t i s f o n t a u x i n e g a l i t e s s u i v a n t e s : 

(28) 

(29) 

MK 

M ' l < 

y t 
X2Xq . . . Xm 

1 
X2XQ ... Am 

< i M I . 

^ V l , 
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A et Ä e t a n t Ies p r e m i e r s t e r m e s de c e s ex-
p r e s s i o n s : 

Ag Ag . . . Am 

A': 
AiiAa • • • Afc—iAfc+i... Ai  

1 

(pour Tc < m), 

Aj A2 . . .Am—1 
(pour Tc > m). 

Nous võrifions d'abord la premiõre de ces deux inegalitös. 
Remarquons prealablement qu'il resulte de (27) que 

AM  

ü 
^ pn~* 1), 

An An An-1 Ai_(_2 Ai+i 
A i An—1 An-2 Ai+i A i 

(30) 

puisque 

et chacun de ces (n—i) facteurs est 

Cela etant, examinons de pres Ie cas particulier 

A n = ^ - 1 , p > 1 (n = 1,2,3,...). 

D'apres la formule (26), 

^ l l 1 

" - " - Z l f s K J M - M * ) 
d'autre part, 

1 1 
A = --2-

PP • 

par suite, 

1 1 

m—1 m(m—1)' 
2 

A2 A3 ... Am 
(1-?)!1-?) -(1-^ 
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Or, 

H ) 

e t 7 / ( l ——\ = 1 1 1 1 — 
-"\ PnJ P—1 (p—l)(p2—l) 
« = i x ' 

• • • ~h ( 1) —l)(p2 % f ^ + . . . . 

En elfet, il est clair que 
n n 

(1-0^)(1 a 2 ) . . . (1—an) = 1 — a i a i a 2 ~f" 

. + . . . + ( - 1 ) ^ ( ½ . . . a„; 

donc, en y posant 

ai = —r (p^> 1, ¢ = 1 , 2 , 3 , . . . ) 
V 

et en passant ä la limite pour n —• oo, on obtiendra, d'apres la 
formule (26), 

0 0 / 1 \ 1 1 
n y ~ p ^ \ = = l ~ + (^—i)(p*—i)~ ' ' ' 
M=I X

 ' 

On en conclut immediatement que pour ^ ^ 4 on aura 

H=I V 

et, par suite, 

7 IW 1 I . 7 — " ~ n < * i \ < f (PO«rpfe4). 

( ' - j l M - f ' - H s l 1 - ; ? ) 
Donc, 

Tt 1 C - A ^ 3 3 3 o ' 2̂̂ 3 • • • ^ 
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OU 
Y 1 

A2 3 ... Aw ^ 3 ^ =P"-1 (p ;> 4, n = 1,2, 3,...). 

A l'aide de Ia dernräre inegalite nous allons maintenant 
demontrer qu'etant donnee üne suite des A„ satisfaisant ä Ia 
condition (27), on aura 

(Bi) z IA2A3... Am J 
M l < 2 ' 

En effet, Ia partie gauche de l'inegalite (31) represente une 
serie dont Ies termes s'ecriront sous Ia forme suivante: 

l 
Av2Ay8 • • • Ay. 

A2A3. • • Aot 

A2 A3 

^2 

Aw 

r 

oü f 2 > 2 , f 3 > 3 , . . . vm>m. 

En tenant compte de ce que, sous !'hypothese (27), 

Ai 
AT 

1 

P1 

tandis que 

Af 

P 

1 
Vi—i 

pour An = jpw 1 (n = 1, 2, 3 . . . ) , 

on en conclut immediatement qu'aucun des termes de * notre 
serie ä termes positifs ne sera plus grand sous l'hypoth&se (27) 
qu'il ne l'est dans Ie cas particulier, lorsque 

Aw = 4*1-1 (n = 1,2,3, . . . ) . 

Or, dans ce cas particulier, comme nous Ie venons de voir, Ia 
3 

somme de Ia serie est inferieure ä par suite, eile Ie sera 
£ 

aussi sous l'hypothese (27). 
5* 
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Donc, 1'inegalite (31) õtant verifiee, on en d,eduira que 

et que 
^2 î| ,.. 2j 

Z 

<2 
I • • • b n j 2 

< ^ I. 

' A 1 1. 
\A\ < 2 

D'apres cela, on aura 

r-r 1 
AgAg ... Xtl 

Donc, 

^ M l -

>MI 

* M I < 

Z X2Xg * * * A« 
— A > 

IA2Aa--AmI I 4 M i 

X2A1Q... A»i 

36. Examinons maintenant 

z 

U l 

< | M I -

(h> h) 

On peut Ie präsenter sous la forme 

1 
2 

ßlßi ' • • ßm—l 
si l'on designe 

ßl = A1, ß2 = X2, . . . ßk~l === Afc-1, ßn = An-J.! (w ̂  &). 

En remarquant que 

pour Jc^i<n, ßn 

ßi 

An-J-I  
A*_|_i 

Aw+i  
Af 

Aw  

ä ; 

pour i <k^ n, 

pour i <n <h, 
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on aura, d'apres (30), 

ßn 

ßi 

par suite, d'apres (31), 

£ 

>p«-i pour n > i ^ 1; 

1 : < 8 

2 $ S * • • ßm—l\ 2 ... ßm—1 

et 

Donc, 

2 1 

I ^2 ßs • • • ßm I ^ 2 ßzßü ' ' • ß*> 

iß2 • • • ßm—1| IAI ^ \ßlßs • • • ßm—l\ ^ 
< 

1 
I 3 1 

ß%ßs • ' ' ßm—1 * 2 Aj ßs ••• ßm 

2P8 • • • ß™\ 2 

1 
ßlßz ' • • ßtn—l 

D'autre part, 

ßi 

ßm 

6 
pm-l

 = 4 (p 4, m ^ 2). 

Aussi, 

= Z n , 1 , • < ^ M I-lAž • • • ßm—1| . .1^2^8. i.Am | 8 l AfcjA1J 

On en dšduira aisöment l'inögälite (29): on n'aura qu'ä 
repeter Ies raisonnements du riumero preeödent par lesquels 
nous avons döduit de (31) l'inegalite (28). 

Bn tenant compte des inögalites (28) et (29), on peut dire 
que, s o u s Ia c o n d i t i o n (27), t o u t e s I e s e x p r e s s i o n s : 

z A g A 3 . . . Am 
et z AgAg.. . Am 

(m = 2, 3, 4,. . .) 
(AfcjA1) 

s o n t c e r t a i n e m e n t d i f f 6 r e n t e s de ze ro . 



70 HERMANN JAAKSON A VIIL i 

37. E t a n t d o n n ä un s y s t e m e p a r t i c u l i e r q u e l -
c o n q u e d u t y p e l l l 

OO 

Ci = JSXt

n xn (i = 0,1, 2 , . . . ) 
«=1 

d o n t Ies a e t An s a t i s f o n t r e s p e c t i v e m e n t a u x 
c o n d i t i o n s s u i v a n t e s : 

I0 a = 0 p o u r i 4= Te, Ch 4= 0, 

Te 6 t a n t un e n t i e r p o s i t i f q u e l c o n q u e ou z 6 r o , 

Aa-I-1 2 ° 
Aa 

>p;> 4 (h = l, 2,3,...), 

on p e u t Ie r e s o u d r e p a r la m 6 t h o d e de F o u r i e r . 
L e s v a l e u r s d e s i n c o n n u e s s o n t f o u r n i es p a r 

Ies f o r m u l e s 

JT - -
(A A )^2^3 * ' ' ^ f c + 1 

(h = 1, 2, 3, . . . ) , 

c h a c u n e d ' e l l e s e t a n t d i f f e r e n t e de zero. 
En effet, dans jces conditions, Ies valeurs des inconnues (xp) 

du systeme ršduit, forme de n equations, auront pour n —• oo 
des limites bien determinees, finies et differentes de zero 

xh = Iim x{£\ 
n-> oo 

puisque 

Z , , 1 — 4= O (n° 36), et 
(4.¾)' 

, AgAg . . . Afc-f-1 
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Ces limites s'exprimeront Evidemment par Ies formules (32); de 
pius, elles satisferont au systeme donn6, en rendant absolument 
convergente chacune des series de ce systšme 

OO 

2JAn #n, 

i 6tant un entier positif quelconque ou zero. 
Pour s'en rendre compte, designons 

Ujl Aft Xyi (A 1, 2, 3, . . •) \ 
alors on aura 

Ü« . _ / M - ( 1 - ¾ - ( ' - ¾ - ' ) H f e H 1 

uh \Aa+I) Z1 X1 \ / Xh^1X t Xh+A I 

2 

) 
H - f e ) ( 1 - ¾ ! - ¾ ) 

Xh+3 

Xh+1 

(^A-fl>^l) X2XQ . . . Afc-J-I 

2 ' H Z ' 
(AÄ,Ai) A 2 A 3 . . . A f c + i  

Or, d'apres (27) et (29), il en resultera que 

2 

Uh+1 
Uh 

< 1 5 I M 
L S I 1 - ? ) ] 

h—i 
(pour A ^ ^ + l ) ; 

par suite, 

Iim 
Ä-* OO 

Uh+l 
Uh 

= 0. 

Donc, notre proposition est bien demontrõe. 

III. Sur la construction des solutions des systömes du type III 
dans Ie cas g6n6ral. 

38. Soit donne un systeme quelconque du type III 

Ci=JJKtx
n (i = 0 , 1 , 2 , . . . ) , 

n—l 
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dont Ies Am et Ies a ne sont assujettis qu'aux conditions sui-
vantes: 

lo Xh 4= Afc pour h Tcf 

2° lim I Xn I = oot »-> 00 
3° qu'au moins un des a soit different de zero. 
Cela etant, nous allons demontrer .que 1'on peut toujours 

construire une Solution de ce syst&me, par une methode analogue 
ä celle que nous venons d'appliquer, dans Ie Chapitre I, ä la 
construction des solutions des systemes du type I et du type II. 

, Nous aurons, cette fois aussi, ä decomposer convenablement 
Ia suite des Xn en une infinite de suites partielles, ä faire cor-
respondre k chacune d'elles un systeme reduit generalis^, et ä 
constituer, enfin, une Solution du systeme donne, ä l'aide de 
celles des systemes reduits generalises. 

39. Examinons tout d'abord Ia que&tion de Ia decompo-
sition de Ia suite 

(E) = X1, A2, A3, . . . Am, . . . 

en une infinite de suites partielles (En). 
Designons, comme au n° 20, par (Ejl) Ia suite 

(Eh)sssX 12«—i' ^3.2n—1' • ' * ̂ (2fc—1)2M-1' '•••' 

par 

(E) — (E1) (E2) • • • (En—1) 

Ia suite partielle de (E) que l'on obtiendra en enlevant de Ia 
suite (E) tous Ies elements des suites partielles 

(-^2)) • • • —1)5 

et par . 
Pnl, pn2 > • • • Pnh > ... 

Ies elements de Ia suite partielle (EN). 
Cela etant, nous exigeons que Ia decomposition de Ia suite 

(E) soit effectuše d'apr&s Ia regle suivante : 
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I0 Que Ie premier Element de la suite (En) soit celui des 
elEments de la suite 

( E ) - ( E 1 ) - ( E 2 ) - . . . - ( E n - i ) 

dont Ie rang est Ie plus petit; qu'en particulier Ie premier Ele-
ment P11 de la suite (E1) soit X1: P11 = Xv 

2° Tous Ies autres elements de la suite (En) 

pn2j pn3, • • • Pnh, Pn{h-f-l)j • • • 

seront choisis exclusivement entre IeS ElEments de la suite (E1
n). 

3° On choisira une quantite positive pn de sorte que soit 

(33) 4== > j Cn-1 I " J 

pour fixer Ies idees, nous supposons de pius que pn soit 1'entier 
positif Ie pius petit qui satisfait ä la condition (33). 

4° pnh Etant dEjä dEterminE, on prendra pour p»(h+i) celui 
des Elements de (Ex

r) dont Ie mõdule satisfait" aux conditions: 

(34) pnfh+l) 
Pnh 

( A ž l ) , 

(35) Pnh 
pn(h—1) < 

pn(h-\-l) 
J^Yth 

pour h >; 2 

et dont Ie rang aura la valeur la pius petite, compatible avec Ies 
conditions (34) et (35). 

Comme il est aisE de Ie voir, la dEcomposition de la suite 
(E) peut §tre bien effectuEe, conformement ä la regle que nous 
venons de fixer. 

En effet, on n'aura qu'ä repeter Ies raisonnements du n° 20, 
pour mettre en evidence qu'il suffit d'un nombre fini, d'opEra-
tions, pour dEterminer Ie premier ElEment de la suite (Ei), 
c'est-ä-dire pni. 

Celui-ci Etant trouve, on phoisira, d'apres (33), pn; alors, 
en tenant compte des conditions 2° et 4°, on dEterminera de 
proche en proche 

Pn2 > PnS , Pni > • • • - Pnh, Pn A+l)> 
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On obtiendra ainsi la decomposition de la suite (E) en une 
infinite de suites partielles 

(E) = (E1) -f- (E2) - f - . . . -j- (En) -J- . . 

Ies elEments de la suite (En) satisfaisant aux conditions suivantes r 

I0 4 < pn 
Pn2 

Pnl 
< 

1 
pn2 

pn(h-\-l) 

Pnh 

2° 4 <;£>«> |c«_i | n, ^ 

3° lim I pnh I = oo, quel que soit 1'entier positif n, 
h -> oo 

4° tous Ies n premiers Elements de (E) rentrent dans Ies 
premieres suites partielles: ( ¾ , (E2), . . . dont Ie nombre sera n 
au pius; donc, 

(36) lim I pnh I = co, quel que soit 1'entier positif h. 
n -> oo 

40. Apres avoir decompose la suite (E) en une infinitE de 
suites partielles (En), nous ferons correspondre ä chacune d'elles 
(En) un systeme reduit generalis^ (Sn) 

r i = 2 , A * y * (» = 0 ,1,2. . . ) , 
h-l 

oü . y< = O pour i =I= n—1, Vn-1 = c«-i et, d'apres (33) et (34), 

(¾+!) 

pnh 

> 4. 

Il est clair que tous Ies systemes (Sn) appartiennent ä la 
categorie de systemes particuliers du type III que nous venons 
d'Etudier ci-dessus; par suite, chacun d'eux peut etre resolu, 
d'apres Ie n° 37, par la methode de Fourier, Ies valeurs des in-
connues etant fournies par Ies formules (32), si l'on y remplace 
^i, A2, X3, ... Xh, . . . respectivement par 

Pnl, pn2, PnSf • • • Pnh, • • • j 

xh par ynh, et Tc par n—l. On aura donc 



AVIILi Sur certains types de systõmes d'equations lineaires etc. 75 

(87){ 

(—1 )'i+MCn-1 ' JJJ- 
ßn2 PnZ . . . P 

Vnh~ 
Pnh 

l . Ipnh / Pnh j \ ( l ^w?t W^ 

ypnl J\Pn2 J ypn(h—i) J ^ pn(h-\-l)J\ Pn(h-{-2)J 

{ (A = 1,2, 3, . . . ) . 

Remarquons que, d'apres Ie n° 37, ynh 4= 0, quels que soient 
Ies entiers positifs w et ä. 

41. E n e t a b l i s s a n t u n e c o r r e s p o n d a n c e u n i v o -
q u e e t r e c i p r o q u e e n t r e I e s i n c o n n u e s d u s y s t e m e 
d o n n e (S) e t C e l l e s d e s s y s t e m e s r e d u i t s g e n e r a -
l i s e s (Sn), de s o r t e q u e 

Xs * *• Ia = Pnh •* • ynh, 

et en p o s a n t 
X* ~ Vnh P 0 u r xS < *- ynh» 

ynh e t a n t f o u r n i p a r Ia f o r m u l e (37), Ies v a l e u r s d e s 
Xs a i n s i d e t e r m i n e e s c o n s t i t u e r o n t u n e S o l u t i o n 
du s y s t e m e d o n n e (S). 

En effet, nous allons demontrer qu'elles rendent absolument 
convergente chacune des series du systeme (S) 

OO 

W AfS *^S) 
8=1 

i etant un entier positif quelconque ou zero, et que Ia somme 
de Ia ( i+i) 1 4 m e serie sera a : 

OO 

Ci — JJ X8 X8. 
s=1 

Etant X8 = pnh et x8 = yhn, il est clair que l'on peut 
former Ia serie double 

OO OO 

JJ JJ /Kih Vnh 
H=I A=I 
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contenant tous Ies termes de la (i + l)iö:ne serie de (S) 

OO 

JJX, Xa  
8=1 

et n'en contenant que ceux-ci. 
D'apres Ie critere du n° 23, on peut dire que la serie double 

sera absolument convergente (et, par suite, la (i —1) i ž m e serie 
du systeme ($) Ie sera aussi) si l'on a 

I ^ l <in+h)H* ( e > 0 ) 

pour w> N, independamment de A, et 
pour A> H, independamment de n. 

Nous verrons que, dans ce cas-ci, 1'on peut assigner, en effet, 
deux entiers positifs: N et H teis que Ton ait 

01 I I < 1 

pour h >H, independamment de n, et 
pour n^N, independamment de h. 

Il est evident, qu'il en ršsulterait immediatement la con-
vergence absolue de la serie double, ainsi que celle de la serie 

OO 

JJJ As xs. 
*=1 

Remarquons, enfin, que, sans restreindre la generalite, il 
suffit de n'etudier ci-dessous que Ie cas oü i > 0, puisqu'il est 
clair que, si la serie 

OO 

AG XS 
S = I 

est absolument convergente pour 0, elle Ie sera ä fortiori 
pour « = 0. 

Aussi, supposons-nous que i soit un entier positif fixe, 
choisi d'ailleurs arbitrairement. 
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42. En dšsignant 

Unh — I (^nh)3Pi
nhUnh I = 

(2nh)3cn-xpL - U 
Pni PnS • • • Pnn 

\f*nh9 f*nl) 

\Pnl J\pn2 j \Pn(h—l) j ^ pn(h+X)J\ 

Pnh \ 

pn(h-\-2)J 

on aura donc k demontrer que 1'on peut trouver deux entiers: 
H et N teis que soit 

Unh < 1 

pour h>H, independamment de n, et 
pour n^>N, independamment de h. 

Remarquons que, d'apres (33), (34) et Ie n°35, 

Pn(ItrirX) 

et que, d'apräs (29), 

2 i 
<AW«.l) ^ n 2 V™ 

<^ ^ 8 

OU < 15 

PnX • • • pn{h—l) Pn(h+\) • • • pnn 

1 

pour Ä<n, 

pour h>n. 
PnX Pn1Z • • • pA(n—1) 

D'autre part, d'apres (34), 

I PnJc I > I PnX I vi'1 P 0 u r 1 I 
par suite, 

< 15 
8 | M « r i | • 

(88) 

Donc, quels que soient n > 1 et h > 1, on aura toujours 

45 n3A3 Cn-X Kh 

') UnhC (n—1) (n— 2) 

KTXVn 2 

w j \ 
pnh 

pn(h—1) 
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de meme, en tenant compte de ce que, pour chaque. valeur 
entiere et positive de h, 

I I Pnh Ipnh / Pnh j ^ n h W j  

Jy^nl /^«2 J \pn(h—1) J \ pn(h+l)J | 

on aura 

(39) Unh <C 

pnh \ 

Pn(h+l)J y Pn(h+2)f 

45 

>b 

2 Pnl pn2 • • • pn(n—1) 

pour n > l , quel que soit h. 

43. Examinons de pres 1'expression 

pih 

(pnh /pnh j\ / pnh 

Pnl J \pn2 J \ p n (h—1) 

en supposant que soit h > 2 i . 

Dans cette hypothese, on aura 

Kh 
pnh 

Pnl 

Pnl Pn2 - • • Pni 

\ I ^nh 

J \Pn (h — 1 -1) 

Pn (t+1) Pn(2i—1) 

Pnh P'nh 

Pnl\ / j Pn(2i—1)\ / Pnh j\ / Pnh  

PnhJ y pnh J \Pn(2i) J \Pn(h-~l) J 

< 

< K 

(pnh / pnh 

pn(2i) - J \pn(h—l 

Pn(2i) f \Pn(h—1) 

pn2 PnH Pni pnli-\-l) pn(i-\-2) Pn (2i—1) 

Pnl Pnl Pnl pnh pnh , Pnh 

Ki 
( - Ü Ü _ X \ 1 I fr* I 

\Pn(2t) f \Pn(h-l) J \ I n̂(2t-fc+l) j 

n 
I=Z 

f I pnk I ^ 

I Pnl j 

\pn(2i-k+l) J J 

Or1 remarquons que, d'apres (34) et (33), 

I Pnh |>|AM2o| A > 2 i , 
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et que 

ftnk ftn2 ftnä f*>n(k—l) ftnk 

ftnl ftnl l^n2 ftn(k—2) ftn(k—1) 

ftn{2i) ftn(2i—fc+2) ftn(2i—k-f-3) ftn(2i—1) I ßn(2t) 

ftn(2i—fc+l) ftn(2i—Ä-f-l) (2t—fc-j-2) ftn(2i—2) J ftn(2i—1) 

Ces deux produits contiennent tous Ies deux (k—l) facteurs; 
or, chacun des facteurs du dernier produit etant, d'apres (35), 
superieur au plus grand facteur du premier produit 

ftnk 
ftn(k—l) 

on aura 

par suite, 

ftnk I ftnh ftnk I 

ftn{2%—Ä-f-l) ftnl I ftn{2%—Ä-f-l) 

(* = 2,8 , . . .»), 

pour Ie = 2,3,. . .i; 

( 
i 

H I 
" = 2 V l 

f^nk 
ftnl 

\ 

ftnh 
< I-

fc+1) j J 

D'autre part, 

/ (Anh 
\ftn(2i) L \ — i \ l 

I VtM*-1) /1 
^ j I I 2 jtIfih fJ>nh ftnh 

3 ftn(2i) 1) 

(fc-2t+l) (Ä—2t) 
h—2i nJi—2i—1 — p"~ " pn  

= g J?n -Fn 

Donc, 

<40) 

P2 p1 

*n cn Pn 

> 
(AnQi—1) 

(Ä_2t+1) (h—2t) 

Iftnh / ftnh  

y^nl J y^n(h—1) J 

< IK1I 
4 (Ä—2H-1) (h~2i) 

4 2 

pour ä>2®, quel que soit n. 

44. En tenant compte des inögalites (38), (40) et (33), et en 
«constatant que 

(n—l)(w—2) 
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on aura 

Unh 

< 

< 

45 W3 A8
 Cn-I _ _ nl 

ijtl 1 M 2 
^nl ^n 

(n—1)(«—2) 4 (A—2»-(-l) (h—2») 
4 2 

< 

405 n° A 3 

8 I//M~l'—1I (n—!)(«—2) 
Wl ' Pn 2 4 

405 1 w 

(h—2i-fl) (Ä—2t) 

A 3 

< 

8 I/Xw—*—1I (n—l)(w—2) ^ (h—2»+l) (fc—2t) 
I 4 — 2 rt 4 2 

pour A > 2i et n ;> 5. 

Or, d'apres (36), 

lim ;— 
n^ c o Kr t - 1 I 

= 0; 

de mšme, il est clair que 

Iim 
n° 

(n—lKn-2) 
= 0, 

et 
A 3 

Iim -
h OO (ft-2*-) 

4 2 

= 0; 

par suite, on peut trouver evidemment deux entiers positifs n 0 

et A0 teis que soient 

•nr 405 
8 (!tz!ädü_ 

< 1 pour n ^ w0» 

et 
A 3 

7 < 1 pour A ;> A0, (k—2i+l) (Ä—2»> 
4 2 

et 1'on en tirera immediatement la conclusion suivante: 

Unh < 1 pour w > n0 et A > A0. 
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45. Allons maintenant examiner Ies valeurs de 

Unh pour n << n0. 

n etant fixe: n = n, Ia serie ä termes positifs 

Z u A = J T | ( 2 » Ä ) 3 / 4 % * | 
TI=1 Il=1 

convergera, comme on s'en assurera aisement, par Ies m§mes 
raisonnements que plus haut, au n° 22. 

On peut donc faire correspondre ä n = n une valeur de A: 
A = A- teile que soit 

< 1 P o u r Ä Ž Ä 5 -

Aussi, aur#-t-on 

Uih < 1 pour A > Ai, 

Uik <C 1 pour A ;> A2, 

UiU0-Dh < 1 pour A > Aflo-I. 

Cela etant, designons par H celui des nQ entiers positifs: 

0̂» » 2̂» * • • K—1 

qui sera Ie plus grand, ou, au moins, pas plus petit que chacun 
des autres n0—1 entiers; alors, d'apres ce que nous venons 
de voir, on aura evidemment 

Unh <L 1 pour A Hy independamment de n. 

46. Enfin, il ne faut etudier que Ie cas: h < C S ^ 2 . l ie s t 
clair que pour A < H on aura: 

I 0 A3 s= (H—l)3, 

2° J (A1
nh I ^ I K(H-I) J 5 

par suite, d'apres (39), 

4 5 7l3(H—1 ) 3 Cn-I [Ai(H-I) 
Unh < 

ftnl ftn2 • • • ftnin—1) 
pour A < H. 
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Bn supposant, de pius, que soit 

n — 1 :> — -2, c'est-ä-dire —1, 

on aura 

ftnl [An2 • • • [An(H—2) 

[Inl [AnZ • • • ßn(n—1) 

[^niH-I) [AntH-1) [An(H-I) 

[An(H-I) [AnH [An(H+i—2j [An(H-\-i—l)---[An(H-I) 

[Anl [An2 • • • [An(H— 2) 

1 

[An(H-\-i—l) • • • [An(n—1) 

1 
H—21 (H-2)(H-S) I Lin—H—1+11 (n+H+i— i)(n—H—t+1) 

1 /M 2 I I m 2 i/n Jjn 

j ^n—i—1 J «2—3«+5i—2iH— »2+2 nl 
Pr, 

Or, i et h etant deux entiers positifs fixes, il suffit evidemment 
de prendre n assez grand, pour que soit 

n2 — Sn -j- 5i — 2 iH — i2 -f~ 2 
— 0. 

D'apres cela, en tenant compte de (33), on aura 

45 n3 (JT—l)8 1 
Unh < 

2 

45 ( f f —l) 8 

2 V r i - 1 I 

3«+5t—2iH— &+2 
Pn 

n° 
2—5n-f-5t—2iH—i a -f-2 

Or, 

Iim 
n-> oo 

pour /&<#;> 2, w etant assez grand. 

45 (JT—l)8 

I ^ r 1 I 
= o = Iim 

n° 
W2—5n-}5i—2iH—i 2-(- 2 
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Il en ršsultera donc que 1'on peut trouver un entier positif W1  

tel que soit 
Unh < 1 

pour U^n 1 et h<CH^2. 

Donc, en dõsignant par N celui des deux entiers positifs: 

W1 et w0 (n°44) 

qui ne sera pas inferieur ä 1'autre, on aura 

Unh<C 1 pour n ^ N , indšpendamment de h. 

47. Des resultats obtenus dans Ies deux derniers numeros 
il s'ensuit immediatement que la serie double 

OO OO 

J- JJKih Vnh 
n=1 A=I 

converge absolument et qu'elle aura, par consequent, une somme 
bien determinee. Nous allons constater tout de suite qu'elle 
aura pour somme a. 

En effet, d'apres Ie mode de determination des ynh, 

OO 
JJKlh Vnh = YV 

h=1 

oü Yi = 0 pour n 4= i + 1 et Yi = d pour n = i -f-1 (n° 40); 
par consequent, il est elair que 

OO OO ' 

Ci ~ J JJKih Vnh' 
n—l A=I 

Enfin, la (i -f- i) iöme serie du systeme donne (S) 

OO 

JJJK aV 

ayant Ies memes termes que la serie absolument convergente 

OO OO 

JJ JJJKih v«h> 
M=I A=I 

6* 
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et ne differant d'elle que par Ie mode de groupement des ter-
mes, sera absolument convergente, elle-aussi, et aura pour somme 
d, comme la serie double. 

Donc, Ies xs determines au n° 41 

( x , = y , h P o u r x , * — - v J 

sont tous diffõrents de zero et constituent, en effet, une Solu-
tion du systeme donne (S). 

48. Il est aise de demontrer qu'etant donne un systeme 
quelconque du type III 

OO 

C i = Z x i

n X n (¢ = 0,1,2,...), 
M=I 

on peut meme construire une infinite de solutions, telles que Ies 
inconnues 

^a1, â2> • • • %ar, 

arbitrairement choisies d'avance, prennent Ies valeurs prescrites (ai): 

Xai=Cli (1= 1, 2, . .. r), 

r etant un entier positif quelconque. 
Bn effet, decomposons la suite des Am 

(E) = A1, ^2, Ag, . . . A„, . . . 

en deux suites partielles indefinies: 

(Ei) = ftu, (lYii /̂ 13» • • • . . ., 
(E2) —z 2̂1, 2̂2, (A2S, • • • • • ' » 

(E) = (Ei)+ (E2), 

de sorte que Ies elements 

Aft1? . . . Aâ  

appartiennent tous ä l'une d'elles, soit, par exemple, ä (E2). 
Cela etant, nous ferons correspondre aux suites (Ei) et (E2) 

Ies systemes (S1) et (S2) suivants: 
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oo 
(S1) . . . Ci = JZKh Vih (* = o, 1, 2 , . . . ) , 

A=I 

OO 

(¾) . . . o = 2 > S » y » (» = 0,1,2,...), 
A=I 

dont Ie premier est evidemment un systeme du type III, tandis 
que (S2) est un systeme du type I. 

Ensuite, nous etablirons une correspondance univoque et 
reciproque entre Ies inconnues (ccs) du systeme donne (S) et celles 
des systemes auxiliaires, c'est-ä-dire Ies ykh (h = 1,2), de sorte 
que soit 

Xs •* • Xs = pikh •* *- ykh (Tc = 1 ou 2). 

Supposons, pour Ie moment, que 1'on ait resolu Ies syste-
mes auxiliaires (S1) et (S2); alors, en posant 

Xs ~ Vkh P 0 u r xS+ *• yw 

on obtiendrait evidemment une Solution du systeme donne (S). 
En effet, prenons une serie quelconque du systeme (S)i soit, 

par exemple, la (i -)- l)ifeme serie 

OO 

J K Xs; 

celle-ci contiendra tous Ies termes des (i + l) i femes series des sy-
stemes (S1) et (S2): 

OO OO 

J J K h VlA J J K h V'W 
A=I A=I 

et n'en contiendra que ceux-ci. 
Les dernieres deux series etant, d'apres notre supposition, 

absolument convergentes et ayant pour sommes respectivement 
a et 0, il en resulterait donc que la serie 

O G 

V1* Ks QCs 
5=1 

sera absolument convergente, elle-aussi, et qu'elle aura pour 
somme Ci. 
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0r, Ie systeme (S1), etant un systeme du type III, peut etre 
ršsolu toujours, comme nous 1'avons demontre ci-dessus. De 
meme, Ie systeme (S2) etant un systeme du type I, on peut 
calculer, d'apres Ie n,° 24, une infinite de solutions, de sorte que 
Ies inconnues correspondant aux 

Xav X a v . . . Xar 

prennent Ies valeurs prescrites au a2, . . . ar. 
On en tirera donc la conclusion suivante: 
E t a n t d o n n e u n s y s t e m e q u e l c o n q u e (S) d u 

t y p e III, l ' a p p l i c a t i o n c o n v e n a b l e d u p r i n c i p e d e s 
r e d u i t e s f o u r n i r a u n e i n f i n i t e de s o l u t i o n s de 
(S), t e l l e s q u ' a u c u n e d e s i n c o n n u e s ne s e r a z e r o , 
et q u e I e s i n c o n n u e s 

Xav Xa2, . . . Xar, 

a r b i t r a i r e m e n t c h o i s i e s ä 
v a l e u r s p r e s c r i t e s (a»): 

Xai = a. (i = 

r e t a n t un e n t i e r p o s i t i f 

l ' a v a n c e , p r e n d r o n t I e s 

= 1 , 2 , . . . r), 

q u e l c o n q u e . 

IV. Sur Ia construction des solutions des syst&mes du type IV. 

49. Nous allons etendre Ie resultat obtenu au numero pre-
cedent aux systemes du type IV. 

A cet effet on n'aura, au fond, qu' ä repeter Ies raisonne-
ments du numero precedent. 

En effet, soit donne un systeme quelconque (S) du type IV 

—f-°° 
d = X1

n Xn (i = 0 , 1 , 2, . . . ) . 
M = — O O 

Decomposons Ia suite des Xn 

(E) = . . . X_ny . . . X_v XQ, Xv . . . Am, . . . 

en deux suites partielles indefinies: 
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(E1) — /A11, (I12, . . . (i\h, - . . 
et 

(E2) = . . • fi2(,-h) • • • ^2(-1), /½), 2̂1» • • • ft2h, • • • , 

de sorte que Ies ölements 

Xav Xa2, . . . Xar, 

arbitrairement choisis d'avance, appartiennent tous ä (E2)f cette 
derniere suite jouissant du meme caractere que Ia suite donn6e 
(E), c'est-ä-dire ayant, au moins, deux points-limites. 

De plus, nous exigerons que Ies 616ments [xkh {h = 1,2) 
satisfassent aux conditions: 

I0 4= pour g 

2° (JLlm 4= ft2n, quels que soient m et n, 
( 4 1 ) " 3° lim I ßkh I = oo (Jc= 1, 2), 

OO 

4 ° I ^2(_m) \ < f i (n = 0,1, 2 , . . . ) , 

fi etant un nombre positif fixe. 
Il est aise de voir que Ia decomposition 

(E) = (E1)Jr(E2) 

peut štre effectuöe toujours de sorte que toutes Ies conditions 
ci-dessus soient remplies. 

Par exemple, on pourrait proceder de Ia maniere suivante: 
On choisira un entier positif n0 tel que soit 

1.2"°-1 > 1 ^ 1 (» = 1,2, . . . r ) ; 

on prendra pour (E1) Ia suite 

C l̂) = A12M0-I, Ag2M0-I, . . . X^2m • • • ' 

et pour (E2) Ia suite 
(E2) = (E)-(E1); 

alors Ia decomposition 

(-^) = (^1) + (^2) 

satisfera evidemment ä toutes nos exigeances. 
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50. Faisons correspondre aux suites partielles (E1) et (E2) 
Ies systemes reduits generalises (S1) et (S2): 

A=I 
W eI= 2 PnVn 

(i = 0 , 1 , 2 , . . . ) . 

(1¾) O = y /i',h y2h 

A = — QO 

Il est clair que, d'apres (41), (S1) sera un systeme du type III, 
tandis que (S2) sera un systeme du type II. 

Etablissons une correspondance univoque et reciproque entre 
Ies Xs et Ies ykh (Jc = 1,2) de sorte que soit 

Xs"* *" X8 = ^kh * • ykh. 

Calculons, d'apres Ies numeros 25, 26 et 27, une Solution 
du systeme (S2) döpendant d'une infinite de quantites indetermi-
nees An assujetties ä la seule condition: \An\^>i, de sorte 
que Ies r inconnues de (S2) correspondant aux 

xO1' OCf, , 

prennent Ies valeurs prescrites («,•) (i = 1, 2 , . . . r). 
D'autre part, calculons, d'apres Ies numeros 38—47, une 

Solution du systeme (S1). 
Cela etant, prenons 

x> = Vkh P o u r x » « yVkh (¾ = 1, 2); 

alors Ies xs constitueront une Solution du systeme donne (S), 
comme on s'en rendra aisement compte, par Ies memes consi-
derations que ci-dessus, au n° 48. 

Gräce h la presence des quantites indeterminees An (|̂ L |̂ > 1), 
on en deduira une infinite de solutions numeriques dont chacune 
sera teile que 

Xai = (i = 1, 2 , . . . r). 

Enfin, Ies solutions de (S1) et de (S2) etant constituees par des 
valeurs des inconnues dont aucune n'est zero, il en resultera 
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immediatement que Ies solutions du systeme donne (8) auront 
Ie mšme caractere. 

Donc, e t a n t d o n n e un s y s t e m e q u e l c o n q u e du 
t y p e IV, l ' a p p l i c a t i o n c o n v e n a b l e du p r i n c i p e d e s 
r e d u i t e s f o u r n i r a u n e i n f i n i t e de s o l u t i o n s , t e l l e s 
q u ' a u c u n e d e s i n c o n n u e s ne s e r a z e r o , et q u e 
Ies i n c o n n u e s 

a r b i t r a i r e m e n t c h o i s i e s ä l ' a v a n c e , p r e n d r o n t I e s 
v a l e u r s p r e s c r i t e s («»): 

xVi=
 ai = ...r), 

r e t a n t un e n t i e r p o s i t i f q u e l c o n q u e . 



C H A P I T R E III. 

Sur Ies systfcmes d'equations lineaires ä une infinite 
d'inconnues attachäs aux series de Dirichlet et aux 

£quations difförentielles lineaires. 

I. Sur Ie proc6d6 de formation des systšmes du type V 
et du type VI. 

51. Dans ce Chapitre nous allons former et etudier une 
certaine catögorie de systemes lineaires ä une infinite d'incon-
nues attachös, d'une part, aux series de Dirichlet et, d'autre 
part, aux equations differentielles lineaires. 

Decrivons tout d'abord Ie procede de formation de ces 
systemes. 

Soit donnee, d'une part, une serie de Dirichlet quelconque, 
sous Ia forme (I) ou (II) (n° 5) 

UV"1"' 
h 

ä coefficients indetermines xh, Ies quantites Xh satisfaisant respec-
tivement ä Ia condition (A) ou aux conditions (J.) et (B) (n° 5). 

Soit donnee, d'autre part, une equation differentielle Iine-
aire quelconque 

itn jtn—1 
P0(Z) p l + P1(Z) «+...+Pm(s). V = P(Z) 

dzm dzm~x 

dont Ies coefficients sont assujettis aux conditions suivantes: 
I 0 que P(z) soit, en general, une fonction entiere en z 

P(z) = C0 -j- C1 z -f- C2 z
2 -|- . . . -|- CnZ

n - J - , 

se reduisant, en particulier, ä un polynõme entier, ou m§me ä 
une constante (le zero y compris); 
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2° que P0(z), Pi(z), • . . Pm(z) soient des polynõmes entiers 
en z tt 

Pi 0 ) = üio + aiXZ - f - Cli2Z
2 - J - . . . - J - CliniZ * 

(i = 0 , 1 , 2 , . . . m). 

Cela 6tant, rempla<?ons dans l'equation differentielle donnše 

dy d2y dmy 
Tz' 

respeetivement par Ies söries 

*y' dz' dz2' ' ' ' dz« 

Zxh*-* , 
h 

2J(—Xh)xhe
 lhZ, 

h 

Z(-Xh)2xhe~^\ 

U(-XhTxhe  
h 

dont chacune (sauf Ia premiere) se deduit de Ia precedente en Ia 
differentiant terme ä terme. 

On obtiendra ainsi 

(42) 
Z[P 0 (Z ) ( - * > ) " + P 1 W (-A*)"- 1 + . • • + P . - i (*) ( - h ) + 

h 

+ P„(*)}e^v Xh = P(Z) 

ou, en tenant compte de ce que 

Pi (Z) = üio + an z - f - . . . - J - UintZ
i (i = 0 , 1 , 2 , . . . m), 

on aura 

2{ <Po (Xh) -}- Zfp1 (Xh) -J- Z2(p2 (Afc) -J- . . . -J- ZrCpr (Xh) I e Xh ~ P(z)> 
h 

en y dösignant par 

<P0 (Xh), Vi(Xh), • . . ^r(Xh) 
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Ies polynõmes entiers en Xh de degre m au pius: 

V k (Xh) = aOfc ( ~ K ) m + aifc (—A)m _ 1 + • • • + %n-i)¾ ( Xh) Cimlc 

(Tc = 0, 1, 2 , . . . r ) , 

et par r celui des (m + 1 ) entiers positifs ou zeros 

n0, W1, n2, • • • 

qui n'est pas inferieur ä aucun des autres. 
En developpant 1'expression 

{ Vo(Xh) -J- ... } e 

suivant Ies puissances croissantes de z 

I Vo (Xh) Z Vi (Xh) - j - • • • -}- ZrVr (Afc) j e h Xh = 

— j Vo (Xh) - f - Z Vl (Xh) -j- Z2V2 (Xh) -j- . . . - f - ZrVr (Xh) - f -

+ 2 Vo (Xh) + Z2Vi (Xh) H h ZrVr-I (Xh) 

+ ^+V(4) ( -=y^ + 

+ Z2Vo(Xh) + • •. +zrVr-2(Xh){-^Y~~ + 2 ^ m W ( - 7 T + 

+ zr+2Vr(Xh) + 

j Xht 

l'equation (42) s'ecrira 

2 { i [ f t W + s»i(*0 - ¾ + • • • + y - i w ^ = r + 
h ^ i=0 L 

+ Vi (Xh) j XhZi + 

+ J k ( « - I f + <PM + • • • + 
i~r-\-\ 

+ Vr(Xh) j = H z ) -
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Or, egalons Ies coefficients des memes puissances de s 
dans Ies deux parties de Ia derniere equation; alors on obtiendra 
evidemment un systeme d'equations lineaires ä une infinite 
d'inconnues (xh) 

o .= 2 ' f 9 o ( h ) { — ^ + ftN ( V _ 1 

h L l\ • ' — - (¾—1) J 

(i = 0, 1,2,... r), 

•f . . . -f Cpi(Xh)j xh 

V7T n \(—Xh)1 I n <.(—Xhy
 1 . i n \(—Xh)

1 rI 
= 2 ^ ^ * ) -Jl h 9i(Xh) J + • • • + iPr(Xh) ~^Zr^rJ Xh 

(i-1)! 

(i > r -{- 1). 

En remarquant enfin que pour i > r dans Ia (i -f- l)ifeme 

equation de ce systeme Ies coefficients des xh sont des polynõmes 
entiers en Xh de degre (m -j- i) au plus, ne contenant que Ies 
puissances des Xh dont Ies exposants sont ^>i — r, il en resultera 
que Ie nombre des termes y sera (m-f-r-|-l) au plus. 

Donc, Ie systeme obtenu par Ie procede de formation que 
nous venons de deerire peut §tre presente sous Ia forme suivante: 

(43) 

Ci = ^ a.Q X^ri + aa X™+*-1 + ... + ai(m+i) | xh 

(i = 0, 1, 2, . . . r), 

= U j V i0Xt i + a i l^ l + l '_ 1 +'•••+ a*-(m+r) Xi~r j 

(i > r +1), 

Xh 

Ies aik y designant ä Ieur tour des polynõmes lineaires des 
coefficients des Pj(Z) (j = o, 1, . . . m); par exemple, 

CliO = CIqo 
(__!)«+< 

il 

an TT+(?¾) (-1)"+'-1, 

a ' 2 = ( l f + 
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52. Nous allons constater qu'il y a des cas oü Ies coeffi-
cients des xh, dans la (i -j- l) ifeme Equation de (43), sont des 
polynõmes de degre (m -j- i) (comme l'on sait, c'est Ie degre Ie 
plus eleve possible); d'autre part, il y a aussi des cas oü Ie 
degre maximal n'est pas effectivement atteint; il peut mõme 
arriver que notre procede de formation des systemes ne s'applique 
point ä l'equation differentielle donnee, parce que la partie droite 
de la (i-[-l)ižme 6quation du systeme peut s'annuler identique-
ment, tandis que a 4= 0. 

En effet, remarquons qu'en tenant compte de ce que 

Oio = (—1)—K 

on en tirera immediatement la conclusion suivante: pour que 
Ie coefficient de xh dans la (i-|-l)ifeme equation du systeme (43) 
soit un polynõme entier de degre (m-\-i), il faut et il suffit que 
soit aoo^O. 

D'autre part, montrons maintenant que Ie degre du coef-
ficient de xh dans la (i-f-l)ifeme equation du systeme ,peut etre 
inferieur ä (m-\-i). 

Soient, par exemple, 

P0OaO = zM, 

P1(Z) = Zm-1, 

Pm—1 (z) = Z , 

Pm(Z) = 1; 

alors on aura evidemment 

Wo(Xn) = —j— 1, 
<Pi(Xh) = (—Aa)1, 

Ä) = £— 
par suite, 

^p0(Xh) — j j — + • • • + 9>%(Xh) j = ( Xh)x | j | + + • • • + Y] + 1 j 

¢=0, 1,2,.. .m), 
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ainsi que 

+ • • • +Vm(K) ¢ ^ , ) , } = X - ^ i + + 

+ + ( ^ « + D-

Il en resulte, en particulier, que Ie systeme que 1'on obtient 
dans ce cas-ci appartient evidemment ä l'un des quatre types 
6tudies dejä dans Ies Chapitres precedents. 

Enfin, examinons Ie cas suivant. 
Soit donnee une equation differentielle lineaire teile que 

1'on ait 

-̂ o(O) = aOO = 

-Pl(O) = Aloz=zO, 

-Pwi(O) -—• CtmO — 0 5 
alors 

<Po (Xh) = CIqq ( Xh)
m -j- Ü\Q ( Aj,)"1-1 -|- dm0 — 0 

et il en resultera immediatement que notre procede de formation 
des systemes ne s'appliquera pas ä l'equation differentielle donnee. 

En effet, d'apres ce procedš, Ie coefficient de xh dans la 
premiere equation du systeme est y0{Xh)\ or, dans ce cas-ci 
<pQ (A>,) = o; par consequent, la partie droite de la premiere equa-
tion du systeme, s'annulant identiquement, ne peut pas etre 
egalee ä c0 4= 0. 

53. Le dernier exemple montre qu'il y a des cas oü notre 
procede de formation des systemes eesse d'etre applieable; d'autre 
part, d'apres Ies exemples precedents, il y a des cas oü il s'appli-
quera bien et permettra alors d'obtenir des systemes d'equa-
tions lineaires ä une infinitõ d'inconnues de la forme (43). 

Appelons s y s t e m e s du t y p e V ceux de ces systemes 
oü h ne parcourt que Ies valeurs entieres positives: 

h = 1, 2, 3 , . . . , 
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et s y s t e m e s du t y p e VI Ies systemes analogues oü h par-
court toutes Ies valeurs entieres (negatives, zero et positives): 

A = . . . —n, . . . —2, —1, 0, 1, 2, . . . n, .... 

Les systemes du type V et du type VI peuvent etre carac-
terises de Ia maniere suivante: 

I0 Iis sont obtenus des equations differentielles lineaires 
en y appliquant Ie procede de formation que nous venons de 
decrire ci-dessus, Ies systemes du type V etant attaches aux 
series de Dirichlet de Ia forme (I), et ceux du type VI, aux 
series de Dirichlet de Ia forme (II) (n° 5). 

2° Le coefficient de xh dans Ia (i-f- i) iöme equation du 
systeme est, en general, un polynõme entier en Xh 

{ «*0X^jrl -j- ein 1 H - • • • H- (j< — 0,1, 2, . . . r) et 
(44) 

\ ciioX^1 -|- an 1 -|- . . . -J- X1
h

 r (i > r-j-1), 

Ies aik y dependant lineairement des coefficients des polynõmes 

et r y designant Ie degre Ie plus eleve des Pj (z) (j = 0,1,... m). 
3° Les polynõmes (44) ne sont pas identiquement nuls, au 

moins pour une infinite de valeurs entieres et positives de i\ 
ils ne Ie sont pas, en particulier, lorsque c»4=0. 

4° Pour toutes ces valeurs de i Ie nombre des termes des 
polynõmes (44) est donc au moins 1 et au plus (m-j-r-]-l); 
par suite, si a l0 = 0, a t i = 0, . . . ai(fc_i) = 0, mais a i k ^ 0 , on aura 

D'apres tout cela, un systeme du type V s'ecrira sous Ia 
forme suivante: 

P0 ( 4 P1O?), • • • Pm {z), 

0 ^Jc^m r. 

(i = 0, 1, 2 , . . . r), 

a = aik +... + a«,»+,) Xirr j (»>»•+!)> 

Uiu 4= 0, 0 ^ k ^ m r. 
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Qaant aux systemes du type VI, ils se prösenteront sous 
une forme tout ä fait analogue; seulement 

QO -I- OO 
£ y sera remplac6 par 

II. Sur la resolution des s y s t š m e s du t y p e V. 

54. Nous allons montrer que Ie probleme de la resolution 
des systemes du type V peut etre ramene completement ä celui 
de la resolution des systemes du type III ou du type I. 

Pour s'en assurer, nous demontrerons Ia proposition suivante: 
E t a n t donne un s y s t e m e q u e l c o n q u e du t y p e V 

(45) 

Ci + ••• + «,«M-oK (« = 0,1,...)-), 
A=I V > 

Ci = . Z 1 I a f t A j - H - * + . . . + ai(m+r)X>f ] xh ( » > r + l), 
A=I V ) 

aifc 4= 0, O < Tc m -}- r, 

et en s u p p o s a n t qu' i l a i t u n e S o l u t i o n (a?Ä), c e l l e - c i 
r e n d r a i t a b s o l u m e n t c o n v e r g e n t e s t o u t e s Ies 
s e r i e s 

O O 

X KXH (P = 0 , 1 , 2 , . . . ) . 
A=I 

En effet, d'apres l'hypothese faite, Ie systeme donn6 a une 
Solution (xh); par suite, en tenant compte de ce que nous enten-
dons par une S o l u t i o n (n° 4), on peut dire que Ia serie 

Z 1 

A=I 
j aik I T k + • * • + ai(m+r)^A r J Xh 

convergera pour chaque valeur entiere et positive de i > r -J- l. 
Etant aik 4= o, Ie terme general peut etre presente evidemment 
sous Ia forme suivante: 
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U1. = * + a J f ' ' - r + ••• + « 
ik '"h aik 

a., , 
» m-|-i—k 
Mt 

Or, en remarquant que, d'apres Ie n° 53, Ie coefficient de xh dans 
la («-|-l)ifeme equation du systeme (45) est, en general, un poly-
nõme entier en Xh, c'est-ä-dire k<im-\-r, et que, d'autre part, 

Iim 1 = 0, 
h —>co I Xu J 

il vient 

Iim j 
h-+ oo ( 

ai(fc+i) 1 
aik Xh 

4" • • • + 
l., , . 1 t(m+r) -L 

a.. ' 7m+r~Ä 

tk Ah 

0. 

Par consequent, quelque petite que soit la valeur positive 
de e, on peut indiquer respectivement un entier positif w(e) tel 
que soit 

uh > I (1—e) o.ik I . I xh I pour h > n (e); 

par suite, la serie dont Ie terme göneral est 

convergera, ainsi que Ie fera la serie dont Ie terme geuera! est 

\X^~*xh\. 

On en deduira donc immediatement la convergence absolue 
de la serie 

O O 

y Xp
h xh pour p = 0, 1, 2 , . . . m -|- i — k. 

h=1 

Or, etant m-\-i — k^>i — r (i > r -)- 1), on võit que m -j-i — k 
crott indefiniment avec i; aussi, toutes Ies series 

O O 

X K xh (p = 0 , 1 , 2 ) 
A=I 

convergeront-elles absolument. 
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55. La sšr ie 
OO 

ZK x

k fc=l 

etant absolument convergente, elle aura une somme bien deter-
minee que nous dšsignerons par a p : 

OO 

«, = Z K *»• 
h=l 

Cela etant, on döduit de la (e'-(-l)ieme equation du systeme 
donne (45), dans l'hypothese que ce systeme ait une Solution, 
la relation suivante: 

cX = aik tfm+i-fc + ai(/,+1) °m+i-k-l + ' ' • + a.'(m+r) °i-r C* ^ T + 1^ 

Generalement, chacune des equations du systeme donne (45) 
nous fournira une relation analogue. On peut Ies considerer 
comme equations ayant pour inconnues Ies ah, et constituant un 
systeme que nous appellerons s y s t e m e a s s o c i e . 

Nous en tirerons donc la conclusion suivante. Pour qu'un 
systeme quelconque du type V (45) ait une Solution (xh), il faut 
que Ie systeme associš 

^ik —k I ai(k-\-l) —k—1 I " * * I 

(i = 0, 1, 2 , . . . r), 
(46) 

Ci = aik °m+«-k + c VfD °m+i-k-l + • • • + at(«4-r) ° i - r 

( « > r - | - l ) 

ne contienne que des equations compatibles et qu'il ait une So-
lution (aÄ), lui-aussi. 

Remarquons que Ie systeme associö (46) est un systeme 
infini recurrent. Bn effet, quelque grand que soit 1'entier posi-
tif s, on peut toujours indiquer une valeur entiõre et positive de i. 
soit i = i0, teile que 

i — r > s pour i^>i0; 

par consequent, as ne peut figurer que dans un nombre fini 
d'equations du systeme associe, puisque aa n'entrera plus dans 
la («4"l) i 6 m e equation si i;> v 

7* 
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Il est aise de demontrer que la condition necessaire pour 
l'existence d'une Solution du systeme donne (45) est aussi süf-
fisante. 

Bn effet, supposons que Ie systeme associe (46) ait une 
Solution constituöe par Ies valeurs 

^ij 2̂» ^8) * * * • • • ' 

prenons alors Ie systeme auxiliaire 

O O 

(47) cTj = Z X * ! , (1 = 0,1,2,...); 
a=1 

celui-ci appartient au type III lorsqu'il y a entre Ies Oi au moins 
un qui difföre de 0, ou bien ,au type I si (Ti = O («' = 0,1,2,...). 

Bn tout cas, il aura une infinite de solutions, comme nous 
venons de voir dans Ies Chapitres precedents. 

Or, on se rendra aisöment compte de ce que chacune des 
solutions du Systeme auxiliaire (47) est aussi une Solution du 
systeme donne (45). 

' En effet, 

Ci
 = a i h ( S m + i ~ k J r • • • + ai(m+r) - r = 

O O O O 

= « , * - Z V ^ + • • • + < W , - 2 X ~ X = 
A=I h=l 

= I l a j i ^ + " + . . . + a ^ r ] *» ( ^ + D 
A=I V ' 

et, de meme, 

0 0 i \ 
« = Z1 Oa 'C~" + • • • + «W k (» = 0, 1, 2, . . . r). 

a=i ' 

56. D'apres cela, etant, donne un systeme quelconque du 
type V, et en se proposant de Ie resoudre, on n'aura evidem-
ment qu'ä proceder de Ia maniere suivante : 

I0 On constituera Ie systeme associe röcurrent et on l'exami-
nera de pres: si ce systeme contient des equations non compa-
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tibles, il est elair que Ie systeme donn6 n'aura aueune Solution; 
dans Ie cas oü Ie systeme associe admet des solutions ön Ies 
calculera. 

2° Ä chacune des solutions du systeme associe 

(®0> ®1> 

on fera correspondre un systeme auxiliaire 

O O 

O i =JJK x I r (1 = 0,1,2, ...), 
a=i 

appartenant ou bien au type III, ou bien au type I, selon Ies cas.' 
3° On calculera Ies solutions des systemes auxiliaires. 
Ghacune d'elles sera aussi une Solution du systeme donne 

du type V et celui-ci n'en aura pas d'autres, comme il resulte 
evidemment des considerations precedentes. 

A i n s i , la r e s o l u t i o n d ' u n s y s t e m e du t y p e V 
p e u t e t r e r a m e n e e c o m p l e t e m e n t ä la r e s o l u t i o n 
du s y s t e m e a s s o c i e r e c u r r e n t e t de t o u s Ies 
s y s t e m e s a u x i l i a i r e s c o r r e s p o n d a n t s . 

57. L'existence des solutions du systeme donne du type V 
depend entierement de l'existence des solutions du systeme 
associe. 

Or, remarquons que dans Ie cas d'un systeme homogene 
du type V (c'est-ä-dire lorsque Ci- 0, 1 = 0 ,1 ,2 , . . . ) Ie systeme 
associe sera homogene, lui-aussi, et aura, par suite, toujours au 
moins Ia Solution triviale 

(jt.= O (t =-0 ,1 ,2 , . . . ) 

ä laquelle correspondra Ie systeme auxiliaire du type I 

O O 

0 = 2 ¾ ¾ « = 0,1,2,...). 
a=i 

Ce dernier systeme ayant une infinite de solutions (Chap. I), 
et chacune d'elles etant aussi une Solution du systeme homogene 
donne (du type V), il en resulte qu'entre Ies systemes homo-
genes du type V il n'y en a pas qui n'aient point de Solution 
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D'autre part, il est aise de constater que 1'on peut bien 
former des systemes non homogenes du type V n'ayant aucune 
Solution. 

En effet, supposons, par exemple, que soient: 

I0 m,— 1, 
2 ° P0(Z) = Ct0Z (a0 4 = 0 ) , 

3° P1(Z) = bQz—a0 (b0 + 0), 

4 0 * h aO O0 

t)n aura alors <p0ßh) = —a0 et ^l(Xh) == b0—a0Xh; par suite, 

Vo ß») + Vi ßh) = b0, 

et Ies deux premišres Equations du systeme correspondant du 
type V attachö ä l'äquation differentielle 

a°z + (bog —O0) y — co ~\~ c i z C2Z
2 + . . . 

sont 

C0 — ( Of0) OCfly 

a=1 

O O 

C1-JJ b0 xh; 
a=i 

aussi, Ies deux premieres equations du systeme associe sont-elles 

C0 = Ct0 O0l 

ci — K o0. 

D'apres Ia condition 4°, celles-ci ne sont pas compatibles et, par 
suite, dans ce cas-ci notre systeme non homogene du type V 
n'aura aucune Solution. 

Remarquons enfin qu'il y a des systemes du type V dont 
Ies systemes associes ont une infinite de solutions numeriques. 

En effet, soit 
-Po (O) ==z Ci00 O, 
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alors, comme nous 1'avons vu, au n° 52, Ie coefficient de xh 

dans la (i-f-l) i ö m e Equation d'un systeme du type V sera un 
polynõme entier en Xh de degrš 

(m -j- i) (i = o, 1,2,... ), 
c'est-ä-dire 

a,o 4= 0 et Jc = 0. 

Aussi, est-il elair que de tous Ies o qui entrent effectivement 
dans la ( i-f 1V6me equation du systeme associe c'est Om t̂ qui 
aura 1'indice Ie pius grand. . 

On peut donc exprimer successivement tous. Ies an oü 
n^>m—1 en fonction de 

o0, * om—i, 

en considerant ces derniers comme constantes arbitraires. 
On obtiendra ainsi une Solution du systeme associe, d6pen-

dant, en general, de ces m constantes arbitraires et reprõsentant, 
par suite, une infinite de solutions numeriques. Donc, dans ce 
cas-ci, Ie systeme donne du type V sera equivalent ä une infinite 
de systemes auxiliaires du type III ou du type I. 

III. Sur Ia resolution des systömes du type VI. 

58. Au numero 53 nous avons dejä constate que Ie 
procede de formation des systemes du type VI, ainsi que Ia 
forme sous laquelle ils se presentent, sont presque Ies mõmes 
que dans Ie cas des systemes du type V; Ia seule difference 
consiste en ce que Ies systemes du type*V sont attaches aux 
series de Dirichlet de Ia forme (I), tandis que ceux du type VI, aux 
series de Dirichlet de Ia forme (II) (n° 5). 

Aussi serait-il bien naturel d'essayer d'etendre Ies resultats 
obtenus ci-dessus pour Ies systemes du type V aux systemes du 
type VI. 

Or, en examinant de pres cette question, on constatera 
aisement que Ies raisonnements du n° 54 ne s'appliqueront pas 
aux systemes du type VI. 

En effet, au numero 54 nous avons demontre que chacune 
des solutions d'un systeme du type V fera converger absolument 
Ies series 
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oo 
2 X X (< = 0 ,1 ,2 , . . . ) , 
h=1 

puisque de la convergence d'une serie 

OO 
Z 
Ji=I 

resultera immediatement la convergence absolue de la serie 

O O 

a=i 

En essayant maintenant d'obtenir Ie meme resultat pour 
Ies systemes du type VI, on verra tout de suite que dans ce 
cas Ies raisonnements precedents se trouveront evidemment en 
defaut. En effet, il est clair qu'en supposant que Ies series d'un 
systeme du type VI 

+ 00 , \ 

JL |atfe C 1 k ~b • • • + ai(m+i) I xh (t = 0, 1, 2 , . . . r), 
A=-O0 ^ ' 

~t~°0 ( \ 

J J I aLk K + 1 * + • • • jT ai(m+r) K r U h («> r + 1) 
A=-Q0 l J 

convergent absolument, et que la suite des Xh ne soit assujettie 
qu'aux conditions generales (A) et (B) (n°5), on ne peut pas en 
deduire, par Ies raisonnements du n° 54 au moins, la conver-
gence absolue des series 

+ GO 
Z Xi Xh (••- 0,1,2...). 

A = — o o 

Mais qu'est ce qu'on doit dire alors ä propos de la question 
interessante suivante ? 

Y a-t-il des systemes du type VI ayant des solutions qui 
font converger absolument Ies series du systeme, sans qu'elles 
rendent absolument convergentes Ies series 

+ 00 
> Xlxh (* = 0 , 1 , 2 , . . . ) , h h 

A = — o o 

ou au moins quelques-unes de ces series? 

j aifc C f * ^ • + ai(m+r) K j X) 
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En laissant ouverte cette question delicate, nous ne nous 
allons occuper que de celles des solutions des systemes du type Vl 
qui rendent absolument convergentes toutes Ies series 

+ 00 

2 Xi
hXh (» = 0,1,2,...); 

A=-- oo 

nous Ies appelons s o l u t i o n s (a). 

59. Il est aise de voir que tout ce que nous venons de 
dire ä propos des solutions des systemes du type V peut etre 
etendu, -au fond, aux solutions (a) des systemes du type VI. 
A cet effet on n'aura qu'ä repeter Ies raisonnements des nume-
ros 55—57. 

En procedant ainsi, on demontrera Ia proposition suivante: 
S o i t d o n n e un s y s t e m e q u e l c o n q u e du t y p e VI 

(n° 53) 

4- OO 

H = ^ |aife K + 1 k jT • • • jT a,-(m+i)} xh (« = o, 1, 2 . . . r), 
h=—oo y ' 

(48) -f- OO 
Ci = 2J Ja i i ' + . . . + « , „ + „ 4 ' 1 ¾ ( « ä r + 1), 

/i=—oo l 

a * + °> 

j (m+r) 

O < Je ^ m -J- r; 

p o u r q u ' i l a i t d e s s o l u t i o n s (a), i l f a u t e t i l s u f f i t 
q u e Ie s y s t e m e a s s o c i e r e c u r r e n t 

(49) 
Ci — aihGm+i--kJr • • • +aVI 

+ . • • +a 

j Ci aik m+i 

l c: = a,,. <x ,, ik m+i - -k 

(m+t) 0O 

»(m+rj —r 

(i = U, 1, 2 , . . . r) 

(i > r -f-1) 

a i t , I u i - a u s s i , äu m o i n s u n e S o l u t i o n . 
En faisant correspondre ä chacune des solutions du sys-

teme associe 
°0> 0I> °2> • • • °h, • • • 

un systeme auxiliaire 

(50) 
+ 00 

°i = 2 *1 
A = -QO 

(i = 0, 1, 2 , . . . ) , 
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on peut dire que l'ensemble des solutions de tous ces systemes 
auxiliaires contient toutes Ies solutions (a) du systöme donne du 
type VI et qu'il n'en contient que ceux-ci. 

Les systemes auxiliaires (50) etant du type II ou du type IV, 
on se rendra aisement compte de ce que Ia c o n s t r u c t i o n 
d e s s o l u t i o n s (a) d ' u n s y s t e m e du t y p e VI (48) p e u t 
§ t r e r a m e n e e , ä l ' a i d e du s y s t e m e a s s o c i e r e c u r -
r e n t (49), c o m p l e t e m e n t k Ia r e s o l u t i o n d e s s y s -
t e m e s du t y p e IV ou du t y p e II. 

60. L'existence des solutions (a) d'un systeme du type VI 
dependra entišrement de l'existence des solutions du systeme 
associe correspondant. 

Celui-ci aura en tout cas Ia Solution triviale 

a. = o (¢ = 0 , 1 , 2 , . . . ) 

si Ie systeme donne du type VI est homogene, puisque dans ce 
cas Ie systeme associe correspondant Ie sera evidemment, Iui-
aussi. 

Il en resulte donc que chacun des systemes homogenes du 
type VI a une infinite de solutions (a), au moins toutes celles 
du systeme auxiliaire du type II 

+ QC 
O = Z K x H (* = 0 ,1 ,2 , . . . ) . 

Ti = - OO 

Quant aux systemes non homogenes du type VI, on pour-
rait montrer ä l'aide des exemples, comme au n° 57: 

I0 qu'en partant de certaines öquations differentielles li-
neaires, on obtiendra des systemes du type VI dont Ies systemes 
associes contiennent des equations incompatibles et n'ont, par 
suite, aucune Solution ; 

2° qu'il y a, d'autre part, des systemes non homogenes 
du type VI dont Ies systemes associes ont un nombre fini ou 
mõme une infinite de solutions numeriques. 

D'apres cela, on trouve, d'une part, des systemes non ho-
mogenes du type VI qui n'ont aucune Solution (a) et, d'autre 
part, des systemes qui en ont une infinite. 



C H A P I T R B IV. 

Sur rinterpolation. 

I. General is . 

61. Jusqn'ici nous avons applique Ie principe des reduites 
aux differents systemes d'equations lineaires ä une infinite 
d'inconnues attaches aux series de Dirichlet. 

Allons maintenant l'appliquer ä certains systemes d'equa-
tions lineaires attachös aux series entieres. 

L'objet de nos etudes, dans ce dernier Chapitre, sera Ie 
probleme d'interpolation que l'on peut enoncer sous une forme 
plus ou moins generale. 

Convenons d'appeler p r o b l e m e s p e c i a l de 1 ' i n t e r 7 
p o l a t i o n Ie probleme suivant: 

Etant donnees deux suites indefinies de quantites quelconques: 

®1> 2̂> • • • , 
fltI, • • • » 

Ies elements de Ia derniere satisfaisant aux conditions 

I «1 I S I «2 I < I «3 I ^ ^ I «n I < • • • , 

I an I —*• OO pour n —* CO, 

former une fonction entiere F(z) qui, pour z — av, a2, . . . an, . 
prenne respectivement Ies valeurs C1, c2, . . . cn, . . . 

En posant 

F(z) = C0-f- G1Z -j- O2^
2 -{-... -j- CnZ

n ..., 

on n'aura qu'ä determiner Ies coefficients Cn de sorte qu'ils 
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satisfassent au systeme d'equations lineaires ä une infinite 
d'inconnues 

(51) Ci — C0 -)- O1A1- -|- C2Cii -f-. .. -j- CMa" -j- . .. j (i = 1, 2, 3,...). 

Appelons ces systemes (51) s y s t e m e s du t y p e VIL 
Cela etant, il est clair que Ie probleme special de 1'interpolation 
öquivaut k la rõsolution du systeme correspondant du type VII. 

Quant au p r o b l e m e g e n e r a l i s e de 1 ' i n t e r p o l a -
t i o n , nous 1'enoncerons sous la forme suivante: 

Etant donnees trois suites indefinies: 
I0 une suite des (a„) 

CA1» Cl2l (lg, (Xn, . . . 
teile que 

I ax I ^ I a2 I < I a3 I <; ... < I an | < ..., 

I a„ I —* oo pour n —* oo, 

2° une suite de nombres entiers positifs quelconques ou 
zeros 

Vu P* p3, . . . pn, , et 

3° une suite de quantites quelconques 

-(°) - W (P1) M (I) (P2) (O) (1) APn) 
C/j , O1 . . . O1 , V2 , O2 , . . . V2 , . . . , Vn , Vn , . . . Vn , . . . , 

former une fonction entiere F(z) de sorte que 1'on ait pour z = a„ 

= \ 

F \a J = C'1) ! 
. . . . . . . . (« = 1,2,3...), 

JPtf-I(On) = C*"' ) 

c'est-ä-dire que la fonction F(z), elle-meme, ainsi que ses pn pre-
mieres derivees prennent pour z = an respectivement Ies valeurs 
prescrites c(°-\ cfn>, . . . c(*n\ n etant un nombre entier positif 
quelconque. 

Cela revient evidemment ä resoudre Ie systeme suivant 
d'equations lineaires ä une infinite d'inconnues: 
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c(
n — Co -(- Ci an -j- C2 Cirt -(- • • • -j-

+ Cpn
 a I n CPn+ 1 anM+ 1 + • • • 

1 ! Ci -f- Y| C2 Cln -f~ • • • + 

-\-pn Cpn an

n 1 jT ('Pn j- 1) Gpn+1 a
p

n

n-\- . . . ( W e = 1 > 2, 

2! C2 -f... H-

jTPn (Pn~ ] ) 0Pn ^ + (Pn+ l ) Pn 0Pn+ 1 ' • • 

(52)<J 

.d). 

3,4,...). 

M = ! Cpn

jT-i— Cpn+1 a„-f- . . . 
l! 

Appelons ces systemes (52) s y s t e m e s du t y p e VIII. 
Cela etant, il est clair que Ie probleme generalis6 de 1'interpo-
lation equivaut ä la resolution du systeme correspondant du 
type VIII. 

Remarquons que dans Ie cas particulier oü 

= O pour k = 0, 1, 2, . . . Pi  

(i = 1, 2, 3, . ..), 

ce probleme a 6te resolu par Weierstrass'; en effet, d'apres son 
theoreme celebre, on peut construire une infinite de fonctions 
entieres F(z) telles que 

F (an) = O ) 

F' (an) = O } (» = 1,2,3,...). 

F^(an) = O J 

Bn appliquant convenablement Ie principe des reduites, nous 
montrerons, dans ce Chapitre, que Ie meme resultat peut etre 
obtenu dans Ie cas general, Ies quantites donnees cf> ayant des 
valeurs quelconques. 

Ce beau resultat mettra bien en evidence, peut-etre d'une 
fa^on plus frappante que Ie font Ies Chapitres precedents, Ie roie 
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important que joue Ie principe des reduites dans la theorie des 
systemes d'equations linšaires ä une infinite d'inconnues. 

62. Noas allons resoudre d'abord Ies systemes du type VII 
sous l'hypothese particuliere suivante, relative ä la suite des a„: 

{ I «1 I < I «2 I < I «8 I < • • • < I «« I < • • 
(53) { 

l I an I —• oo pour n —+oo. 

Comme nous Ie verrons, cette hypothese restrictive facilitera 
considerablement notre täche de construction des solutions des 
systemes du type VII, en permettant d'y appliquer une methode 
particulierement simple. Ensuite, nous en dšgagerons aisement 
l'idee essentielle d'une methode analogue, s'appliquant aux syste-
mes du type VII, ainsi qu'ä ceux du type VIII sous l'hypothese 
suivante plus generale: 

v f I «1 I < I «2 I < I «3 I < • • . < K I < • . • , ( ° 4 ) 
{ I an I —• oo pour n —• oo. 

Ajoutons que ces methodes ont toutes Ies deux pour base 
commune Ie principe des reduites, n'etant, au fond, que des modes 
d'application distincts du meme principe. 

En modifiant convenablement la premiere d'elles, on en 
deduira aisement 1'autre. 

Au Iieu de traiter separement Ies systemes du type VII et 
ceux du type VIII, sous l'hypothese (54), nous nous bornerons, 
pour õviter des repetitions, ä ne resoudre que Ies systemes du 
type VIII, qui embrassent d'ailleurs aussi tous Ies systemes du 
type VII, puisque chacun de ceux-ci peut etre considere evidem-
ment comme un systeme du type VIII dont tous Ies pn sont nuls: 

Pn = O (n = 1, 2, 3, ...). 

63. Remarquons enfin que c h a q u e s y s t e m e d u t y p e 
VIII q u i a d m e t u n e S o l u t i o n , en a d m e t t r a m e m e 
u n e i n f i n i t e . 

En effet, soit 

F(z) = C0 -j- CyZ -)- C2 z
2 -j- ... ~{- Cnz

n -j- . 
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une fonction entiere teile que 

F(On)=W 

F'(an) = 
(n = 1 , 2 , 3 , . . . ) -

-Fw(On) =CiT"' ) 

D'autre part, d'apres Weierstrass, il y a une infinite de 
fonctions entieres <&(z) admettant d'une fa$on generale an pour 
zero d'ordre pn-\-l (n = 1, 2, 3, . . . ) et, par suite, telles que 

# (an) = O 

#'(atn) = O 

<J>(ft,)(o„) =O 

(n = 1, 2, 3, . . . ) ; 

il en resulte evidemment que la somme 

F(z) + $(z) 

represente/ elle-aussi, une fonction entiere F1(Z) teile que 

F1(On)=CW 

F1' (an) = 
( ( n — 1» 2, 3, . . .). 

Donc, ä une infinite de fonctions $(2) correspondra une 
infinite des fonctions F1(Z) = F(Z)-\-<P(z) dont Ies coefficients 
constituent une infinite de solutions du systeme correspondant 
du type VIII. 

II. Sur la ršsolution du problõme special de l'interpolation dans 
un cas particulier. 

64. Proposons - nous, sous l'hypothese restrictive (53), de 
resoudre Ie probleme special de l'interpolation (n° 61), ou, en 
d'autres termes, de construire une Solution du systeme (51). 
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Remarquons tout d'abord qu'etant donnš un systeme quel-
conque tel que (51), on peut Ie presenter toujours sous la forme 

(55) bi = A1 di -f- A2 Cti -f-... -j- An af -j- . . . j (i = 1, 2, 3, ...), 

oü Ci1 4= 0, I an I —• cx) pour n —* oo, 

I a I I < I tt2 I < I «3 I < • • ' < I an I < • • • , 

la suite indefinie 
l̂J 2̂» 3̂» • • • • • • 

contenant au moins un element different de zero et Ies incon-
nues y etant designees par Alt A2, As, . . . An, . . . 

Bn effet, il y a deux cas ä distinguer: 

I0 O1 4 :0 et 2° G1=O. 

Dans Ie premier cas on choisira C0 = c de sorte qu'en designant 

Ci — c = bi (i= 1,2,3,...), 

tous Ies b{ ne soient pas nuls; alors, en posant 

An = Cn (n = 1, 2, 3,.. .) et a{ = a{ (i = 1, 2, 3,. ..), 

on obtiendra evidemment un systeme tel que (55). 
Dans 1'autre cas, oü % = 0, on aura C0 = C1; alors, s'il y a 

entre Ies differences Ci-C1 (i= 1,2,3,. . .) au moins une qui 
differe de zero, on n'aura qu'ä poser 

bi = ^i-Cv a. = ai+1 (i = 1 ,2 ,3 , . . . ) 
et 

Än=Cn ( w = l , 2 f 3,. . .). 

Dans Ie cas contraire, etant 

c. — C1 = Opouri = I^S..., 

on peut presenter Ie systeme donne (51) sous la forme suivante: 

— C1 = C2Cii -j- (73a? -|- . . . -f- Cna{ -j- . . . j (i = 2,3,4,. . .), 

d'oü 1'on deduit immediatement qu'en choisissant C1 de sorte 
que soit — C1 = c0 + 0, et en posant 

= ai+v h = co Pour i = 1, 2, 3, . . . et An_, = Cn 
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pour n = 2, 3, 4. , on obtiendra encore un systeme tel 
que (55). 

D'apres cela, il est clair que, sans restreindre la generalite, 
on peut se borner ä n'etudier des Iors que Ies systemes (51) 
oü Gr1=J=0, C0 = O et la suite indefinie 

cIf c2> c3> • • SYly 

contient au moins un element cj 4 0, tous Ies autres cas se ra-
menant aisement ä celui-ci, comme nous venons de Ie voir tout 
ä 1'heure. 

Donc, p o u r r e s o u d r e Ie p r o b l e m e s p e c i a l de 
l ' i n t e r p o l a t i o n , s o u s l ' h y p o t h e s e (53), on n ' a u r a 
q u ' ä m o n t r e r q u ' o n p e u t t o u j o u r s c o n s t r u i r e u n e 
S o l u t i o n d ' u n s y s t e m e q u e l c o n q u e du t y p e VII 

(56)' 

tel que 

(57) 

c. 

CO 

y 
Z Cn a? n i 
n—1 

(i = 1, 2, 3 , . . . ) , 

I0 % =I= 0, 

2° I Cln I —* CO pour n —> CO, 

3° I Ct1 I < I I < 1 % I < • • • < I aH I < • • • , 
4° Cj =}= 0, 

et 

j e t a n t d ' a i l l e u r s un n o m b r e e n t i e r p o s i t i f q u e l -
c o n q u e . 

65. Nous verrons que chaque systeme (56) satisfaisant aux 
conditions (57) peut etre resolu ä l'aide des systemes reduits 
generalises dont Ie ßiöme s'ecrira sous la forme suivante: 

(58) V1 *7i—1 
V i = 2 h yh 

{i = 1, 2, 3, . . .) 
7i=:l 

oü 7. = O pour i 4= k, la suite indefinie 

A 1 , A 2 , AG, . . . A M , . . . 
etant teile que 

(27) »n+l 
AM 

^ p > 4 (» = 1 , 2 , 3 , . . . ) . 
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Il resulte evidemment de (27) que 

I Xn I —• oo pour n —* oo, 
et 

> pn~m• pour n >> m, 

quels que soient Ies nombres entiers positifs n et m (n° 35). 
Q u a n t a u x s y s t e m e s t e i s q u e (58) d o n t I e s Xn  

s a t i s f o n t ä la c o n d i t i o n (27), n o u s a l l o n s m o n t r e r 
q u e c h a c u n d ' e u x p e u t e t r e r e s o lu p a r la m e t h o d e 
de F o u r i e r . 

En effet, etant donne un systeme (58), designons par 

y?, yp> y .(«) 

Ies valeurs des inconnues du systeme reduit correspondant, ne 
contenant que n equations et autant d'inconnues (n^h)\ cela 
etant, on aura evidemment 

A 
(__1 )h+hy \ xJ fk *(n) 

OU 

et 

A <w) 
4 fc, h — 

1 A 1 . . . 
I n—1 
Ax 

A(n) = 1 Xi) . . . y n—1 

1 x„, . . j n—1 
An 

1 A 1 . xi-2 * h 
Ax . . A T 1 

1 A f c -I *h—2 . Afc—i * h 
Ak-X 

O n—1 . . . Afc-1 

1 AFC+I 
« h—2 • Afc+1 * h Afc+1 * n—1 

• • A&-(-I 

Xn 
jfc—2 . An A

h ' Q J; n . • . A# 

En comparant cette solution-ci avec celle du systeme reduit 
fini correspondant au systeme (22) (n° 30), on s'aper<?oit aise-
ment de ce que celle-ci s'obtient de celle-lä en y remplapant 

Tc par h—1, h par Tc et ck par yk. 
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Donc, d'apres (23) (n° 30), 

(n—1) 

n 
(n) 

(_!)»+* . yj 
(½' ̂ l) 

Aq Ag • • . Aft 

: - I - ' ) - ( £ - ' ) ( • - & ) ( Xk-SrIj 

(Ä = 1, 2 , 3 , . . . n), 

Afc 
Xk+2 

Afc\ 

(n-1) 

j r 

(½' ̂ i) 
A2 Xg... Aa 

etant Ia fonction symetrique, entiere et homogene d'ordre h—1 
des n — 1 quantites: 

J1 J1 Ai A2 A fc_i A fc+i Ä, 
(n° 30). 

En tenant compte de Ia condition (27), ainsi que des con-
siderations des num6ros 33 et 37, on pourra en conclure que 
Ies limites 

Vh = Um y'f 
n-> oo 

existent, 6tant finies, bien determinees et, pour yk 4= 0, differentes 
de zero: 

(59) • Vk= i—^rll n 

Z 1 _ 
(h, M 

( Ä = 1 , 2 , 3 , . . . ) . 

L e s v a l e u r s d e s yh, q u i v i e n n e n t d ' e t r e o b t e -
n u e s , c o n s t i t u e n t u n e S o l u t i o n du s y s t e m e (58) 
e n r e n d a n t a b s o l u m e n t c o n v e r g e n t e s t o u t e s s e s 
s e r i e s . 

En effet, prenons, pour fixer Ies idees, Ia serie iibme, i etant 
un nombre entier positif fixe choisi d'ailleurs arbitrairement, et 
däsignons par 
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U1 h = X"rlyh et uh+l = X]yh+1 

ses deux termes successifs; alors, d'apres (59), on aura 

jp 1 
uTIi) •• 4+i U 

A+l 

U1, Z 1 

(A1,;.,) K K - - - ^ 

et, par suite, d'apres Ies inegalites (29) ou (28) (n°35), 

14/, , i < 1 5 Xi 

U, n Ah+1 

donc, 
vh+i 
U1. 

O pour h —> oo 

et il en resulte immediatement que la serie i i ö m e converge abso-
lument. 

Les parties droites des equations du systeme (58) s'obtien-
nent de la serie 

O O 

UyhZ
h-1 

A=I 

en y faisant parcourir ä z Ies elements de la suite indefinie 

l̂J 2̂> • • • 

Or, remarquons que, si 1'on entend, dans cette sõrie, par yh re-
spectivement Ies valeurs bien determinees des inconnues du 
systeme (58) fournies par Ies formules (59), cette serie representera 
une fonction entiere ip{z). 

Bn effet, comme nous venons de Ie voir, elle converge 
absolument pour Z = Xi, i etant un nombre entier positif quel-
conque; par suite, elle Ie fera evidemment aussi dans toute 
l'etendue du plan de z, puisque 

I Xi I —> oo pour i —f co. 
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Nous en concluons donc q u e c h a q u e s y s t e m e (58) 
ou la s u i t e d e s Xn s a t i s f a i t ä l a c o n d i t i o n (27) 
n o u s f o u r n i r a u n e f o n c t i o n e n t i e r e 

O O 

h= 1 

66. L ' i d ee e s s e n t i e l l e de la methode par laquelle 
nous allons resoudre Ie probleme special de l'interpolation, 
enonce ci-dessus (n° 64), consiste en ce que nous allons former, 
d'apres une certaine regle, une suite indefinie de systemes reduits 
generalises 

(S1)i (S2) (Sn), . . . 

analogues ä (58); ä l'aide de ceux-ci nous construirons respec-
tivement une suite indefinie de fonctions 

Vi(*)> Ws(*)» • • • 

en choisissant Ies systemes (Sn) de sorte que Ies fonctions cor-
respondantes ipn(z) satisfassent aux c o n d i t i o n s s u i v a n t e s : 

(1) q u e ipn(z) s o i t u n e f o n c t i o n e n t i e r e , representee 
par une serie entiere de z convergente dans toute 1'štendue 
du plan de z; 

(II) q u e l a s e r i e 
O O 

»=1 

s o i t u n i f o r m e m e n t c o n v e r g e n t e d a n s Ie m e m e 
d o m a i n e ; 

et que 1'on ait: 

(III) Ipn(Cii) = O pour i = 1,-2, 3 , . . . w —l, 

(IV) = Cn — Vi(«„) — Vs(«„) — . . . — V«-i(a„) 

(« = 1,2,8,. . . ) . 

Supposons, pour Ie moment, tout cela fait; alors, d'apres (I) 
et (II), la serie 

oo 

ž Vn(Z) 
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representerait evidemment une fonction F(z) holomorphe dans 
toute l'etendue du plan de zt c'est-ä-dire F(z) serait une fonction 
entiere; de pius, en tenant compte de (III) et (IV), on aurait 

jrW = %(aJ + %(aJ H- • • • + </>»(«„) = Cn> 

(n = 1, 2, 3, . . .); 

donc, la fonction F(z) serait bien une fonction entiere exigee 
prena-nt, 

pour z = au a2, a3, . . . am, . . ., 

respectivement Ies valeurs prescrites 

C2j C3» • • • Cmj • • • 

67. Quant ä la regle d'apres laquelle on formera Ies syste-
mes reduits generalises (Sn)f nous nous permettrons de faire ä 
ce sujet quelques remarques generales, avant qu'elle soit fixee 
definitivement. 

Remarquons tout d'abord que Ies parties droites des equations 
du systeme donne (56) s'obtiennent de la serie entiere 

UCmZm 

m~l 

en y faisant parcourir ä 0 Ies elements de la suite donnee 

(A) = alf a.2, a3, . . . am, . . . 

D'une fa<?on tout analogue, nous formerors Ies parties droites 
des equations du systeme n i ž m e (Sn)t quel que soit n, en prenant 
une se^ie partielle deduite d'une certaine facjon de la serie 

00 
UCmZm 

rn—1 ' 

et en y faisant parcourir ä z Ies elõments d'une suite partielle 
(An) deduite d'une certaine fapon de la suite donnee (4). 

Les rangs des termes de la serie 

00 
UCmZm  

»1=1 
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constituent Ia suite naturelle des nombres 

w = 1 , 2 , 8 , 4 , . . . m, 

or, d'apres Ie n° 15, celle-ci peut etre decomposee en une infinite 
de suites partielles bien determinees 

(E) = (-EJ1) (E2) -j- . . . - | - (Em) -]-•••> 

(Em) etant 

(Em) = 1.2W—-1, 3.2m~\ 5.2m—1J . . . (2h—l)2m~1, . . 

quel que soit Ie nombre entier positif m. 
Cela etant, c o n v e n o n s d e f o r m e r t o u j o u r s Ia 

s e r i e p a r t i e l l e yjn(z) de s o r t e q u ' e l l e n e c o n t i e n n e 
q u e I e s t e r m e s de Ia s e r i e 

OO 

Z GmZm 

w=l 

d o n t I e s r a n g s c o n s t i t u e n t Ia s u i t e p a r t i e l l e 

(Emn) = 1.2M w _ 1 , 3 .2 W w ~ \ . . . (2h—1). 2mn~\ . . ., 

mn e t a n t un n o m b r e e n t i e r p o s i t i f q u e n o u s de-
t e r m i n e r ö n s u l t e r i e u r e m e n t . 

On aura donc 

».(«) = v ^1+ ^m"'1 + • • • + 

+ 0 ^ v T " - 1 + •' ' 

et il est aise de voir que, quant ä Ia forme de ipn(z), celle-ci est 
completement caracterisee par mn; en tenant compte de cela, 
d e s i g n o n s d e s I o r s c e t t e s e r i e p a r ipn(z,mn).-

Supposons, pour Ie moment, qu'on ait choisi d'une fa<?on 
quelconque mn, ainsi que 

Un) a«l, Cl«2, • • • Ctww, • « « , 
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{An) etant une suite partielle de (A)- alors, quel que soit Ie 
nombre entier positif i, n o u s e x i g e r o n s q u e la p a r t i e 
d r o i t e de l ' e q u a t i o n ^iibme du s y s t e m e {Sn) s o i t 

ipn {ani, mn). 

Q u a n t aux p a r t i e s g a u c h e s des e q u a t i o n s de ce 
s y s t e m e {8n), e g a l o n s - l e s t o u t e s ä z e r o , s a u f c e l l e 
de l ' e q u a t i o n n i ž m e q u e n o u s d e s i g n o n s p a r <5„, e 11 
nous r e s e r v a n t de la d e t e r m i n e r u l t e r i e u r e m e n t . 

D'apres cela, il est clair que chaque systeme (Sn) sera com-
pletement donne des que l'on a fixe d'une fa<?on quelconque ses 
t r o i s e l e m e n t s c a r a c t e r i s t i q u e s : mn, (An) et õn; il en 
resulte donc que Ie p r o c e d e de c o n s t r u c t i o n d e s s y -
s t e m e s r e d u i t s g e n e r a l i s e s (Sn) c o n s i s t e , au f o n d , 
en ce q u e l ' o n f a i t , d ' u n e c e r t a i n e f a g o n , c h o i x 
de l e u r s e l e m e n t s c a r a c t e r i s t i q u e s . 

68. Comme nous venons de Ie constater tout ä 1'heure, Ies 
elements caracteristiques mn, {An) et õ„ determinent un systeme 
(Sn) de la forme suivante: 

ipn (O/nif W2w) (¾ I j 2, 3, . . .) 

oü, par definition, <5* = 0 pour i 4= n ; explicitement celui-ci s'ecrit 

* „ 1.2Ww_1 I ^ 3.2'¾-1 , , 
' ~~ ani H" ani "h • • • + 

4-G m -i a(2h~1)2 n + . . • 1 (« = 1, 2, . . .) 1 (2fc—1)2 M m 1 j i i ) 

ou, en tenant compte de ce que 

(2Ä—l)2mn~1 = (h — 1) 2m" -j- 2W n"\ 

ani 

+ C(2h-i)^~1 ( a m ) + • • * J (« = 1,2,. . .) ; 
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enfin, en designant 

(60) 

«< 

(» = 1,2,8, . . . ), 

X.—CL2-t — 

Vt1 (̂2A—l)2m" 1 (h = 1, 2, 3, . . .), 

notre systeme se presentera sous la meme forme que Ie sy-
steme (58): 

OO 

Yi = Z y h ^ (i = 1,2,3,...) 
Ti=I 

oü Yi==O pour ir(rw, car, par definition, dt- == o pour izfcn. 
Donc, quel que soit Ie nombre entier positif n, c h a q u e 

s y s t e m e r e d u i t g e n e r a l i s e (Sn) f o r m e ä l ' a i d e de 
s e s e l e m e n t s c a r a c t e r i s t i q u e s mn, (An) et õn (n° 67) 
p e u t , en e f f e t , e t r e m i s s o u s la f o r m e d ' u n s y -
s t e m e t e l q u e (58). 

Il ne reste, par suite, qu'ä determiner Ies elements caracte-
ristiques, de sorte que Ies systemes (Sn) puissent etre resolus 
par la methode de Fourier, et qu'ils nous fournissent une suite 
indefinie de fonctions 

V2(SjW2), • • • • • • 

satisfaisant aux conditions (I), (II), (III) et (IV)' (n° 66), etant 

ipn(z, mn) = Z c m„-l 2 
v 7 (2¾-1)2 

(2¾-1).2 
Ti=I 

oü 1'on entend par C 1)2mn-i Ies valeurs respectives des incon-
nues du systeme (Sw) obtenues en resolvant ce systeme par la 
methode de Fourier. 

69. Bxaminons maintenant de pres Ies conditions auxquelles 
il suffit d'assujettir Ies elements caracteristiques mn, (An) et dn, 
pour que Ies fonctions correspondantes ipn{z,mn) satisfassent, en 
effet, ä toutes Ies conditions enoncees au n° 66. 
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Comme nous venons de Ie voir, au n° 68, chaque sy-
steme (Sn) s'ecrit sous la forme d'un systeme tel que (58), en y 
introduisant y{, Xi, yh ä l'aide des formules (60). 

D'autre part, d'apres Ie n°65, chaque systeme (58) dont la 
suite correspondante des Xm satisfait ä la condition (27) deter-
mine une fonction entiere de 

Nous en tirons donc immediatement la conclusion suivante: 
p o u r q u ' u n s y s t e m e (Sn) n o u s f o u r n i s s e u n e f o n c -
t i o n e n t i e r e ipn(2,mn), c'est-ä-dire pour que la condition (I) 
(n°66) s o i t r e m p l i e , i l s u f f i t de c h o i s i r mn et (An) 
de s o r t e q u e 1'on a i t 

O mn 
>p>:_ 4 (m= 1,2,3.. .). 

De meme, pour s a t i s f a i r e ä la c o n d i t i o n (III) (n°66): 

ipn(ai, w?n) = 0 pour i = 1, 2, 3, . . . n—1, 

il s u f f i t e v i d e m m e n t de c h o i s i r (An) en t e n a n t 
c o m p t e non s e u l e m e n t de (61), m a i s en i m p o s a n t 
e n c o r e c e t t e a u t r e c o n d i t i o n : 

(62) ani — üi p o u r i = 1, 2, 3, . . . n—1. 

En effet, etant = 0 pour i 4 n (n° 67), il en resulte que 

ipn (ani, mn) = 0 pour i =# n; 

par suite, lorsque ani = ai pour i — 1, 2, 3,. . . n—l, on aurait bien 

Vn (a*, mH) = 0 

pour Ies memes valeurs de i. 
Ensuite, pour s a t i s f a i r e ä la condi t ion (IV) (n°66): 

Ipl (an, mx) -f- ip.ž (oM, Wi2) + ... + ipn(a», mn) = cn, 

i l s u f f i t de p r e n d r e , c o m m e on s ' e n a s s u r e r a 
a i s e m e n t , 

!

0>nn Un e t 

Ön = Cn Vl (OnyfO1) (a„, Wl2) . . . Ipn-I («w, mn-\), 

(61) dn(tn-\-l) 
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en supposant qne Ies fonctions entieres 

^2(^m2)) ••• 

soient dejä determinees par Ies n—1 premiers systemes: 

(Sl), (S2), ... (&-!). 

Cela etant, ön aurait evidemment une valeur finie et bien 
determinõe. 

Enfin, p o u r qne la c o n d i t i o n (II) (n° 66) s o i t 
r e m p l i e , e l l e - a u s s i , il s u f f i t , comme nous Ie montrerons 
ulterieurement, d ' i m p o s e r ä mn e n c o r e la c o n d i t i o n 
s u i v a n t e : 

(64) | r M | -= 

r e t a n t un n o m b r e e n t i e r p o s i t i f q u e l c o n q u e 
c h o i s i de s o r t e q u e 1'on a i t 

I am I > 1 p 0 u r m > r. 

Donc, il s'agit des Iors: 
I 0 de montrer que 1'on peut, en effet, satisfaire aux con-

ditions simultanees (61), (62), (63) et (64) que nous venons 
d'imposer aux Clements caracteristiques mn, (An) et õn; 

2° de fixer definitivement ces elements au moyen de 
regles precises, permettant de Ies choisir en tenant compte de 
toutes Ies conditions mentionnees ci-dessus, et 

3° de demontrer la convergence uniforme de la serie 

CO 

V Ipn (2, mn) 
n=z 1 

dans toute l'etendue du plan de la variable 0, Ies fonctions 
entieres ipn(z,mn) etant construites ä l'aide des systemes (Sn) 
determines par leurs elements caracteristiques. 

70. üccupons-nous d'abord de la premiere de ces trois 
questions. 

On 

m„—l 
< 1 pour- n ;> r, 
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Supposons que 1'on ait dejä construit Ies n—1 premieres 
fonctions entieres: 

Ip1 (ZjHi1), ip2(z,m2), . . . I p n ^ z , mn_x) 

ä l'aide des systemes (/S1), (S2), . . . ( ^ 1 ) ; alors, d'apres (63), 
õn sera une quantite finie est bien determinee. 

Cela etant, il est aise de voir que 1'on peut toujours 
supposer que soit 

W = < 1 

pour n ^ r, r etant un nombre entier positif quelconque choisi 
de sorte que | am|>> 1 pour m^r. 

En effet, etant n ^ r et, par suite, | an | >> 1, il en resulte 
immediatement que pour chaque valeur finie de õn on aura 
|yM|<<l> pourvu que mn s o i t r e s p e c t i v e m e n t un n o m b r e 
p o s i t i f a s s e z g r a n d . 

En particulier, lorsque |«„|>>l, et ön a une valeur bien 
determinee, il y a evidemment un n o m b r e e n t i e r p o s i t i f 
Ie p i u s p e t i t ^ 1 satisfaisant ä 1'inegalite 

c'est-ä-dire tel que 

x " > 
H ^ 

< 1 , 

log I Ön I 
log I an j' 

Xn une fois calculš, on peut dire q u e 17J <C 1 p o u r c h a q u e 
v a l e u r e n t i e r e et p o s i t i v e de mn s a t i s f a i s a n t ä i a 
c o n d i t i o n 

OT„—1 
2 

Reste enfin ä examiner de pres (61): 

I o"1 

ttn(m-j-l) I ^ 4 (m = 1,2,3,...), 

anm y designant m i šme element de la suite partielle (An) dont les 
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n premiers elements doivent etre Ies memes que ceux de la 
suite donnee (A): 

«ni = ai (i = 1, 2, 3, . . . n). 

71. A cet effet demontrons tout d'abord la proposition 
suivante: 

E t a n t d o n n e e u n e s u i t e i n d e f i n i e 

( A ) = tty, Ctg, (¾, . . . Ctm, • • • 

t e i l e q u e 

I % I < I «21 < • • • < I am I < .. •, I am I —• co p o u r m —• oo, 

on p e u t t o u j o u r s d e t e r m i n e r un n o m b r e e n t i e r 
p o s i t i f Ie p i u s p e t i t >1, de s o r t e q u e p o u r fi'H>fin 

on a i t 

ai+1 > p > 4 (i = 1, 2, 3, . . . n), 

n e t a n t un n o m b r e e n t i e r p o s i t i f q u e l c o n q u e , e t 
4 un n o m b r e p o s i t i f f i x e . 

En effet, par hypothese, 

ßt-f-1 > 1 (i = 1 ,2 ,3 , . . . ) . 

Or, designons par {> celui des n nombres positifs: 

a2 «8 
> • • • 

Ctn 
y 

Ot1 a2 an—i Cln 

qui sera Ie pius petit, ou, au moins, pas pius grand que chacun 
des autres; d'apres cela, Q >> 1 et, par suite, etant donne p ;> 4, 
on peut faire correspondre ä ces deux nombres fixes: Q et p un 
nombre entier positif fin de sorte que soit 

Q^n p. 

Pour fixer Ies idees, entendons par /nn Ie nombre. entier positif 
Ie pius petit pour lequel est remplie la derniere condition. 
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Cela etant, on aura evidemment ä fortiori 

donc, en particulier, 

Qfl" >P (K1 > ; 

Q p 

pour chaque valeur entiere et positive de mn satisfaisant ä la 
condition 

OmW \ 2 > u . = * n 

Bn tenant compte enfin de ce que nous entendons par Q, 
il est aise de voir que fin, qui vient d'etre determine tout ä 
l'heure, est bien Ie pius petit nombre entier positif pour lequel 
on aura 

ai-i-i 
flt 

^>p^<i (i= 1, 2, 3, . . . n). 

72. Montrons maintenant qu'il est bien possible de deduire 
de la suite donnee (A) une suite partielle 

(A n) ÖmI, Ctw2, . . . CXNM, A«n(m-\-l), • • • > 

et de choisir un nombre entier positif mn de la fa<?on que 1'on ait: 

I 0 ßm = 0% pour i = 1, 2, 3, . . . n, 

2 ° C&n(m-f-l) 
CLNM 

2 n 

.> p > 4 (m = 1, 2, 3,. ..). 

En effet, en posant 

ani = ai pour i = 1, 2, 3, . . . n 

•et en calculant, d'apres Ie numero precedent, /½, on aura 

1) I 
Clnm 

^ P ^ 4 P o u r w = l , 2,3, . . . n — 1 . 
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Quant ä tous Ies autres elements de Ia suite (An) 

On(n-\-l)j &n(n-\-2) > • • • Onm, 

nous Ies choisirons de sorte que l'on ait 

f^n 
&n(m-\-l) >p>4, 

m etant un nombre entier positif quelconque. A cet effet on 
n'aura qu'ä proceder de Ia maniere suivante. Etant donne un 
element quelconque anm (m > n) de Ia suite (An), prenons pour 
««(«+1) element quelconque de Ia suite (A), soit as, tel que soit 

CLs 

O-Iim 
Vn 

>p ;> 4. 

Or, cette derniere condition n'exigeant que ce que | a s | soit 
assez grand: 

Ii f*n I I f̂ n Os I P I Onm j > 

eile peut etre satisfaite evidemment d'une infinite de manieres, 
puisque | am | —• oo pour m —> oo et, par suite, ä partir d'un certain 
indice N assez grand tous Ies elements de Ia suite (A) sont 
tels que chacun d'eux pourra etre pris pour an{m+\). 

Donc, en imaginant notre procede continue indefiniment, 
on obtiendra une suite indefinie 

(A) On2, • . . Clnm> ^w(m+l) > • • • 

satisfaisant aux conditions suivantes: 

Oni = Cii pour i = 1, 2, 3,. . . n 
et 

O «(»f-j-i) 
Onm 

>p> 4 (m= 1,2,3, . . . ) , 

cette suite admettant d'ailleurs, comme il est aise de* Ie voir, 
une infinite de determinations. 
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Cela etant, il est clair que 

(Inm 
^ P ^ 4 (m = 1, 2, 3, . . .) 

pour chaque valeur entiere et positive de mn teile que 

2 " > [i (n° 71), 

c'est-ä-dire ä partir d'une valeur assez grande de mn. 
Remarquons enfin que dans Ie cas oü 

n> r (n° 70) 

on aura de pius 
y, |< 

pour chaque valeur entiere et positive de mn satisfaisant aux 
conditions simultanees et bien compatibles suivantes: 

et 

2 > fi, 

m„—1 
^ j 

} (n° 70). 

,Nous en tirons donc laconclusion que, s i Ies e l e m e n t s 
c a r a c t e r i s t i q u e s d e s s y s t e m e s 

(S1) (S2), . . . (Sn—i) 

s a t i s f o n t a u x c o n d i t i o n s (61), (62), (63) et (64) (n°69), 
c e u x du s y s t e m e (Sn) p e u v e n t e t r e c h o i s i s t o u -
j o u r s de s o r t e q u ' i l s s a t i s f a s s e n t , e u x - a u s s i , a u x 
m e m e s c o n d i t i o n s , (An) et m„ a d m e t t a n t m e m e 
u n e i n f i n i t e de d e t e r m i n a t i o n s . 

73. Pour fixer Ies idees, convenons de choisir (An) et mn  

d'apres certaines regles simples n'admettant -pour eux qu'une 
seule determination, quel que soit Ie nombre entier positif n. 

A cet effet prenons pour (A1) la suite indefinie 

(A1) = (X11, a12, fl13, . . . Ctim, . ? . , 
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en determinant ses Clements de la maniere suivante: soit an = 
et, d'une fagon generale, etant' fixe un element quelconque 

Cllm (w l)> SOit CX\(mJi^\) — tts 

oü 1'on entend par as celui des elements de la suite donnee (A) 
qui satisfera ä la condition 

CLs 

Cl lm P 

et occupera Ie rang Ie plus petit possible. 
Cela etant, prenons pour (Aw) la suite indefinie 

( A w ) = cini, cin2, • . . cxnn, . . . 

dont Ies elements soient: 

I0
 cxni = ai pour i = 1,2,3, . . . n et 

•2° ani = au pour i = n+1, n-\-2, . . . 

D'apres cela, chaque suite (An) sera donc completement deter-
minee, quel que soit Ie nombre entier positif n; en particulier, 
si Ies elements de la suite donnše (A) sont teis que 

> i > > 4 ( m = 1, 2, 3, . . . ) , 

chaque suite (Am) construite d'apres la regle precedente deviendra 
evidemment identique ä la suite (A). 

Comme il est aisš de s'en assurer, Ies elements de la suite 
(An), que nous venons de construire tout ä 1'heure, satisfont bien 
ä la condition 

Cln(m-\-l) 

Clfim 
;> p :> 4 (m = 1, 2, 3, . . .) 

pour 2m" > (An, quel que soit n; [in designe ici, comme auparavant 
(n° 71), Ie nombre entier positif Ie pius petit pour lequel on a 

Oi-Sr i Vn 
> p 4 (i = 1, 2, 3 , . . . n). 

\ 9 



130 A VIII. j 

Quant ä w„, determinons-le de la fapon suivante: 
I 0 soit W1 = l, 
2° pour n:> 2 soit mn Ie pius petit nombre entier positif 

satisfaisant aux conditions simultanees suiväiues: 

2'n" > 

mn >> W w -1, 

2 W w - 1 >x„, 

la derniere d'elles n'etant d'ailleurs imposee que lorsque n^>r; 
on y entend par r un nombre entier positif quelconque choisi 
de sorte que 1'on ait 

r > 1 et I am | > 1 pour w ;> r; 

xn est, d'apres Ie n0 70, Ie plus petit nombre entier positif pour 
lequel on a 

^tant n>r et 

Ön = Cn Vl («n, W 1 ) — («n, W 2 ) . . . Vn-I (a"> *»n-l ) . 

74. D'apres Ies regles que nous venons de fixer au 
numero precedent, il est aise de determiner successivement Ies 
elements caracteristiques des systemes reduits generalises 

(S1), (S2), (S3) . . . ( & ) . . . 

d'apres l'ordre de grandeur de leurs indices (n); ce procede nous 
fournira Ies elements caracteristiques satisfaisant ä toutes Ies 
conditions enoncees au n° 69. 

Tout d'abord on fixera p et r de sorte que 1'on ait 

p >4, r > 1 et | a w l | > l pour m^r\ 

ensuite on formera, d'apres Ie numero precedent, Ies suites 
partielles 

Ĉ l)> (A2), • • • (Am), • . . 

Le systeme (S1) aura pour elements caracteristiques 

õt = C1, (A1) et W 1 = l. 
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Les elements de Ia suite (A1) satisfaisant ä Ia condition 

Cl(m-fl) 
öl m 

Ie systeme '(S1) nous fournira, d'apres Ies numeros 69 et 65, une 
fonction entiere bien determinee' mx) prenant pour z = O1 Ia 
valeur (S1 = C1., 

Cela etant, Ie systeme (S2) aura pour elements caracte-
ristiques 

S2 = G2-Ip1(O2iIn1), (A2) et m2, 

m2 etant Ie plus petit nombre entier positif satisfaisant aux con-
ditions 

2 " 2 ^ 2 , 

VYL2 wz1 = 1 

lorsque 2 O , ou bien aux conditions 

2™2 ;> fi2, 

m2 > W1 = 1, 

lorsque 2 = r (n° 73). 
Les elements caracteristiques du systeme (S2) une fois de-

termines, ce systeme nous fournira une fonction entiere cor-
respondante ip2(z, m2) prenant pour z = au a2 respectivement Ies 
valeurs 0 et ö2. 

D'une fa<?on generale, apres avoir determine Ies elements 
caracteristiques des n — 1 premiers systemes: 

(S1), (S2), . . . (Sn^1) 

et apres avoir construit ä l'aide de ces systemes Ies fonctions 
entieres correspondantes 

Ip1(Zjm1), %(z,m2), . . . Ipn^ (z, mn__x), 

on calculera 

= Cn Vl (Ctfi, ^1) V2 (a„, Wl2) — ... Vn—1 Witt—l). 

9* 
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D'autre part, d'apres Ie n° 71, on calculera iin\ alors, si n<r, 
on n'aura qu'ä tenir compte de /xn et m„_i pour determiner mn, 
tandis que dans Ie cas contraire oü n>r il faut encore calculer 
prealablement xn (n° 73). 

Les elements caracteristiques ön, (An) et mn une fois obte-
nus, Ie systeme (Sn) nous fournira une fonction entiere bien 
determinee ipn(z,mn) prenant pour 

Z #2 • * • —Ij 

respectivement Ies valeurs 

0, 0, . . . 0, ön; 

on s'en assurera aisement, car Ies conditions (61), (62), (63) et 
(64) sont, d'apres Ie n° 73, bien remplies. 

La fonction \pn(z, mn) s'ecrit (n° 68) 

OO 

(65) 1pn(Z, YYln) "^nh Z 
Ji=1 

xnh y designant la valeur de l'inconnue 

(̂2fc—l)2Ww_1 

obtenue en resolvant Ie systeme (Sn) par la methode de Fourier, 
c'est-ä-dire: 

^ 1 

(66) xnh = (—\f+nyn 
(Ann, Ani) Xn2 ... A nh 

(Xnn i|| ^nn 

Xnl J 
1 ... Xn 

X 1 I l I v X I f^nin —1) / \ f^nmh 1 
Oll 

9

mn—'-1 OmW"1 

(l~ n nn Mm 

et 
Xni = ai (i = 1, 2, 3,...) (nos 65 et 68). 

Etant 

Xni ani 
> i P > 4 ¢ = 1 , 2 , 3 , . . . ) , 
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il en resulte, d'apres Ie n°65, que xnh aura, en tout cas, une 
valeur finie et bien determinee; celle-ci sera differente de zero 
pour yn=j=0, mais nulle pour Yn = 0, quel que soit Ie nombre 
entier positif h. 

Nous en concluons donc que la f o n c t i o n e n t i e r e 
yn(z,mn) ne s ' a n n u l e i d e n t i q u e m e n t q u e s i Yn = O, 

c ' e s t - ä - d i r e s i 

Õn =Cn-Ipl (an, *%) ^ 2 («n, M2) . . . Ipn-i (<Zn, Wln-1) = 0. 

75. En imaginant Ie procede de formation des fonctions 
entieres, que nous venons de decrire, continue indefiniment, on 
obtiendra ainsi une suite indefinie 

Ip1 (z, WI1), Ip2 (z, m2),... ipn(z, mn),... 

Bien que quelques-unes de ces fonctions puissent s'annuler 
identiquement, il est aise de voir qu'elles ne Ie font pas toutes. 

En effet, sans restreindre la generalite, on peut supposer, 
d'apres Ie n° 64, que c, 4= 0, j etant un certain entier positif. 

Pour fixer Ies idees, supposons que cj soit Ie premier ele-
ment de la suite indefinie donnee 

Ci, C2, . . . Cj_v Cj, . . . Cm, . . . 

qui differe de zeror 

Ci = C 2 =T 1 1 1 = C h = 0 ; CJ =J= 0; 

alors Ies j — 1 premieres fonctions: 

Ipi(Zjm1), Ip2(ZfIn2), . . . 

s'annulent identiquement, etant 

S1 = d2 = ... — Sj1 = o, 

mais ipj(z, m.) ne Ie fait pas, puisque <5,- = cj 4= 0: 

wj («?, wj) = sj = cj =# 0. 

Donc, en formant avec Ies elements de la suite indefinie 

Ip1(ZyTn1), ^2(z, w2), ... ipn(z,mH) 
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la serie 
OO 

ipniz, mn), 
n=\ 

il est clair que tous ses termes ne s'annulent pas identiquement. 

76. Reste enfin ä demontrer la convergence uniforme de 
la serie 

CX) 

2J ipn(z,mn) 
n—1 

dans toute l'etendue du plan de la variable z. 
En tenant compte de (65) et en designant 

(67) vnh (z) = xnh

 2 W , 

on peut presenter la serie 
OO 

(68) 2J ipn(z,mn) 
W—1 

sous la forme de la serie double 

OO OO 

(69) £ ^ J Vnh (z) 
n—l h=l 

pour toutes Ies valeurs de la variable z qui rendent absolument 
convergente cette serie double (69). 

En effet, Ies series (68) et (69) contiennent toutes Ies deux 
Ies memes termes vnh(2); d'autre part, la somme bien determinee 
d'une serie double absolument convergente ne depend ni de 
l'ordre ni des differents modes de groupement de ses termes. 
Nous en tirons donc la conclusion suivante: 

La serie (68) peut etre consideree comme deduite de (69) 
en y groupant, d'une certaine fapon, ses termes vnh{z); elle sera, 
par suite, absolument convergente pour chaque valeur de la 
variable z = Z0 pour laquelle Ie sera la serie double (69), toutes 
Ies deux ayant la meme somme (a): 

OO OO OO 

Vnhißo) ^ JU tyn(Z()i VYln). 
«=1 Ti=I n~l 
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77. Demontrons d'abord qne Ja serie double (60) converge 
absolument pour z = au ai etant un element quelconque de la 
suite donnee 

(A) = #2, • • •} . . . 

. Pour cela il suffit de demontrer que 1'on peut trouver deux 
nombres entiers positifs: H et N te!s que soit 

Unh <T 1 

pour h>^H, independamment de n, ainsi que 
pour n>N, independamment de h, 

etant 
Unh = I Vnhial) I (2nhf ou, d'apres (66) et (67), 

(70) U% n h 

(2 nhf a\ 3 (2/t 1) 2 
7 • I • n ^ 

(Ann, A«t) 
Xn2 XnS • • • Xnh 

X,m i \ (Xnn , \ ( Xnn 1 ^ / f I1 

En effet, il en resuUerait immediatement que, pour Ies va-
leurs indiquees de n et h, on aurait 

Vnh (Oi) | << 
(h-\-n) 

( 0 < Q < L ) ; 

donc, d'apres Ie critere dii numero 23, la serie double (69) serait 
bien absolument convergente. 

Cela etant, examinons de pres Unh. 
En terant compte de ce que 

1 9 * /wnnl = 
um (n° 74) 

et 

11 

An(m-f-1) ßn(m-f-X) 

Anm &mn 

'apres Ie n° 35, 

* OO -
^ Ann 

// -

9mn i (W 1,2,3,...), 
" > p> 4 (iv 73) 

> 1 
P 

1 ^ 2 , 
- i > "8 ( n s = s 1 » 2 » 8 »---); 
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d'autre part, 

(2h—1)2Wm_1 = (h—i)2m w-j-2m"_ 1 

par suite, d'apres (70), on peut ecrire 

(71) Unh < Q(n) . P(n,h) o ü 

(72) Q(n) = 
12n3y a2 

• n 

,mn— 1 

(Xnn i \ / ^nn .. \ / .. \ 

Xn\ J\Xn2 J yÄM(n_i) J 

et 

(73) P(n, h) = h*ia. 
h—l 

2 
(̂nn> ^wl) 

Xn2 XnS • • • Xnh 

78. Eiudions, ä Ieur tour, Ies expressions Q(n) et P(n,h). 

Occupons-nous d'abord de la premiere. 
Etant 

I Yn I < 1 P o u r n ^ r ( n ° 69) et 

on a 

. THiyi Xmn = CL1

rn pour m = 1, 2, 3, . . . n (nos 77 et 73), 

^ ̂ nl I ^ Ai2 I W"n(n—1) J 

On On On_\*mn L_ l\ / l\ / 1_\ 
Cl1 O2'" Cln—1 j . \ Pj \ P2) ' " \ Pn-1) ~A> 

> ttn Öw Clfi 
d-y Cl 2 CXn—1 

donc, 

(74) 

Yi 
Q(n)<C 18n 3 | a , | 2 ax Ci2 an—i __ 

fln Cln CXn I 

= 1 8 w 3 6¾! fltg Ötfli—i 
CXn CXn CXn 

1 
ß. CX \ (X2 CXn—1 

CXn CXn CXn 

(&>r). 
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Or, remarquons que 

Ml„—1 ^ 
2 > 1 (» = 1,2,3,...), 

mn etant, d'apres Ie n° 73, un nombre entier positif. 

D'autre part, on a evidemment , 

aI < 1 pour j = 1,2, 3 , . . . n—1 (n° 64) 
a» I 

et 
O1 

Cln 
O pour » —• oo, car | a„ | -* oo pour n —> oo; 

ii en resulte donc que, i etant fixe, 

2
wn—1 

—* O pour n—* oo. (75) Cl1 Cl2 Cln—1 

gn gn gi' 

De meme, il est aise de voir que 

(76) 18»J 

En effet, 

Cl1 Cl2 Cln—1 

Cln On CZn 

. / n H " 1 

18» 3 . Cl1 Cl2 Cln—1 

On On CXn 

I QmM-1 

»3 18»! 

O four n —> oo. 

G\ G<2 Ctyi—1 
gn gn gn 

^ 1 8 n S L L . JA = 14«-1 4»»-2 42 41I 
1 1 _ 18n3 _ ^ 

n(n—1) 

2 ~ ^ 

Or, Ia serie ä termes positifs dont Ie terme nieme est vn converge 
evidemment, puisque 

Vn+i /n-f-l\3 1 27 o • — — = I — 1 — I • — ^ — pour n > 2; 
vn \

 n J 2" 32 — 

donc, vn —• O pour » —• 00 et, par suite, ä fortiori 

18n —1 
gn gn gn 

i 2

m n " l 

O pour n —> co. 
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En tenant compte de (74), (75) et (76), il est clair que 

(77) Q(n) —• O pour n —• oo. 

Nous en concluons qu'il est bien possible d'indiquer un 
nombre positif Q tel que 

Q ( n ) = Q pour n= 1, 2, 3, . ./ , 

car, quelle que soit Ia valeur entiere et positive de n, Q(n) est, 
dfctpres (72), toujours fini et bien determine, et ses valeurs 
tendent vers zero lorsque n tend vers oo. Donc, 

(78) Unh<CQ- P{n,h), quel que soit n. 

79. Examinons maintenant P(n,h). Etant 

X '"iifm-(-1) 
7 ''Inn. 

> p> -i (m =- 1,2,3,...), 

on peut ecrire, d'apres (28) et (29) (n°35), 

amsi que 

2J 
(Xnn, Xnl) 

y 

l 
Xn2AltS . • . Anh 

1 < 15 

1 
XnlXu2 • • . A m(h—1) 

An2 X^s • • • Xnh 

aussi, en tenant compte de ce que 

A)) 1 Xn2 • • • X n(h—1) 

— (m= 1,2,3,. . .) , 

«um == «m pOUr M — 1, 2, 3 ... tl, et 

j Q>nm I Clm | pOUl Tfl -)- 1 , 

a-t-on, d'apres (73), 

(.Pn, h) < 
15 A3 CXi CX% Cti -

G i CX 2 CXji—x 

. quelle que soit Ia valeur entiere et positive de n. Or, il est 
clair que 
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Cll CX{ di 
Cl1 (1-2 Clh—1 

O pour h —• oo, 

puisque 

< 1 pour j > i-f-l» et ~a' —+ 0 pour h -> oo 
Clh-1 

Il en resulte donc que l'bn peut assigner un nombre entier 
positif h0 tel que 

CX% CX % CX\ 
$2 (Xh—i 

<C 1 pour h>h0; 

par suite, etant mn > l (n = 1, 2, 3, . . .) (n° 73), on 

.15/¾3  

P(n,h) < 8 • 
Cli CX% CX( 

Clo C%h—j 

pour h > h0, quel que soit n. 

Cela etant, remarquons que J a serie 

dont Ie terme general est 

uh 

15 A3 

OO 

Uh 
h=2 

CX % CX j Cl i 
Ötj 6?2 (Xh—l 

converge evidemment, puisque 

Uh-IrI 
Uh 

IhJrIY 

\ h / 

üi 
ah 

CLi 
Clh 

-* 1 pour h —* co et 

O pour h oo ; 

par suite, uh —* O pour A —> c o et, ä fortiori, 
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(79) P(n,h) —• 0 pour h —*• oo, 

quel que soit n. 
Nous en concluons, tout comme dans Ie cas de Q{n) (n° 78), 

que 1'on peut trouver un nombre positif P tel que 

P(n, h) P, 

quels que soient n et h. Donc, 

(80) Unh < P. Q(n), 

quel que soit h. 

80. En tenant compte, d'une part, de (78) et (79) et, d'autre 
part, de (77) et (80), il en resulte immediatement que 1'on peut 
assigner, en effet, deux nombres entiers positifs: If et N teis que 

Unh < 1 

pour h>H, independamment de n, ainsi que pour n>N, in-
dependamment de h. 

Donc, d'apres ie n° 77, la serie double (69) 
* 

OO OO 

Z 2*Vnh{z) 
fi—1 h—X 

est, en effet, absolument convergente pour 0 = at-, a, etant un 
element quelconque de la suite donnee 

(a) = cl1, 0,2, clg, . . . cxmy • • • 

De pius, etant 

I Vnh{z) I = I Vnhifli) J pOUr I Z j = I di j, 

la serie double (69) ^converge absolument et uniformement dans 
tout Ie cercle ayant pour centre 1'origine et pour rayon |a t |. 

En remarquant enfin que |a; | augmente indefiniment avec i: 

I ai I —> oo pour i —> oo, 

on en conclura donc q u e n o t r e s e r i e d o u b l e (69) s e r a 
a b s o l u m e n t e t u n i f o r m e m e n t c o n v e r g e n t e d a n s 
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t o u t e l ' e t e n d u e du p l a n de z, a i n s i q u e Ie s e r a , 
p a r c o n s e q u e n t , d'apres Ies considerations du n° 76, Ia 
s e r i e (68) 

OO 

2J Vn{z, mn). 
n=X 

» 

81. Comme nous venons de Ie voir plus haut, chacun des 
termes yjn(z, mn) de Ia serie (68) est une fonction entiere (n° 74); 
d'autre part, Ia serie 

OO 

1pn(z, Wn) 
n— 1 

est uniformement convergente dans toute l'etendue du plan de 
Ia variable z (n°80). 

Nous en concluons donc, d'apres Weierstrass, q u e I a 
f o n c t i o n 

OO 

F(z) = £Vn(z,mn) 

e s t h o l o m o r p h e d a n s Ie m § m e d o m a i n e , c ' e s t - ä -
d i r e q u e F{z) e s t u n e f o n c t i o n e n t i e r e , e l l e - a u s s i . 

De plus, etant 

ipn(ai, wn) = O pour i — 1, 2, 3,. . . n—1, 
et 

Vnian, mn) = Cn — Vi {an, Vn1) — Vi(an, m2) — ... — Vn-i(an, mn^x)f 

quel que soit n (n° 74), il en resulte que 

OO 

F(Ctm) tpn(am, YM11) 
fc=l 

= Viia™, ^1) -f- ip2(am, m2) mm) = cm, 

m etant un nombre entier positif quelconque. 
Donc, Ia f o n c t i o n F(z), q u e n o u s v e n o n s d e 

c o n s t r u i r e , e s t une f o n c t i o n e n t i e r e p r e u a n t p o u r 

Z — flj, $2> ci3, ... (Irtif ' ' • 
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r e s p e c t i v e m e n t I e s v a l e u r s p r e s c r i t e s 

c2i ^3) • • • cm, • . . 

Aussi, en la presentant sous la forme d'une serie entiere 

F(z) = C1Z -J- C2Z
2 -J- C3;?

3 -J- . . . -J- CmZm - j - . . . , 

Ies valeurs des coefficients (Cw) ainsi obtenues constituent-elles 
evidemment une Solution du systeme (56) d'equations lineaires ä 
une infinite d'inconnues (n0 64); par suite, il est clair que Ie 
probleme special de l'interpolation, sous l'hypothese restrictive (53), 
peut etre considere comme resolu, car, d'apres Ie n° 64, pour Ie 
resoudre, on n'a qu'ä construire une Solution du systeme cor-
respondant (56). 

82. Quant aux valeurs des coefficients (Cs), elles s'obtien-
nent aisement, puisque Csz

s n'est evidemment que la somme de 
tous Ies termes des series entieres 

Ipl(ZiVn1), yj2(z,m2), . . . yjn(z,mn), . . . 

ayant pour facteur zs. 
Elles s'obtiennent d'une fa^on particulierement simple lorsque 

Wi^m j pour i=£j, P a r exemple, lorsque Ies elements caracte-
ristiques (mn) sont choisis, comme au n° 73, de sorte que 

(81) w i 1 < m 2 < m 3 < . . . < m r t < . .. 

En effet, d'apres Ie n° 68, ipn(z, mn) ne contient que Ies puis-
sances de g dont Ies exposants sont (2A—1)2^"1 (A = 1,2,3,...). 
Cela etant, il est aise de voir que, dans l'hypothese (81), une 
puissance quelconque de *r, par exemple, z8, n'est contenue que 
dans une seule serie q)n(z, mn) au plus, car s ne peut etre presente 
sous la forme 

s = ( 2 p — 1 ) 2 3 - 1 

que d'une seule maniere, p et q etant des nombres entiers positifs. 
Aussi, pour que zs soit contenu effectivement dans Fune 

de ces series ipn(z,mn), faut-il qu'il y ait dans la suite indefinie 

W1, w2, m3i . . . mn, . . . 

un element mn egal ä q: mn~ q\ cette condition necessaire sera 
evidemment aussi süffisante lorsque ipn(z,mn) ne s'annule pas 
identiquement, c'est-ä-dire lorsque ^4=0 . 
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D'apres cela, dans l'hypothese (81), on n'aura qu'ä presenter 
s sous la forme 

s = (2p — 1 ) 2 2 — 1 , 

et ä prendre 
Cg SCfip si Q W Z J J , 

tandis que 
Cs = O si g=j=m„ (w = 1, 2, 3,.-..), 

Ia valeur de xnp etant donnee par (66) (n° 74) en y remplapant 
h par p; on aura donc 

Xnp 0 pour õn =Jz 0» m a i s xnp = 0 pour = 0. 

83. Nous venons de construire une fonction entiere prenant 
pour z = ax, a2i ... am, . . . respectivement Ies valeurs prescrites 
C1, c2, . . . Cm, . • •; c'est la fonction 

OO 

F(Z) = J f Vn{Z, W11). 
• H==I 

Chacun des termes y)n{z,mn) de cette serie est fourni par 
un systeme reduit generalise (Sn); celui-ci est determine par 
seš elements caracteristiques (An) et mn qui satisfont, d'une 
part, aux conditions generales (61), (62), (63) et (64) (n° 69), et, 
d'autre part, aux conditions particulieres imposees au n° 73. 

Comme nous 1'avons dejä constate, au n° 72, (An) et mn 

admettent m^me une infinite de determinations, chacune d'elles 
satisfaisant aux conditions generales mentionnees tout ä 1'heure. 

Ce n'etait que pour fixer Ies idões que nous avons fait 
usage du mode de determination particulier decrit au n° 73. 
Comme celui-ci, tout autre mode de determination des elements 
caracteristiques (An) et mn qui satisfait aux conditions generales 
(n° 69) nous conduira evidemment au meme resultat: il fournira, 
d'une fagon tout analogue, des fonctions entieres telles que 
Ipn(ZiMn), et en formant avec elles des series analogues ä 

OO 

1pn(z, mn), 

W = I 

•chacune de ces series sera uniformement convergente, elle-aussi, 
dans toute l'etendue du plan de Ia variable z. 
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On s'en rendra aisement compte, en remarquant que la 
demonstration de la convergence uniforme de la serie 

OO 

J f ipn(z,mn), 
M=I 

que nous venons de donner plus haut, n'est fondee que sur 
l'hypothese que Ies conditions generales (n° 69) soient remplies; 
quant aux Conventions speciales faites au n° 73 pour preciser 
(An) et mn, nous n'y en avons tire aucun parti. 

84. Nous allons montrer que 1'on peut meme construire 
une suite indefinie de fonctions entieres 

F1(Z), F2(z), . . ., Fm(z), . . ., 

chacune d'elles prenant pour z = au a2, . am, . . . respecti-
vement Ies memes valeurs prescrites 

^lt 2̂> • • •> Cm, • • • 

En effet, prenons F1(Z) = F(z) oü 

OO 

Ffa) = U V»(z, mn) (n° 81); 
W = I 

alors, par Pintermediaire des fonctions entieres 

V i f a wi)> Wzfa m2), • • • Vnfa mn), 

ä F1(Z) correspondra la suite indefinie bien determinõe 

(M1) = Hi1, m2, W3, . . .. w w , . . . 

Cela etant, construisons F2(Z)1 Fs(z) . . . Fm(z), . . . par Ie 
meme procede que F(z), en choisissant 6n et (Aw) toujours d'apres 
Ies r&gles precedentes (n° 73), mais en rempla<?ant la suite (IZ1) 
successivement par des suites (M2), (Ms), . . . (Mm), . . . dont 
la Ioi de formation sera fixee ci-dessous. 

A cet effet designons Ies elements de la suite (Mm) par 

W m i , w m 2 , Wm3, • • • Yiimny . . . pour w = 2, 3, 4, . . . ; 
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d'autre part, supposons que Cj (n°64) soit Ie premier Clement 
diffõrent de z6ro dans la suite donnee 

l̂> 2̂» 3̂» • • • Cmf • • • > 
c'est-ä-dire 

C1 = c2 = . . . = Cj-1 = 0, Cj + O; 

alors, quel que soit Ie nombre entier positif m > 2, convenons 
de prendre 

nimi = nn pour i = 1, 2, 3 , . . . j — 1, 

YHlmj YYlm-\ j 

et choisissons tous Ies autres elements de la suite (Mm)f ä 
partir du (y + l) iöme, d'apres la meme regle que ceux de la süite 
(Ml) (n° 73). 

Cela pose, il est aise de voir que chaque suite (Mm) sera 
bien determinee; de meme, lorsque h^-m, Ies suites (Mh) et 
(Mm) differeront certainement, A et m etant d'ailleurs des 
nombres entiers positifs quelconques. 

En effet, pour fixer Ies idees, soit A < w ; alors, d'apres la 
Convention faite, 

( nij pour A = I , 
mhj = [ 

{ mh+j pour A£: 2 

et IMmj Wlm-\-j j 

or, etant h<Cm et, d'autre part, 

% < % < % < ' • • < » » » < • • . (n° 73), 

il en r6sulte que 
A -\-j < m -\- j, 

YYlh-\-j cC Wlm-j-jt 

et, par suite, Ynfv- <C mmj. 

On en- deduit aisement, en tenant compte de la Ioi de for-
mation des suites (Mx), (Mh) et (Mm), que 

THhj < Ylimj YUmn pOUf Tl -j- 1, 
ainsi que 

Ynmn = Wn <C YYlj ~ YYlhj pour » = 1 , 2 , . . . j 1. 
10 
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Donc, d'apres cela, il est clair que la suite (Mm) ne contient pas 
mhj, qui est 1'element jWme de la suite (Mh). 

D'autre part, etant m> 2, convenons de construire Fm(z) 
par Ie m§me procede que F(z). 

Designons Ies systemes reduits generalises correspondants par 

(^ml)j (Smi)y • • • (Smn)y • • • > 

et Ies elements caracteristiques de (Smn) par 

(Amn)i Smny Yflmn (VI 1, 2, 3, . . .). 

Choisissons (Amn) et õmn d'apres Ies memes regles que (An) 
et ön (n° 73), tandis que mmn d'apres celle que nous venons de 
fixer tout ä 1'heure. 

Alors, Ies elements caracteristiques (Amn)y õmn et mmn satis-
feront bien aux conditions generales (61—64) (n° 69), comme on 
s'en assurera aisement; par suite, Ie systeme (Smn) nous fournira 
une fonction entiere ipmn(zymmn) tout analogue ä ipn(z,vYin). Elle 
ne s'annulera identiquement que lorsque õmn = O (n° 74). 

D'apres la remarque faite au n° 83, on peut dire que la serie 

OO 

WMN (Z, WLMN) 

n—l 

convergera uniformement dans toute l'ötendue du plan de z, et 
nous fournira ainsi une fonction entiere Fm(z) prenant 

pour z = alf a2, a3, . . . am, . . . 

respectivement Ies valeurs prescriles C1, c2, c 3 , . . . cm,..., etant 

OO 

FM(Z) = y, 1pmn(z, VYlmn)' 
n=l 

Par l'intermediaire des ipmn(z, mmn), ä Fm(z) correspondra la 
suite (Mm). Etant 

C 1 = C 2 = . . . = Cj-1 = 0, Cj 4= 0, 

il en resulte que Ies fonctions 

^wtl (z, vylml), lpm.2 (z, vylmž), . ... 1pm(j—l)(z,vnm(j—j)) 
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s'annulent identiquement, tandis que (z, mmj) ne Ie fait pas, car 

dmj = Cj 4= O (n° 75). 

Bn presentant la fonction entiere Fm(z) sous la forme d'une 
serie entiere, celle-ci contiendra donc effectivement Ies puissances 
de z dont Ies exposants sont 

(žh— i ) 2 m m ' ' - 1 (h = 1 , 2 , 3 , . . . ) , 

mais elle n'en contiendra aucune qui aurait pour exposant 

(2p—1)29-1 

si q n'est pas un õlement de la suite (Mm) (n° 82). 
Or, comme nous venons de Ie voir ci-dessus, õtant A<m, 

il n'y a dans la suite (Mm) aucun element egal ä mhj, c'est-ä-dire 
au jiöme elšment de la suite (Mh); par suite, en construisant Ies 
fonctions entieres Fh(z) et FM(Z)1 correspondant respectivement 
aux suites (Mh) et (Mm)1 on obtiendra ainsi deux fonctions bien 
distinctes, puisque la premiere d'elles Fh(z) se präsentera sous la 
forme d'une serie entiere contenant effectivement Ies puissances 
suivantes de 

(ft = 1, 2, 3 , . . . ) , 

tandis que la serie entiere de Fm(z) n'en contiendra aucune. 
Ce resultat restant valable, quelles que soient Ies valeurs 

entieres et positives de h et m, h < m, on peut en conclure que 
la suite indefinie 

Fi(z), F 2 ( Z ) , . . . FH(Z), . . . FM(Z)1 . . . 

ne contiendra que des fonctions distinctes, chacune d'elles prenant 
d'ailleurs 

pour z = öSj, At2j • • • amj . . . 

respectivement Ies memes valeurs prescrites C11 c2, . . . cm, 
Ainsi, nous venons de demontrer directement, sans avoir 

tire aucun parti de la remarque faite au n° 63, q u e Ie pro-
b l e m e s p e c i a l de l ' i n t e r p o l a t i o n , ' p o s e au n° 64 
a d m e t u n e i n f i n i t e de s o l u t i o n s . 

1 0 * 
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IIL Sur la resolution du problšme generalis^ de l'interpolation. 

85. Soient donnees trois suites indefinies: 
1) une suite des (an) satisfaisant aux conditions suivantes: 

a) ai 4= Oj pour i 4= j , 

(82) b) I ai I I a21 ^ I a„ I -s , 
. c) I an I —* co pour n —• oo, 

2) une suite de nombres entiers positifs ou zšros 

Pit Pa> ' ' ' Pn> • • •> 

3) une suite de quantites quelconques 

/>(0) g(l) C(PI) ¢(0) ¢(1), . . . C0) c(1) . ĉ w) 1 ' 1 » 1 ' 2 ' 2 ' 2 ' > w ' w > « ' ' 

cela etant, proposons-nous de construire une fonction entiere F(z) 
teile que 1'on ait pour z = an 

F(an) = 

Fr(Ott) = 

^W(On) = C?-' 

n — 1, 2,8, . . . ) , 

en entendant sous F&(z) la dõrivõe d'ordre ^ m e de F(z) et sous 
F^(Z) la fonction F(z) elle-m§me. 

Remarquons que, sans restreindre la gšnõralite, on p e u t 
t o u j o u r s s u p p o s e r q u ' i l y a i t d a n s la s u i t e d o n n e e 
d e s (cjj>) d e s C l e m e n t s d i f f š r e n t s de z6ro. 

En effet, lorsque tous ses Clements sont nuls, on n'aura qu'ä 
remplacer Ja suite donnõe par cette autre: 

(K0) = C^ro (n = 1,2,3,...); c« = o, «^>1 e t w > l , 

en y entendant sous c une quantite quelconque, mais differente 
de zero, et ä construire une fonction entiere F1(Z) teile que 1'on ait 

Fi (an) — c 

F[(an) = O 
(n = 1, 2, 3, ...). 
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Bn la supposant construite et en prenant 

F(Z) = F1(Z)-Ct 

on obtiendra evidemment une fonction entiere exigee F(z), jouis-
sant de toutes Ies proprietes šnoncees ci-dessus. 

86. Nous allons resoudre ce probleme d'interpolation gene-
ralise par une methode dont l'idee essentielle est la meme que 
celle de la mõthode que nous venons d'appliquer dans Ie cas 
precõdent, en 6tudiant Ie probleme special de l'interpolation sous 
l'hypothese restrictive (53). 

Nous determinerons la fonction F(z) exigee sous la forme 
d'une serie de series 

O O 

F(Z) = ZFv(I), 
v =I 

Fv(z) etant un produit de deux facteurs 

Fv(z) = g>v(z). ipv(z) 

dont Ie premier yv(z) sera, en general, un certain polynõme entier 
de z, tandis que ipv(z) sera une serie entiere fournie par un 
syst&me d'öquations lineaires ä une infinite d'inconnues ( sy -
s t e m e r š d u i t g e n e r a l i s e ) . 

A chacun des elements de Ia suite indefinie des (cf) nous 
ferons correspondre une fonction Fv(z): 

cf\ cf>, . . . C^1 . . . 
F1(Z), F2(z), . . . Fv(S)1 . . . 

En numerotant Ies elements de cette suite dans l'ordre 
indique, on obtiendra Evidemment pour rang v de c(° 

(83) I ^ = + + + ' " * + te""1 + + x) = 

1 = P l + i » 2 + - - - + P » - l + tt + ®. 

Quant aux fonctions Fv(z), nous Ies construirons successi-
vement d'apres l'ordre de grandeur de leurs indices, en choi-
sissant Ies polynõmes ipv(z) et Ies s6ries entieres tpv(z) de Ia 
maniere suivante: 
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(I) que Ies fonctions Fv{z) soient holomorphes dans toute 
l'6tendue du plan de z; 

(II) que la sõrie 
O C 

V=I 

soit uniformement convergente dans Ie mšme domaine; 
et que 1'on ait: 

(III) Ff (a.) = <£>— Ff(a„) — lf(an) - ... — **!_,(«.), 

(IV) Ffi(On) = O (m = 0,1, 2 , . . . i — 1), 

(V) n " w = o 

Zn= 1, 2, 3 , , \ 
I i = O, 1,2, J. 
\v = P1 —I-jp2 -j- •.. -f~ Pn-1 + n -f- i) 

Comme on s'en assurerait aisšment, en supposant Ies con-
ditions (1) et (II) remplies, la fonction 

O O 

F(z) = J£ F,(i) 
V=I 

serait holomorphe dans toute l'etendue du plan de z et l'on aurait 

O O 

F<%)= Z F f ( i ) , 
V=I 

p etant un entier positif quelconque; de plus, etant remplies Ies 
conditions (III), (IV) et (V), elles-aussi, on aurait 

F%„) = FP(On) + .Jf(On) + . . . + Ff(CIn) = c!? 

/ n = 1 , 2 , 3 , . . . , \ 
I ¢ = 1 , 2 , 3, ...pn, J. 
\v = P1 -f- p2 + • • • -\~Pn-1 + n 4- i) 

En effet, soit vx~>v, V1 etant Ie rang du terme c^ } : 

vI — Pl -{-P2 + • • • ~f~ Pn1-1 H- n I ~f" h (¾ ^PnJ ' 
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alors on aura evidemment: 

1) ou bien nx et, par suite, n^nt—1, 
2) Ou bien Ti1 = U, mais i x > i et, par suite, I ^ i 1 — 1 . 

Or, etant U ^ n 1 - 1 , il en resulte que 

^(«n)==0 (irfg Pn), 

car, d'apres la condition (V), 

, , (k = 1,2, ... U1—1\ 

De meme, štant nx = n, i^ix—1, on aura aussi 

i ^ V ) = 0, 

puisque, d'apres la condition (IV), 

F{*\an) = O (m = 0, 1, 2, ... V-1). 

Nous en concluons donc que 

F{
v[ (a„) = O pour V1 > v -f 1, 

Etant 
V = P1

jTP2+ -..+Pn-i + 

Enfin, en remarquant que, d'apres la condition (III), 

If(On) = <•<* - Fi"(<h) — I f (aj —... — Fll1 (a„), 

on deduirait aisement de ce que nous venons de constater tout 
ä 1'heure que 

FW (««) = c®. 

D'apres cela, il est clair que F(z) serait bien une fonction 
entiere teile que nous 1'exigeons. 

87. Apres avoir esquisse ainsi Ia võie ä suivre, pour con-
struire la fonction F{z), il s'agit des Iors de prõeiser Ies fonctions 
Fv{z), c'est-ä-dire Ies polynõmes yv(z), ainsi que Ies series en-
tieres ipv (z). 
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Nous allons Ie faire, en s u p p o s a n t d ' a b o r d q u e % 
s o i t d i f f 6 r e n t de z e r o : %4=0. 

Cette hypothese faite, soit 

Z1 L z y w + i / _ *y 

(84) y ( , ) - ( i y < \ " I ' a I 
W { 'il / x Z 1 o^\P2+l Z1 o«\?W 

\ al) \ «2/ \ Un- lj 
1+1 

OU 
vsssPi +½ + • • -jTPn-I -\-n-\-i (n°86). 

Comme il est aise de voir, c'est evidemment un polynõme . 
de degre ( v — l ) satisfaisant aux conditions suivantes: 

(85) ?>®(a„) = l, 

(86) rPl

t

mlM =O (m = 0,1,2,... i—1) et 

(87) <p<;>(<g = 0 /* = 1 . 2 , 3 , . . . n - l \ 
»• \m= 0,1, 2, . . . pt j 

En designant par yvq Ie coefficient de son terme general, 
on aura 

v —1 
(88) <Pv(z)^ Z VvqZq-

2 — 0 

Enfin, si 1'on entend par Mv un nombre positif tel que 

(89) Mv > IJV21 (g = 0,1, 2, . . . v—l), 

on aura 
\Y v qz*\-=M v\z\ v- x 

pour \z\ ;> l et ¢ = 0 ,1 ,2 , . . .¾ '—l. 

Pourfixer Ies idees, s o i t Mv Ie n o m b r e Ie p i u s p e t i t 
s a t i s f a i s a n t ä la c o n d i t i o n (89). 

Il est clair que ce nombre Mv existe certainement, etant 
fini et bien determinE, car, d'apres (82) et (84), tous Ies \yv q\ 
sont finiš et bien determines, eux-aussi. 
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88. Reste ä prEciser Ies sEries entiEres ipv(z). A cet effet 
faisons d'abord quelques remarques sur Ia suite indefinie 

(4) = aly CL2y a3, . . . an, . . . 

et proposons-nous d'en deduire, d'une certaine fapon, des suites 
partielles, en nombre infini. 

D'apres (82), Ia suite donnEe (.4) renferme, en general, plu-
sieurs elEments a„, a„+i, a«+2, . . AN+J ayant Ie meme mõdule Q : 

I Cln j = I j == • • « = j j = Q ) 

donc, en Ies representant dans Ie plan des quantites imaginaires 
par Ies points correspondants, ceux-ci sont tous situes sur Ie 
m§me cercle de rayon Q ayant pour centre l'origine. 

Or, convenons de dire qu'un E l E m e n t a * a p p a r t i e n t 
a u c e r c l e G, ayant pour centre l'origine, si Ie point corre-
spondant ayant pour affixe Ia quantitE a,- est situe sur G. 

Gela Etant, il est clair que chacun des elements (a„) de Ia 
suite donnEe (A) appartient ä l'un des cercles Gm et qu'il 
n'appartient qu'ä un seul. 

D'autre part, comme nous venons de Ie constater tout ä 
l'heure, ä un meme cercle peuvent appartenir, en general, plu-
sieurs elEments de Ia suite (A); bien que Ieur nombre varie, en 
general, avec Ie rayon du cercle, et qu'il puisse depasser meme 
tout nombre entier et positif fixe N, il est clair qu'il n'y a 
qu'un nombre fini d'elements de (A) qui appartiennent au meme 
cercle Cm, quel que soit m, car 

I an I —* 00 pour n —• 00 (n° 85). 

Il en rEsulte immEdiatement qu'ä Ia suite indEfinie (A) cor-
respond une suite indefinie de cercles 

C1, C2, Og, . . . Cn1, . . . 

dont Ies rayons respectifs vont constamment en croissant: 

01 C?2 "eC Qs "eC • • • 0m • • • 

* De meme, il est bien clair que parmi Ies elEments de Ia 
suite (A) appartenant au m§me cercle Cm, quel que soit m, il y 
a toujours un dont l'indice est Ie plus petit; dEsignons-le par 
aT ; donc, en particulier, ax = av 
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La suite des cercles (Cm) õtant indõfinie, la suite 

(At) — öTi, at2, . . . azm> • • ' 

Ie sera, elle-aussi; de plus, etant | | = Qm, il est clair que 

K K K K K K - ^ K K - -
et que 

I aT J —+ co pour m —* oo. 

Donc, la suite (Ar) satisfait aux memes conditions que la 
suite (A), au n°64; par suite, tous Ies resultats obtenus pour 
cette derniere aux numeros 71, 72 et 73 s'etendent immediatement 
ä la suite (At). . 

Ainsi, en appliquant cette fois la meme regle qu'au n0 73, 
on formera avec Ies 616ments de (At) des suites partielles bien 
determinees, en nombre infini, 

Ô t1)' (AT2)t • • • • • • 

tout analogues aux suites 

(A1), (A2), . . . . (Am), . . . (n° 73) 

et jouissant des memes proprietes que ces dernieres. 
Designons, en general, par ami l'61ement i i ž m e de la suite 

(Arm); d'apres cela, 

(Afm) Ontl, Ctm2, Ctm3, . . . 0"mi, • • • (W2 — 1, 2, 3, . . .). 

De meme, designons par fim Ie nombre entier positif Ie pius 
petit pour lequel on a 

I^m 
( i = 1,2,3,...); 

il est clair que ce nombre [im se calculera toujours d'apres Ie 
n° 71, en y remplapant la suite (A) par (AT). 

Quel que soit m, on aura, d'apres ce que nous venons 
de dire, 

(90) Clm(i+1) 
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(91) 

(92) 

o>mi —~ — Xj 2, 3 j . . . wi) et 

> P > 4 pour mv > ii„ 

(«=1,2,3 ...). 

89. Allons maintenant determiner Ies fonctions entieres 
^v(s), ä l'aide de syst&mes d'equations lineaires ä une infinite 
d'inconnues (Sv), en proešdant, au fond, d'une fa<?on tout ana-
logue comme nous 1'avons fait dans Ie cas precõdent oü il 
s'agissait du probleme special de l'interpolation. 

A chacun des elements de Ia suite indefinie 

c[0), cf\ . . . c[Pi\ 4°), 41}, . . . . .. C^, <£>, . . . . . . 

nous ferons correspondre, dans l'ordre indique, une fonction 
entiere ipv(z). 

Remarquons que, si v = P1 -\-p2 -|- ... + » + i, ipv(z) 
correspondra evidemment ä c£>, puisque Ie rang de cj"' est justement 

v = Pi jTPi + • • • + Pn-1 + n - f i (n° 86). 

Or, quelle que soit Ia valeur entiere et positive de v, nous 
nous proposerons de former. ipv(z) ä l'aide d'un systeme (Sv) de 
Ia forme (58). 

Le systeme (Sv) sera determine par ses trois elements ca-
racteristiques, tout comme on l'a fait au n° 67. Quant aux Cle-
ments caracteristiques, on aura ä fixer Ies regles d'aprös Ies-
quelles on Ies choisira. 

A cet effet convenons de proceder de Ia maniere suivante. 
Determinons tout d'abord Ie rang m du cercle Cm auquel appar-
tient an, dont l'indice a Ia m§me valeur que l'indice inferieur de 
Il est aise de voir qu'on peut toujours trouver Ia valeur de m 
correspondant ä a„: pour cela on n'aura qu'ä tenir compte des 
modules des n premiers elements de Ia suite (A). 

Cela 6tant, prenons pour l'un des 616ments caracteristiques 
du systeme (£v), ayant pour indice (v) Ie rang de cj?, Ia suite 
indefinie 

(93) (A^y^) = Clmlt ß»»2j * • • Om(m—1), Cln, Gw(Jn-J-I), &m(m-\- 2) > • • •> 
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celle-ci sera donc identique ä la suite (Atm) (n° 88) lorsque an=at , 
c'est-ä-dire ou w = tm, tandis qu'elle ne differera de (Arm) que 
par son mieme element lorsque a„4=«Tm-

Bien que 1'on ait parfois on aura en tout cas 

(94) I«„I = I a T J et, par suite, |aT<n i | < | « » | < | " ^ J , -

car an et aTm appartiennent tous Ies deux au m§me cercle Cm. 
Nous pouvons en tirer immediatement la conclusion suivante: 

IJim etant, d'apres Ie n° 88, Ie pius petit nombre entier positif 
pour lequel on a 

IMOT 

ä f ž * ( « = 1 , 2 , 3 , . . . ) , 

on aura de meme 

jp > 4 . 

90. Keste ä dätprminer Ies deux autres elements caracte-
ristiques que nous designons par öVm et mv. 

Supposons que 1'on ait dejä construit, ä l'aide des systemes 

(S1), (S2), . . . (S^1), 
Ies fonctions 

F1(Z), F2(z), . . . Fv^(Z), 

de sorte que chacune d'elles satisfasse aux conditions (I), (III), 
(IV) et (V) (n° 86). 

Cela etant, soit 

(90) dVM = <£> - F1^(On) — —... — F^1 <a„); 

alors, d'apres l'hypothese faite, 6Vm sera evidemment une quan-
tite finie et bien d6terminee. 

Quant ä mv, remarquons prealablement que, pour n assez 
grand: w>2V, on aura 

(97) I an I > 1 et m>2, 

N designant ici un nombre entier positif suffisamment grand et 
m etant Ie rang du cercle au quel appartient aw. 

ßm(i-)-l) 

Omi 

(95) 
Ornfrn—1) ̂ P et Orn(Dij

rI) 
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En effet, on s'en assurera aisõment en tenant compte de 
ce que, d'une part, | an | —• oo pour n —» oo et que, d'autre part, 
ä chacun des cercles n'appartient qu'un nombre fini d'616ments de 
la suite donnee (4). 

Pour fixer Ies idšes, soit N Ie nombre entier positif Ie pius 
petit qui satisfait aux conditions que nous venons d'imposer 
tout ä 1'heure. 

Cela etant, determinons mv de sorte qu'il satisfasse aux 
conditions suivantes: 

1) lorsque n<N, nous entendons par mv un nombre entier 
positif tel que 

(98) m v ^ f i m (n° 88); 

2) lorsque n^N, soit mv un nombre entier positif satis-
faisant aux deux conditions suivantes: 

» V S f * . e t 

09) 

'i. J. v ( v - j - l ) etant r„ = -1— 

Quant ä v, Mv, m, et dVm, ce sont Ies quantitõs bien 
determinões introduites prõeedemment. 

En effet, v est Ie rang de c£-) dans la suite donnee 

C?, . . . <£0), <£>, . . . . . .: 

v = Pi + 02 + ••• +IjH-I + n + i (n°86); 

Mv est Ie plus petit nombre positif tel que 

Mv^\yVq\ (q = 0,1, 2,... v 1), 

yVq designant Ie coefficient du terme general du polynõme 

Vvi2)=-- JJYvq z q ( n ° 87); 
3=0 
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m est Ie rang du cercle Cm de rayon | a„ | auquel appartient a„ 
(n° 88); est Ie plus petit nombre entier et positif pour 
lequel on a 

Ct m(t+l) 
Qmi 

> p ^ > 4 ( ¾ = 1, 2, 8, . . . ) , 

&ml) ttm2j • • • Q"miy • • • etant Ies elements de la suite partielle 
( A t J n° 88); enfin, öVm est determine ci-dessus par la formule (96). 

Les conditions qui viennent d'etre imposees ä mv n'exigent, 
au fond, comme il est aise de s'en apercevoir, que ce que mv 

soit un nombre positif assez grand; par suite, on peut faire 
assumer ä lui-meme une infinite de valeurs entieres et positives 
dont chacune sera compatible avec Ies conditions imposees. 

Pour fixer Ies idees, convenons d'entendre par mv Ie nombre 
entier positif Ie pius petit satisfaisant aux conditions mention-
nees tout ä, 1'heure. 

D'apres cela, Ies trois elements caracteristiques du systeme 
(Sv): (Ätm), õVm et mv viennent d'etre determines completement. 

91. Entendons par Ie systeme (Sv), ayant pour elements 
caracteristiques (Atm), öVm et mv, Ie systeme suivant de la 
forme (58): 

O O 

(100) S n = Z K ^ 1 V h (4 = 1,2,3,...) 
h=l 

oü, par dõfinition, ö v k — O pour h 4= m, tandis que dV m est donne 
par (96), 

<101) Imm = am
n

v et Xmk = a2l (h = 1,2,... m—l, m-f 1, Wi-J-2,-...). 

D'apres cela, quel que soit Ie nombre entier positif Tc, Xmk n'est 
que la puissance mv

iime de l'el6ment Tcibm6 de la suite (Atn). 
Par consequent, en tenant compte: 
I 0 de ce que mv vient d'§tre determine de sorte que 1'on 

aura toujours mv > fim (n° 90), et 

2° des formules (90), (95) et (92), on en deduit immedia-
tement que 

(102) Im(fc-t-l) 

Ilk 
(£ = 1,2,3,...); 
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par suite, d'apres Ie n° 65, on obtient une Solution du systeme 
(Sv) par Ia methode de Fourier, Ies inconnues du systeme (yh) se 
calculant ä l'aide des formules (59) si l'on y remplace Ies Xi  

respectivement par Ies Xmi (101), Jc par m et yk par öVm. 
Donc, en dösignant par xvv Xvv . . . xvh, . . . Ies valeurs 

des inconnues fournies par ces formules, on obtiendra 

<103) 

( _ 1 )*+«ä . £ 
,« »v Xm2Xmg. . . Xmh 
y'mmi ^ml) 

yVh /2 IA mm 
x~ ml J \ j y^m(m—i) j j—m_|_i y "»»y f 

(h= 1 , 2 , 3 , . . . ) ; 

ces valeurs sont, d'apres Ie n° 65, des quantites finies et bien 
determinees, ne s'annulant que lorsque õVm = 0 et. rendant abso-
lument convergentes toutes Ies series du systeme (/Sv). 

Les parties droites des equations du systeme (Sv) s'obtien-
nent evidemment de Ia serie 

»i + + • • • + + ••• 
en y faisant parcourir ä Ia variable z Ies 6l6ments de Ia suite 
indefinie (ITm). 

Aussi, en y prenant 

Vh XVh " * *)» 

obtient-on une serie entiere bien determinee 

Ip vi3) = xVI + 37V2 Z
mv + x Vsizmv f + • • • + xVhizmv)11'1 + • • • 

jouissant des proprištes suivantes: 

I 0 Elle converge absolument pour z = an, ainsi que pour 

z = amk (Je — 1, 2, . . . m—1, m-j-1, ...), 

puisque ipv(an) et ipv{amk) representent respectivement Ies parties 
droites des equations wiiöme et kihme du systeme (Sv) oü Ies in-
connues (yh) sont remplacees par Ies valeurs bien determinees 
(xvh) (103), qui rendent absolument convergente chaque sšrie de 
ce systeme. 



160 HERMANN JAAKSON A VIII. i 

2° Elle est uniformement convergente dans toute 1'õtendue 
du plan de la variable z. 

.En effet, etant absolument convergente pour z = amk, elle 
est uniformement convergente dans tout Ie cercle de rayon | amJc [ 
ayant pour centre l'origine. Or, 

j I ^ OO pOUr Tc ^ OO J 

aussi, quelque grand que soit un nombre positif Q, y a-t-il tou-
jours des amk dont Ies modules sont supõrieurs ä £>; par suite, 
la s6rie ipv(z) sera uniformement convergente dans chaque cercle 
ayant pour centre l'origine et pour rayon une valeur positive 
quelconque Q; elle represente donc une fonction entiere. 

3° -V r M = 6rm = c<<> - If(On) - 2W)(a.) - . . . - F f ^ o , ) , 

car Ie w i ö m e element de la suite (Arm) est, d'apres la con-
struction, a„ (93). 

4° Wv(
amk)= 0 P o u r ^ 4= puisque övk = O pour Tc 4= m (100). 

5° ipv(z) ne s'annule identiquement que lorsque õVm = 0. 

6° Comme fonction entiere, ipv(z) admet Ies derivees de 
tous Ies ordres, celles-ci etant finies et bien determinees dans 
toute 1'štendue du plan de z. 

92. Apres avoir construit ipv{z), ainsi que g>v{z), posons 

(104) Fv(z) = (pv{z). yv{z). 

Il est clair que la fonction obtenue Fv(s) est holomorphe 
dans tout Ie plan de la variable z, puisque Ies facteurs <pv(z) et 
ipv(z) Ie sont tous Ies deux; elle satisfait donc ä la condition 
(I) (n 86). 

La derivee piiäme s'ecrivant sous la forme 

(105) , F^\z) = ijJv(z) <pf{z) + H)'v{z) (p{*~x) (z) - f 

+ Vv^ V ) + ••••+ Vv\2) fPv(*>> 

il en resulte immediatement que, pour p = i, 
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= ep — Ff(a,) — Ff(On) —... — FfILSa")' 

comme 1'exige la condition (III) (n° 86), puisque, d'apres Ie n° 87, 
on a 

0 = (p^~x\an) = (Pi^-2Kan) = ... = <p'v(an) = (Pjan) (voir 86), 

1 = <pW(an) (voir 85), 

tandis que, d'apres Ie n° 91, 

ipv(an) = cj? — F& (a„) — F$\an) — ... — Ff_x(an). 

De meme, en tenant compte de (86) et (87), on deduira aisement 
de (105) que 

F^\an) = 0 (m = 0,1, 2, . . . i—l)j et 

, . I Tc = 1, 2, 3, . . . n—1\ n-w-° )• 
c'est-ä-dire que la fonction 

Fv(z) = yv(z). tpv(z) 

satisfera aussi aux conditions (IV) et (V) (n° 86). 
Donc, des considšrations prõcedentes nous tirerons la con-

clusion suivante: 
Q u e l q u e s o i t Ie n o m b r e e n t i e r e t p o s i t i f v, 

en s u p p o s a n t q u e 1'on a i t d 6 j ä c o n s t r u i t I e s (v—l), 
p r e m i e r e s f o n c t i o n s : 

F1(Z), F2(z), . . . Fv_x(z) 

s a t i s f a i s a n t a u x c o n d i t i o n s (I), (III), (IV) et (V) (n° 86), 
on p e u t t o u j o u r s c o n s t r u i r e l a f o n c t i o n vlbme Fv(z) 
s a t i s f a i s a n t a u x m e m e s c o n d i t i o n s . 

Donc, il est clair que notre procede de formation des 
fonctions Fv(z) est tel qu'il nous en fournira meme une suite 
indõfinie 

F1(Z), F2(Z), . . ., Fn(z), 

pourvu que la premiere d'elles F1(Z) soit construite effectivement. 
ii 
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93. Construisons F1(Z). 

D'apres Ie n° 86, F1(Z) doit etre une fonction holomorphe dans 
toute l'ötendue du plan de z, prenant pour Z = Ci1 Ia valeur cf ) : 

F1(O1) = ^.' 

Nous l'obtenons en construisant Ia fonction enti&re -Jp1O?), 
ä l'aide du systeme (S1) dont Ies elements caracteristiques sont 

(ITI) = (Azl)f õn = cf\ Wt1 = l. 

En effet, Ia fonction 

O O 

Vl(*) = Z Xlh Zh-1 

ainsi construite, oü 

X11 = c«» • 

'Ifc' 
h=l 

£ ( - y 
et, d'une fa<?on generale, 

£ ' A12 Ai3 . . . X\h xXh = (—l) f c + 1 cS0) ' —7^ (A = 2, 3, . ..),. 

£ ( - * ) 3=2 
etant 

Aifc = Oifci (h == 1, 2,3, . . .) (voir 103), 

sera bien, d'apres Ie n° 91, une fonction entiere prenant pour 
Z = O1 Ia valeur 40): 

Ipl (O1) = cjy. 

On n'aura donc qu'ä poser F1(Z) = Ip1(Z) pour obtenir Ia 
fonction exigee. 

Ajoutons que F1(Z) ne s'annule identiquement que lorsque 
c(°) = 0 (n° 91). 

La fonction F1(Z) une fois formee, on peut construire, 
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comme nous venons de Ie voir, F2{z), ensuite F$(z), et ainsi de 
suite, ad infinitum. 

Bien que quelques-unes de ces fonctions puissent s'annuler 
identiquement, il est clair qu'elles ne Ie feront pas toutes. 

Bn effet, sans testreindre la generalis, on peut supposer, 
d'apres Ie n° 85, qu'il y ait dans la suite indefinie 

4°), . . . <**>, . . . C(0), ¢ ) , . . . C(P„), 

des Clements differents de zero. 
Or, supposons que Ie premier element different de zero y 

soit et que son rang soit t; alors Ies t—1 premieres fonctions: 

F1(Z), F2(z), . .. Ft-i(z) 

s'annulent identiquement, tandis que Ft(z) ne Ie fait pas, puis-
qu'en designant par q Ie rang du cercle auquel appartient as, il 
est Evident qu'on aura 

F\r\as) = Stq = 4= 0. 

94. Allons maintenant demontrer que la serie 

OO 
Z F v ( Z ) 
V = I 

est uniformement convergente dans toute l'etendue du plan de 
Ia variable z. 

A cet effet remarquons d'abord qu'en tenant compte de ce 
que 

v—l 

<pv(z) = Z Yvq 2q (n° 87) 
3 = 0 

et 
O O 

= ZxVh(Zvm) 1 ( n ° 9 1 ) , 

h='l 

on peut presenter Ia fonction Fv(z) sous Ia forme d'une somme 
de v series entieres 

il* 
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Fv(Z) = q>v(z). %(z) = 

CXD O O 

= Yvo ZxVhiz V) Y viz xVh^mv) +••• + 
H=I ' h=l 

+ Yv(V-I)Zv-1 ZxVhizmv? 
fc=l 

V—l 

= ZYvqZfI ZxVhifv)h X' 
g=0 Ä=1 

Num6rotons-les toutes en procedant de la maniõre suivante: 
tout d'abord numerotohs celles qui correspondent ä F1(V)f ensuite 
celles qui correspondent ä F2(V)i ensuite celles qui correspondent 
ä Fq(V) ; et ainsi de suite. 

De pius, en numšrotant Ies series entieres 

OO 

Y v q z* 2 xvh(zmv) _ 1 (ff = 0, 1, 2, . . . V— 1), 
h=% , 

correspondant ä la m§me fonction Fv(z), suivons ici l'ordre crois-
sant du second indice du facteur yvq, quel que soit v. 

D'apres cela, il est clair que la serie 

CXD 

Yvqzq ZxVhiZmv)1 
vq' 

h=l 

aura pour rang 

(106) 
Tc = 1 —|— 2 —|— 3 —j— . . . —(— (v—2) —J— (v—1) —|— q -j- 1 = 

= ^ + « + i ; 

en y prenant, en particulier, q = v — l, on obtiendra Ie rang r v 

de la derniere serie correspondant ä Fv(z) 

v(v+l)  
v 2 

c'est cette quantite dont nous avons fait dejä usage pour deter-
miner, d'apres (99), mv. 
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95. Designons 

(107) »»(*) = J V 4 h—l 

et examinons de pres la serie double 

O O O O 

(108) 
te=l h=l 

ä l'aide de laquelle nous allons demontrer la convergence uni-
forme de la serie 

Remarquons que, si la serie double est absolument conver-
gente pour une valeur quelconque de la variable z = z0, elle est 
uniformement convergente dans tout Ie cercle de rayon \z0\ 
ayant pour centre l'origine, puisque, pour |* |<|*ol> . 0 1 1 a u r a 

Evidemment 

De m§me, il est clair que la serie (109) peut etre consi-
d£r£e comme deduite de la serie double (108) par un certain 
groupement de ses termes [vk}t{z)]. 

Or, en supposant que la serie double soit absolument con-
vergente pour Z = Z0, elle aurait une somme bien determinee 
pour I z I < I z01 ne dependant ni de l'ordre ni des diferents 
modes de groupement de ses termes. 

Il en rõsulterait donc que, pour chaque valeur de la vari-
able teile que \z\<:\z0\, Ies deux series (108 et (109) auraient 
certainement Ies m§mes sommes bien determinees, etant toutes 
Ies deux uniformement convergentes dans Ie cercle de rayon \z0\. 

D'apres cela, pour demontrer la convergence uniforme de 
la serie (109), dans toute l'etendue du plan de z, il suffit de 
demontrer que Ia serie double (108) est absolument convergente 
,pour z = aa, aa etant un element quelconque de Ia suite donnee 

O O 

(109) ZFv(Z). 

I »UW I 5.1 VKH(Z0) I (voir 107). 

OU 
(A) = O1, a2, . . . a8, . . ., 

I as I —• co pour s —> co. 
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Demontrons donc qu'en d6signant 

(110) Ukh = I vkh(a8) I (2fcA)3, 

on peut assigner deux nombres entiers et positifs: H et K 
tels que 

pour A> H, independamment de Tct ainsi que 

pour Te^>Kt independamment de h. 

Il en rösulterait immšdiatement que, pour ces valeurs de h 
et Te, on aurait 

K W K ( ^ ) 2 + , (o < o < i j 

et, par suite, d'apres Ie crit&re du n°23, Ia s6rie double (108) 
serait bien absolument convergente pour z = aa. 

Remarquons que, sans restreindre lä generalite, on peut 
supposer 

I a* I > l, 

puisqu'il est clair que, si Ia serie double converge absolument 
pour une valeur de z dont Ie module est superieur ä un, eile 
Ie fera ä fortiori pour toutes Ies valeurs de z dont Ies modules 
sont < l. 

96. Etudions prealablement ce que font v, n et m lorsque 
Te parcourt Ia suite naturelle des nombres en tendant vers oo. 

Remarquons ä cet effet qu'£tant 

Te = ^ " T ^ + g + l, ¢ + 1 <v (voir 106), 

et, d'apres cela, 

ž < " ( » + i ) _ r  
K 2 

il en resulte qu'ä chaque valeur entiere et positive de Te corre-
spond une valeur entiere et positive bien determinee de v\ 
celle-ci est Evidemment 

— 1—j— "j/" 1-|— 8& 
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lorsque cette derniere quantite a une valeur entiere; dans Ie cas 
contraire c'est Ie plus grand nombre entier positif contenu dans 

- f l + j A + 8* 
2 

Par exemple, soit Te = 10; alors 

- i + y i + 8 . 1 0 
2 

et, par suite, ä £ = 10 correspond v = 4 : 

1 0 = ¾ 5 (¢ = °)-

D'autre part, soit, par exemple, Tc = 17; alors 11 < V 1 + 8.17 -<12; 
d'apres cela, Ie pius grand nombre entier positif contenu dans 

1 -j— 1-J- 8.17 , j ß J —UL— est 6; donc, v = 6 et q = i: 
ii 

1 7 = ¾ - 6 + 1 + 1. 

D'apres ce que nous venons de constater, il est clair qu'en 
faisant parcourir a Te la suite naturelle des nombres, la valeur 
correspondante de v augmentera indefiniment en tendant avec 
Te vers co. 

De m§me, štant, d'apres (83), 

" = ( * I + 1 ) + (JPA + 1 ) + • • • + 0 > N — I + 1 ) + ( » + 1 ) ( I £ P N ) , 

oü Ies 61£ments de la suite indefinie donnee 

Plr P2> Pn> 

sont des nombres entiers positifs fixes ou z6ros, il en resulte 
immediatement qu'ä chaque valeur entiere et positive de v cor-
respond une valeur enti&re et positive bien determinee de n. 

En effet, designons 

S0 = o, 
8j — (Pi +1) + (̂ 2 + !) + • • • + (Pj +1) (j — 1, 2, 3, . . .) ; 
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cela 6tant, il est clair que 

sO < S1 < «2 < • • • < S j < ' • ' 

et que 
Sj —*• oo pour j —*• oo. 

Donc, etant donnee une valeur quelconque v = v0, il est 
evident qu'on pourra indiquer deux valeurs successives de l'indice j : 
Jo e s i o + l ^e sorte que 1'on ait 

\ £ vo < \ + i Oo > 0 ) ; . 

alors, comme on s'en assurera aisement, 

ä V = V0 correspondra n=j0-\-1. 

De meme, il est aise de voir qu'en faisant parcourir k v la suite 
naturelle des nombres, la valeur correspondante de n augmentera 
indefiniment en tendant avec v vers oo. 

Enfin, rappelons-nous de ce que, d'apres Ie n° 88, ä chaque 
valeur entiere et positive de n correspond une valeur entiere et 
positive bien determinee de m, m etant Ie rang du cercle Cm  

auquel appartient an. 
De plus, il est clair qu'en faisant parcourir ä n la suite 

naturelle des nombres, la valeur correspondante de m augmentera 
indefiniment en tendant avec n vers oo. 

Des considerations prec6dentes nous tirons donc la conclu-
sion suivante: . 

A c h a q u e v a l e u r e n t i e r e e t p o s i t i v e de h c o r -
r e s p o n d e n t I e s v a l e u r s b i e n d e t e r m i n e e s de v, n 
e t m, a u g m e n t a n t i n d e f i n i m e n t a v e c Tc et t e n d a n t 
a v e c Iui v e r s oo. 

Il en resulte, en particulier, q u ' e t a n t d o n n e un n o m b r e 
e n t i e r p o s i t i f q u e l c o n q u e s, on p e u t a s s i g n e r u n 
a u t r e n o m b r e e n t i e r p o s i t i f &0 t e l q u e 

n^>s et m> 2 pour h > Jc0, 

w et w c o r r e s p o n d a n t ä ^ 

97. Bxaminons maintenant de pres Ukh. D'apres (110), 
(107) et (103), Ukh s'ecrit 
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Ukh = 

(2hhf yvq a\. amv(h~V öVm . JJ 
(X X \ ^»»2 ̂ m3 • • * ^mh V mm' **ml) 

(Amm -I \ / Amm I \ / Amm 1 \ M l (1 Amm\ 
m̂l / \Am2 j \Am(m_i) Jj = m-j-l » / 

Donc, en dösignant 

(111) P(*) = 
8^yvq 0VmaI 

(Amm \ /Amm \ I Amm . 1 \ r r / - A»»m\ 
Aml Â,»2 / \Am(m-l) / j=TO-|-i \ ^wv / 

et 

(112) Q(h,h) = Ä3amv(fc-1) , JT 

(̂ mm1 ^ml) 
Am2 Am3 . . . Amh 

on aura 

(113) Ukh = PiJc) : Q{k,h). 

Or, rappelons-nous que 

= C = C (» = 1,2, 8, . . . m—1), 

; ,,wiV Amt» — t»M ) 

et 

de meme, 

l"m(i+l) > j?;> 4 

(n08 91 et 88) ; 

et 

(n° 94), 

I Vvq I S Mv< 9 < 1 <n° 87), 

I «, | > l (n° 95) 

(̂1-¾ t=l X ' 
> - pour 4 (n°35). 

O 
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Cela etant, on aura evidemment 

rI > ! 
J=IK-I-I' 

ainsi que 

I . . . / ½ — [ l k 
I J y «m2 J ^ «m(m—1) f | 

Vv j Xmm Xmm Xmm | j y J1 1 \ ^ 
I "5 * -¾ * * * 1 • I JLl I 1 

> 1 vml 

Xmm Xmm 

Aml Am2 

I S A, . Pm-

, ... .... X 

X 

m(m—1) , 

2 1 o, I-, 
f ^ = i k ' 

par suite, d'apres (Hl), 
(m—l)(m—2) 

(114) P(Ic) < rvMv&vm a i - (¾) " 1 8 ^ j 

« 

La partie droite de la derniere inegalite ayant une valeur 
finie et bien determinee, il en resulte que la valeur de P(Tc) sera 
finie, elle-aussi, quel que soit Ie nombre entier positif Te. 

Examinons maintenant P(Jc)1 pour Te > Te0, Te0 etant Ie nombre 
entier positif que nous venons de determiner au numero 
precedent, de sorte que n et m correspondant ä Te satisfassent 
aux conditions 

n^> s et m ;> 2 pour Te Te0. 

Pour toutes ces valeurs de Tc on aura 

I I v ~
 x 1 I v — 1 I Cla I < I fln| , 

ainsi que 
I ÖT« I > I «1 I, 

car On appartient au cercle ayant pour rang m ;> 2; par suite, 
d'aprös (114) et (99) 

(m—IXm-2) 
P(Tc) < 1 8 I - j 2 pour Tc ^ Tc0, 
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et il en resulte immediatement que P(Te) tend vers z6ro lorsque 
Te tend vers oo. 

En effet, k tendant vers oo, m Ie fera, lui-aussi (n° 96); or 

lim 18 
m-> QO 0 " 

(w—l)(m—2) 
= 0. 

Donc, il est clair que 

(115) -P(&) —*-0 pour &-*oo. 

Ainsi, nous venons de voir qu'en faisant parcourir ä Te Ia suite 
naturelle des nombres, P(Tc) parcourt respectivement Ies valeurs 
(111), restant toujours finies et tendant vers z6ro lorsque Te tend 
vers oo. 

Nous en concluons que l'on pourra indiquer un nombre 
positif P tel que P(Je) < P, et, par suite, d'apres (IIB), 

(116) Ukh < P. Q(IeiK), 

quelle que soit Ia valeur entišre et positive de Tc. 

98. Quant ä Q(TeiTi), proposons-nous de l'6tudier d'une fa<?on 
tout analogue. 

En tenant compte de (102), (28) et (29), on peut ecrire 

s 
(̂ mm' ̂ iwl) 

A»i2 Am« . . . A1 mh 
< 15 

Aml Am2 • • • Am(Ä—1) 

amsi que 

£ Am2 Awa . . . A: mh < 
15 

Aml Aj»2 • • • A»»(h—l) 

Dautre part, štant, d'apres (101) et (91), 

I Amw I = I a„ I 

J Ami j = J ami J aT_ \ mv pour f-1, 

= a 

(i = 1, 2, 3 , . . . m—1), 

mv 
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on aura 

15 
8 ^ml Xm2 . • . ̂ >m(h—1) 

et, par suite, d'apres (112), 

(117) 

< 15 
CEt Cl— • * • Cl— xX x2 h—1 

JM j , 

1 fS 
Q f t A X y A 3 

ih—1 

Cl— Clr • > . Cl— xX 2 xh—1 

»Wy 

La partie droite de cette inegalitõ (117) ayant une valeur finie 
et bien determinee, nous en concluons que celle de Q(Tc, h) reste 
finie, elle-aussi, quels que soient Ies nombres entiers positifs Tc et Ti. 

De meme, il est ais6 de voir que la sõrie 

O O 

Z 
h=2 

dont Ie terme gšneral est 

u. 

,h—l 

Cl~ Cl— . # • Cl— cI t2 xh—1 
convergera, car 

l V l - __ S —> O 
Uh aT  xh 

O lorsque A —• oo; 

pour s'en assurer, il suffit de rappeler que, d'apres Ie n°88, 

I J —• co lorsque h —> oo. 

Il en resulte donc que uh —* O pour Ti-* oo, et nous en 
concluons, en particulier, que 1'on pourra indiquer un nombre 
entier positif Ti0 tel que 

uh < 1 pour h > A0. 

Par suite, d'apr&s (117), 

(118) Q(i, A) < aT aT ... a-xI x% h—l 
pour h ^ A0, 
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quel que soit Ie nombre entier positif Te, ainsi que Ia valeur 
correspondante de v, car on entend par mv toujours un nombre 
entier positif (no,90): mv> l . 

Or, en considšrant Ia partie droite de l'inegalite (118) comme 
terme general de Ia serie 

O O 

Z Wh, 
h=2 

on constatera, tout comme plus haut, que cette serie convergera, 

tendant vers z6ro lorsque h -* oo; 

par suite, wh—+ O pour h—> OD, et, ä fortiori, 

(119) Q(Tc,h)—»v p o u r A - * o o , 

quel que soit Te. 
Nous en concluons donc, tout comme au numero precedent, 

que l'on pourra bien assigner un nombre positif Q tel que 
Q(Te,h)<Q, et, par suite, d'apres (113), 

(120) Ukh < P(Tc). Qi 

quels que soient Ies nombres entiers positifs Tc et h. 
Enfin, en tenant compte, d'une part, de (115) et (120) et„ 

d'autre part, de (116) et (119), il en resulte immediatement que 
l'on peut assigner, en effet, deux nombres entiers positifs: 
K et H tels que 

pour Tc^K, independamment de h, ainsi que 
pour independamment de Tc. 

D'apres Ie n° 95, on peut donc dire que Ia serie double 

C O O O 

Jfc=1 h ~ l 

est absolument convergente; or, a8 j dšsignant un element de 
Ia suite donnee (A) tel que | a s | > l , choisi d'ailleurs tout 
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arbitrairement, on en deduit, d'apres Ie meme numero, la con-
vergence absolue et uniforme de la serie double 

O O O O 

Z Z »»(*). 
fc=l h=l 

ainsi que de la serie 
O O 

Z F,(z), 
V=I 

dans toute l'etendue du plan de Ia variable z. 
En tenant compte enfin de ce que chacun des termes Fv{z) 

de Ia derniere serie est construit de sorte qu'il reprösente une 
fonction holomorphe dans Ie meme domaine, on en conclut, 
d'aprös Weierstrass, que Ia fonction 

O O 

F(Z) = ZFv(H) 
V=I 

est holomorphe, elle-aussi, dans toute l'etendue du plan de z, 
Ia derivee plhme etant 

O O 

F<%) = Z F?\z) (p = 1,2,8,.. .)• 
V=I 

C'est donc evidemment une fonction entiere; de plus, d'apres Ie 
n° 86, c'est une fonction entiere teile que 

F(On) = c<°> 

F'M = <£> 

FiPn)(On) == C(

n

Pn) 

(n = 1, 2, 3, ...), 

puisque Ies fonctions Fv(z) satisfont aux conditions (I), (III), (IV) 
et (V) (n° 86), comme nous l'avons vu au n° 92. 

Donc, Ie probleme generalise de l'interpolation (n° 85) vient 
d'etre rösolu dans Ie cas oü O1 4= O (n° 87). 

99. Reste ä montrer que ce probleme peut etre resolu 
aussi dans Ie cas oü O1 = 0. 
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Comme il est ais6 de s'en assurer, on n'aura, au fond, qu'ä 
rõpõter ä cet effet Ies raisonnements precedents, et ä modifier 
lšgörement Ie procede de formation des fonctions 

F1(Z), F2(z\ . . . Fv(z), . . . 

Les modifications ä introduire sont Ies suivantes: 

I 0 Prenons, en particulier, . 

% 
V1(Z) = 1, Cp2(Z) = cps(z) = . . . <Ph+1(z) = > 

tandis qu'en gõnšral, lorsque v > i>i+2, soit 

„ W - f - i y * \ " 2 ' ' \ a"l W > 1 ' i! «.+1 / 0„\ps+l / a«\i> ,+1 
ß P l + l 1 1 ( l — flw V*-1" 

W \ «2/ \ «n-l/ 

2° Entendons par (Az) la meme suite indšfinie que pius 
haut, au n° 88, avec cette seule diff6rence que cette fois soit 
aZi = a2, tandis que dans Ie cas precedent on avait aZi = ax. 

S0 Lorsque v 2, construisons Ies series entieres ipv(z) 
d'apräs Ies memes regles que dans Ie cas precedent; quant aux 
fonctions 

Vi(*), Vz(Z)* • • • %i+i(*)> 

rempla<?ons-les respectivement par Ies constantes 

40), ep, . . . c[Pl). 

Cela posõ, prenons, comme auparavant, 

Fv(z) = <Pv(z).yv(z); 

on obtiendra ainsi une suite indefinie de fonctions Fv(z) dont 
chacune satisfera aux memes conditions essentielles que pius 
haut (n° 86); en particulier, on aura 

¢(*) Q1 (
2) Api) 

I1(H) = Fi(C) = Jf *, Fs (z) = f , z\ ... Ff&l (Z) = ~j&-
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Bn repetant Ies raisonnements precedents, on dšmontrera, 
cette fois aussi, la convergence uniforme de la serie 

O O 

2 f v ( Z ) 
v=l 

dans toute l'etendue du plan de Ia variable z; enfin, on en tirera 
Ia conclusion que Ia fonction 

F(z) = JT Fv(z) 
V=I 

sera bien une fonction entiere fournissant une Solution du pro-
bleme generalise de l'interpolation dans Ie cas oü O1 = 0. 

Donc, d'apres Ie n° 63, on döduit des considerations pre-
cedentes immšdiatement Ie theoreme göneral suivant: 

E t a n t d o n n ö e s t r o i s s u i t e s i n d 6 f i n i e s : 

I0 c e l l e d e s (a„) s a t i s f a i s a n t a u x c o n d i t i o n s 
s u i v a n t e s : 

a» 4= pour i ^zj, 

I CT1 I ^ I CT2 I = • • • = I a» I = • • •) e t 

I an I —• oo pour w —• oo; 

2° c e l l e d e s n o m b r e s e n t i e r s p o s i t i f s q u e l -
c o n q u e s o u z e r o s 

Pl > P21 • • • P•*> • • • » 

3° e t c e l l e d e s q u a n t i t e s q u e l c o n q u e s 

c[°\ Cp, .(») .(') On y vn y M 
9 

on p e u t c o n s t r u i r e u n e i n f i n i t e de f o n c t i o n s 
e n t i e r e s F(z) t e l l e s q u e p o u r z = an l ' o n a i t 

W = < 0 ) 

F'(an) = cW 

F ^ ( a n ) = c ( P n ) 

(n= 1, 2, 3, . . . ) , 



A YIII. 1 Sur certains types de,systemes d'equations lineaires etc. 177 

F(Pn\z) e t a n t Ia d e r i v e e d ' o r d r e pn d a Ia f o n c t i o n 
F{z) et 

^ F{0)(z) =X= F(z). 

100. Corollaire. 

E t a n t d o n n e e s I e s m e m t e s t r o i s s u i t e s i n d e -
f i n i e s q u e d a n s l ' e n o n c e p r e c e d e Ä t ^ o n p e u t c o n ? 
s t r u i r e u n e i n f i n i t e de f o n c t i o n s $(z-*-e0) r e p r e -
s e n t e e s p a r d e s s e r i e s de L a u r e n t e t t e l l e s q u e 
p o u r z = ün l ' o n a i t • , 

Q(Cln-Z0) = Ci^ 

(121) <P'(anl-Z0) = Ctf 
: 

Q<Pn\an-z0) = c^n) . 

z0 e t a n t u n n o m b r e f i x e q u e l c o n q u e d i f f e r e n t d e s 
e l e m e n t s de Ia s u i t e 

ßß) • • • . . . 

En effet, examinons d'abord Ie cas particulier oü 

z0 = o, etant ax 4; 0. 

Nous aurons ä montrer que l'on peut construire une infi-
nite de fonctions 

-j-oo 
$(*) = U CnSfn 

n = — O O 

de sorte que chacune d'elles satisfasse aux conditions (121), en y 
prenant Z0 = -0. 

A cet effet presentons <P(z) sous Ia forme 

fc)=fwi 

P(z) etant une fonction entiere de z et 

GtI-I une fonction entiere de 
W .. * 

12 
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P(z) — C*0 ~b C1 z -)- C2*
2 —|— - - - —[— CnZn -j- ..., 

0(1) = ^ + ^ . 1 + ^ ( ^ + . . . + 0- m " +... 

Tout revient ä determiner convenablement Ies coefficients (Ci) de 
ces deux series entieres. 

Or, prenons pour 

O [ -1 une fonction entiere bien determinee de —; W . * 
par exemple, 

6 t I i J - e ' - l + h m
 +

 k ( i n +---+¾) +••• 
Cela pose, il ne nous reste qu'ä determiner P(z) de sorte que 
1'on ait 

(122) 

P(an) = <£" — P(an) = 
W 

P(On) = cfX) — 
fl O' (!) P(On) = W 

-Pw(On) = C(Pn) — G(Pn) 

(» = 1, 2, 3,...). 

Or, d'apres Ie thšoreme general que nous venons de demontrer, 
on peut construire une infinite de fonctions entieres P(z) satis-
faisant aux conditions (122). 

Donc, en entendant par O une fonction entiere quelcon-

que de - et par P(z) une infinite de fonctions entieres de * Z 
determinees conformement aux conditions (122), on obtiendra, en 
effet, une infinite de fonctions 

¢(2) = P(z)-{-(? 

satisfaisant aux conditions imposees (121). 
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Dans Ie cas general, oü z0 4= 0, nous allons proceder d'une 
fa<jon tout analogue. 

Prenons 

Q(Z-Z0) — P(Z-Z0) + G 

et entendons par O une fonction entiere bien deter-

minee de , par exemple, z—Zt 

Q { - ^ — ) = e ~ 2 0 = i + T + - - . 
\z—z0) 1 \\z—z0J n! y z—Z0J 

Cela pose, nous aurons ä determiner la fonction entiere P(z—z0) 
de sorte que pour z = an 1'on ait 

P ( O ^ 0 ) = 

P K - * » ) = c u _ g ' ( _ U 
r M z°l (n — 1, 2, 3, . . .)• 

Pi^Xan-Z0)= 
\"M ZqJ 

En posant z — z0 = x, ainsi que 

«„—2 O = < (w = 1,2,3,...), 

tout revient ä determiner uue fonction entiere de x, P(x), de sorte 
que pour x = a'n 1'on ait 

P ( a - ) = c < o , _ f f M 

(128) 
P W ) = Ca> v n' n 

& 
- " • ß i n = 1,2, 3, . . .) . 

-P^nYO = 4 " " ' -


