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Bei der Frage nach dem kleinsten Werte eines mehrfachen
Integrales bei einer oder mehreren Nebenbedingungen kommt
man zu einer Problemstellung, die bei einfachen Integralen nicht
auftritt. Es ist die Frage nach der Form des Gebietes, iiber das
die Integration zu erstrecken ist, damit das Integral den kleinsten
Wert annehme. Die Lisung gestaltet sich am einfachsten, falls
unter dem Integral keine Ableitungen der unbekannten Funktion
vorkommen oder falls es gelingt durch eine Variablentransfor-
mation dieses zu erreichen. Der Beweis der isoperimetrischen
Eigenschaft der Kugel beruht darauf, dass solch eine Zurlick-
fithrung auf ein Variationsproblem ohne Ableitungen der unbe-
kannten Funktion mdéglich ist. In der vorliegenden Arbeit soll
gezeigt werden, wie sich die Art der Losung dieses fiir Doppel-
integrale behandelten Problemes einerseits auf mehrfache Inte-
grale und andrerseits auf ein verwandtes Problem {ibertragen
lasst. Dabei. wird ein teilweise neuer Beweis fiir die isoperi-
metrische Eigenschaft der Kugel gegeben, der sich eng an die
Beweise von H. A. Schwarz und L. Tonelli!) anlehnt und unter
denselben Voraussetzungen ausgefiihrt wird, wie derjenige von
Schwarz. Der Beweis wird dann auf den Fall einer beliebigen
Anzahl von Dimensionen verallgemeinert. Mit Hilfe des gefun-
denen Satzes wird sodann gezeigt, dass das Gebiet, fiir welches
der erste Higenwert der Differentialgleichung

02 02 02
At—4-Au=0 AE@+—+...+@
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bei der Randbedingung « =0 den kleinsten Wert annimmt, wenn
zum Vergleich nur inhaltsgleiche n-dimensionale Gebiete zuge-
lassen werden, die n-dimensionale Sphire ist. Dieser Satz, zu-

1) H. A. Schwarz. Beweis des Satzes, dass die Kugel kleinere Ober-
fliche besitzt, als jeder andere Korper gleichen Volumens. Gottinger Nach-
richten 1884

L. Tonelli. Sulla proprietd di minimo della sfera. Rendiconti del Cire.
Mat. di Palermo. Bd. 39 (1915).
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sammen mit dem Satze, der das (Gebiet angibt, fiir welches der
zweite Eigenwert derselben Differentialgleichung am kleinsten
ist, bildet das eigentliche Ziel dieser Arbeit?).

Ich mochte nicht unterlassen Herrn Prof. R. Courant filr
die reiche Anregung und das Interesse, das er dieser Arbeit
entgegengebracht hat, meinen Dank auszusprechen?).

§ 1.

In diesem Paragraphen soll der Satz bewiesen werden, dass die
Kugel eine kleinere Oberfliache hat, als jeder andere Kirper gleichen
Volumens, der ganz im Endlichen liegt und von endlich vielen
Stiicken analytischer Fliachen (analytisch mit Einschluss des Ran-
des) begrenzt ist, die lings analytischer Kurven aneinander stossen.

Es sei eine beliebige geschlossene Fliche F gegeben, die
diesen Voraussetzungen geniigt.

Diese Flache soll in einem rechtwinkligen Koordinatensystem
zyz so hingestellt sein, dass fiir alle ihre Punkte 2> 0 ist, dass
kein ebenes Stiick dieser Fliche parallel der xzy-Ebene ist und
kein der Fliche angehorendes Stiick einer Geraden parallel der
z-Achse ist.

Dieses ldsst sich immer durch eine geeignete Drehung er-
reichen, wie man sich durch folgende Uberlegung leicht iiberzeugt.

Man betrachte in einer Kugel alle diejenigen Radien, die
parallel den Normalen der ebenen Fldchenstiicke der Fliche F
sind, und ausserdem alle diejenigen Radien, die parallel den auf
F hegenden Geraden oder endlichen Stiicken von Geraden sind.
Da die Endpunkte dieser Radien nicht die ganze Kugeloberfliche
ausfiillen konnen, so kénnen wir immer eine Richtung wihlen,
die mit keinem dieser Radien zusammenfillt, und legen in diese
die z-Achse.

Nun zerlegen wir die Flachenstiicke, aus denen F besteht,
iolgendermassen in Teile:

1) Es sei hier erw#hnt, dass der eben angefiihrte Satz betreffend den
ersten Eigenwert der Gleichung Awu -+ iu=0 fiir den Fall zweier unabhingi-
ger Variablen bereits bewiesen ist, und zwar von G. Faber. Sitzungsberichte:
der Bay. Akad. d. Wiss. 1923 8, 169 und unabh#ngig davon vom Verfasser: Math.
Annalen Bd. 94 S 97.

2) Die vorliegende Abhandlung stellt einen Abdruck einer von der mathe-
matisch-naturwissenschaftlichen Fakultit der Universitat Gottingen angenom-
menen Inauguraldissertation dar.
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1) nehmen wir eine Zerlegung vor, nach der z aut jedem
Flachenstiick eine eindeutige Funktion von =,y wird. Von der
Moglichkeit solch einer Zerlegung iiberzeugen wir uns durch
nachstehende Betrachtung. Die Projektion eines analytischen
Flichenstiickes erfiille ein Gebiet § der zy-Ebene. In einem
Teilgebiete T von S sei die Koordinate z der Flichenpunkte eine
zweideutige Funktion von x,y, im iibrigen Teile von § eine ein-
deutige Funktion. Hat in 7 die Differenz zwischen beiden
Werten z, die ein und demselben Wertepaare a,y entsprechen,
eine von Null verschiedene untere Grenze, so sind die beiden
Flichenstiicke, deren Projektion T ist, durch ein in S—7' liegen-
des Flichenstiick verbunden, auf dem z als Funktion von z,y
eindeutig ist. Dieses letztere Flachenstiick teilen wir dann durch
eine analytische Kurve in zwei Teile, von denen der eine mit
dem einen, der andere mit dem anderen {iber T liegenden Blatt
verbunden ist. Durch diese Kurve ist dann die gewiinschte Zer-
legung des gegebenen Flichenstiickes erfolgt.

Hat aber in T die Differenz beider Werte 2z, die einem
Wertepaare z,y entsprechen, als untere Grenze Null, so hat das
Flichenstiick lings derjenigen Kurven, die den Randkurven von
T entsprechen, Tangentialebenen, die senkrecht auf der xy-Ebene
stehen (Stiitzebenen). Wir brauchen in diesem Falle nur dieje-
nigen Kurven auf dem Flichenstiick aufzusuchen, lings denen
es von den Stiitzebenen beriithrt wird, und lings diesen Kurven
die Flache zu zerlegen.

Im Falle, wenn das Flichenstiick so beschaffen ist, dass 2
eine mehr als zweideutige Funktion von xy ist, kann die Zerle-
gung ganz shnlich geschehen, indem man die Anzahl der Mehr-
deutigkeit schrittweise um eins vermindert.

2) Nun zerlegt man die erhaltenen Teile noch so, dass in
jedem von ihnen nicht nur z eine eindeutige Funktion von « und
y ist, sondern ausserdem entweder x als Funktion von y und z
eindeutig oder aber y als Funktion von z und z eindeutig ist.
v 3) Man zerlegt die Fliche mit den Ebenen z-const., die durch
folgende Punkte gehen: a) durch alle Ecken der Fliche F;
b) durch die Punkte, in denen die Tangentialebene parallel der
zy-Ebene ist; c¢) durch die Punkte, in denen die Kanten der
Flachenstiicke Tangenten besitzen, die parallel der zy-Ebene sind ;
d) durch die singuldren Punkte der Kanten.

4) Auf jedem der nun erhaltenen Flidchenstiicke lidsst sich



] EDGAR KRAHN

AlXo

z als eindeutige Funktion von = und y darstellen. Jedes dieser
Flichenstiicke zerlegen wir lings denjenigen Kurven, lings denen
,df;'r oder % unendlich wird.

Ox oy

Jetzt ist die Fliche F in endlich viele Teile F; zerlegt, de-
ren jedes sich in der Form

2= (xyy)
darstellen ldasst, wo f; eindeutig ist.

Auf jedem Flachenstiick £} fithren wir zwei unabhéngige
Koordinaten ein, deren eine die Koordinate z ist und die andere
die Bogenlinge s; der Kurve, die dem Schnitt von F; mit einer
Ebene z-const. entspricht. s; soll dabei vom Rande des Flichen-
stiickes F; gezihlt werden. Falls kein Rand vorhanden, von
dem aus man s; messen kann, so verlegt man die Anfangspunkte
dieser Koordinate auf eine lings der Fliche verlaufende analy-
tische Kurve. Lidngs einer Kurve des Fléchenstiickes F;, die
z-const. entspricht, durchlduft dabei s; alle Werte von Null bis
zu einem Werte Ly(z).

Mit Hilfe der unabhéngigen Koordinaten » und s; lasst sich
das Flichenstiick #; nun durch die Gleichungen

z = %:(2,8)
y =yi(2,8)
2=z

darstellen, wobei die Funktionen z; und y; analytisch sind.
Nun fithren wir eine Grosse D; ein, deren Betrag

0x,~ (71‘5

9z Os;

Oy: Oy

_62 9Si
ist, und bestimmen das Vorzeichen von D; so, dass es iiberein-
stimmt mit demjenigen des cos des Winkels Z, den die &ussere
Flachennormale mit der z-Achse bildet. Zu dieser Festsetzung
genligt die Betrachtung eines einzigen Flichenpunktes, da, bei
Benutzung der {iblichen Bezeichnungen

E:(%«L_Z’i)z . (3811')2 n (%z;)? oo (0%)2 . (%%)Z“*‘ (Z‘i)z

| Di | =

ox; dx; Oy, Oy 0z; 0Oz
F= e T 0z os T o os
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der genannte cos gleich

0z 0s; dz  ds;

Oyi 6_1/; - a7i Oyl

9z Os; %z s
cos Z=1-2_51  \der — —ﬂ—f‘_fg‘)
V EG—F? V EG—F®

ist, und das Vorzeichen nur von der Wah!l der Fortschreitungs-
richtung von s; abhingt.
Driickt man in
z==fi(xy) .

 und y durch z und s, aus, so findet man durch Differentiation

of; ox; df; Oy,
ﬁ x‘+(.é,,yizl

dr 0z ' oy oz
e 7 Ty 0s O

Aus diesen Gleichungen findet man unter Beachtung von

6xi 2 By@ 2
(o) ) =
afi\2 af\2 1
) * () = 07
Da die linke Seite dieser Gleichung stetig ist und hochstens in
isolierten Punkten oder am Rande von F; unendlich wird, so ver-
schwindet D; héchstens in isolierten Punkten oder am Rande von Fi. -
Versteht man unter einer das Fldchenstiick F; approximie-
renden Polyederfliche solch eine, deren Punkte sich umkehrbar
eindeutig und stetig den Punkten von F; so zuordnen lassen,
dass der Abstand zweier entsprechender Punkte kleiner als eine
beliebig vorgegebene Zahl ¢ ist, so soll als Flicheninhalt J; von
F; die untere Grenze der Oberflicheninhalte aller F; approximie-
renden Polyederflachen definiert werden, die man erhilt, wenn

man ¢ gegen Null streben lésst?).
Fiir die in diesem Paragraphen betrachteten Flichenstiicke

1) Vgl. H. Lebesgue. Intégrale, longueur, aire. Annali di matematica 1902.
» Sur la déf. de I'aire des surfaces. L’enseignement
math. 1908. — L. Tonelli. 1 c.

die Beziehung



10 EDGAR KRAHN A X

F; ist der so definierte Inhalt J; gleich dem wohlbekannten

Integral -
{0
]—ff'/l’i“ ) 05) dxdy.

Da D; allen Anforderungen geniigi, die bei der Transformation
eines Integrales von den Variablen ay auf die Variablen 2 und
s; an die Funktionaldeterminante gestellt werden, so kann die
Transformation ausgefithrt werden und man erhilt

Ji= f JviDe dzas
£y

Da wir die Fliche mit dem kleinsten Inhalte suchen, brauchen
wir nur solche mit endlichem Flidcheninhalt zu beriicksichtigen,
und f{iir diese existiert J; sicherlich. Notigenfalls, wenn D; am
Rande von F; unendhch wird, ist J; als uneigentliches Integral
aufzufassen.

Bezeichnet man mit % die Anzahl der Flichenstiicke F;
mit @; und b; den Kkleinsten und grossten Wert von z auf F,
mit J den Flicheninhalt der Fliche F, mit o und % den kleinsten
und grossten Wert von z auf F, so ist

i by 1(4 ) 1 @( z)

I—)LJL 2 d2f1/1+1) dol_f l_lfVH—D?dsl az.

i=

Das Volumen 7V des ganzen, von der Fliche F begrenzten Kor-
pers lasst sich zusammensetzen aus den Volumina V,, V,, ... V,
derjenigen Korper, von denen jeder durch ein Flichenstiick F,
dessen Projektion in der zy-Ebene und ein zylindrisches Flachen-
stiick begrenzt ist. Das Volumen eines solchen Kérpers ist

V; =jff,-(x,y) dx dy.
‘Fi

‘Nach Einfiihrung der Variablen z und s; transformiert es sich in

Vi:_ffz|D,-|dzds;.
F;
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Um das Volumen des ganzen Kérpers zu erhalten, muss man die
Summe aller V; bilden, wobei sie mit dem Zeichen - oder —
versehen werden miissen, je nachdem, ob die dussere Flichen-
normale mit der positive nz-Achse einen Winkel bildet, der klei-

. 7T, . . .
ner oder grdsser als 3 ist. Da D; immer dieses Vorzeichen hat,

so kann man bei D; im Integral das Zeichen des absoluten Be-
trages fortlassen und alle Integrale mit dem Zeichen + versehen.
Das Volumen des von F begrenzten Korpers ist dann

k i ’t(z} ,(z)
v=J ddeda,—— fDds,
i= 4 .

Die Fliche F werde mit einer Ebene z-const. geschnitten
und derjenige Teil dieser Ebene, der innerhalb der Fliche F
liegt, mit P(z) bezeichnet, sein Inhalt mit @(z). Es ist dann

zdz.

dzdy = Q(z)
P(s)
wobei man das Integral, anstatt es einfach iiber die Projektion
von P(z) zu erstrecken, auch iiber die Projektion desjenigen Teiles
der Flidche F erstrecken kann, der zwischen 2= a und dem gegebe-
nen Werte von ¢ liegt, wobei die Integrale tiber die einzelnen Stiicke
entsprechend der Richtung der dusseren Flichennormale mit dem
Zeichen -} oder — zu versehen sind. Fithrt man jetzt im Inte-
gral @Q(z) die Variablen z und s; ein, so transformiert es sich in

Lj(z) R Li(z)

_Q(z)r_i' dszdSl_f{- [Dds,ldz

Unter dem Integral steht D; und nicht der absolute Betrag da-
von, aus demselben Grunde, wie bei dem Integral V.

Nun soll gezeigt werden, dass Q(z) eine stiickweise analy-
tische Funktion von z ist. Es sollen von der Betrachtung die
Werte 2z ausgeschlossen werden, durch die anfangs Ebenen
z-const. gelegt wurden, um die Fliche F in die Stiicke F: zu
zerlegen.

vie Berandung von P(z) besteht aus endlich vielen analy-
tischen Kurvenstiicken, die sich in der Form y= ¢ (x,2) oder
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x =1 (y,2) darstellen lassen, wo ¢ und v eindeutige analytische
Funktionen sind. Die Eckpunkte der begrenzenden Kurvenstiicke
bewegen sich bei Anderung von z auf analytischen Kurven. Der
Fliacheninhalt Q(z) setzt sich aus endlich vielen Integralen der

FForm
(‘ﬂ Z) d(z)

f ¢(x,2)dx  und / w(y,2)dy
a(2) 7(2)

zusammen, wo a, 8, 7,  wieder analytische Funktionen von z sind.
Mit Ausnahme endlich vieler Werte z gilt somit die Beziehung

P20

2 f Dids; = —Q'(2).

i=i

Nun soll folgendes Minimalproblem gelost werden
Lifz)
;%fVﬂﬁﬁm=mm
0
bei der Nebenbedingu.ng
k L,-{u)

2 D;ds; =— — Q'(.Z)
izl

Wir bestimmen einen Mittelwert C(z) von D;(zs) durch
folgende Gleichung

e SLie)=— Q).

i=1

k

2 Li2)

i=1
ist die Gesamtlinge der Kurve, die auf der Fliche F entsteht,
wenn wir letztere mit der Ebene z-const. schneiden. (Diese
Kurve kann auch aus mehreren getrennten Stiicken bestehen).
Wir wollen sie mit L(z) bezeichnen

k
{ Li(z) = L(2).
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C(z) ist somit fiir alle Werte 2, mit Ausnahme endlich vieler,

definiert als )
o) =— ?L(f))

Wir setzen nun
Dyz,5) = C(z) + wil#s:)

und entwickeln 1/ 73 p2 nach dem Maclaurinschen Satz, indem
wir w; als Variable ansehen. Das gibt

- R Cw; w2
1 D¢2= 1 C* — ____.i__...._f ;0<0<1.
Vit Vit +V1+02+2(V1+(0+ew,-)‘%)3
Integriert~ man diese Gleichung nach s; von O bis Li(z) und
summiert iiber alle 4, so fillt das zweite Glied auf der rechten
Seite fort, da wegen '

P e Lo

2 D;dsi= Z Cds;

i=1 o =1
0

e
2 i
, f widsi= 0 ist,

und es bleibt iibrig
k L;z) k Ly(z)

.2 fVl—i—D dsi=L(z) VITCHLZ

w2 ds;

= (V14 (C+ 6w)2)*

Da w; eine stetige Funktion von s; ist, so verschwindet die rechts
stehende Summe nur dann, wenn w; identisch gleich Null ist,
wihrend sie in jedem anderen Falle einen positiven Wert hat.
Es besteht somit die Beziehung

k Lyz)

2 f]/lql—Dadsl\L(z)Vl—i—C"

=1

in der das Gleichheitszeichen nur in dem Falle gilt, wenn D,=¢C
ist, mit anderen Worten, wenn D; von s; unabhiingig ist.
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Wegen der isoperimetrischen Eigenschaft des Kreises ist
immer

L(z)*> 4 7w Q(2)
und daher .
. Li(z)
3 [Vigpras=viz@o Ta@
i—le

0

Integriert man diese Ungleichung nach z von a bis b, so fin-
det man '

J> [V4JUQ(2)+ Q'(2) dz.

Das Gleichheitszeichen tritt hier nur dann in Kraft, wenn D; von
s; unabhéngig ist und P(z) ein Kreis ist.

Beides tritt bei Rotationsflichen, deren Achse parallel der
z-Achse ist, und nur bei diesen ein. Um einzusehen, dass bei
solch einer Rotationsfliche D; von s; unabhingig ist, braucht
man sich nur an die schon angefiihrte Formel

o8 2= — ~——D—':——_—__—
VEG—F?
zu erinnern. Wie man sich durch eine einfache Rechnung iiber-
zeugt, ist
EG—F?=1-+4+D?
und daher
eos Z = —-~12_1———,
Vl—i—D,fz
Aus dieser Formel liest man die Behauptung unmittelbar ab.

Nun bilden wir eine Rotationsfliche R, um die z-Achse,
deren Querschnitte mit den Ebenen z = const. den Inhalt Q(z) haben.

Die Meridiankurve dieser Fliche ist

J—
p= l/Qf:) wo r=Va%-Fy?® ist,

und ihr Oberflicheninhalt

YRS f V47 Qi)+ Q'(2) de.
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Falls F und R, nicht identisch sind, hat R, kleinere Ober-
fliche als F und umschliesst gleiches Volumen (denn V ldsst
sich auch in der Form

[/

Vo= — [ z '(2) dz darstellen).

f

Die Differenz der Oberflicheninhalte von F und R, bezeich-
nen wir mit 7.

Da @(z) eine stiickweise analytische Funktion von 2 ist, so
gilt dasselbe von ». Die Gleichung der Fliche R, ist

z=+Vre)—y*

und man sieht daraus, dass sie aus analytischen Flichenstiicken
besteht. Eine Ausnahme bilden die Punkte der Fliche R,, die .
dem grossten und kleinsten Werte von z entsprechen. Der
Grenzkreis, der sonst einem Eckpunkte der Meridiankurve ent-
spricht, hat sich hier auf einen Punkt zusammengezogen. Die
PFliche wird in diesen Punkten nur dann analytisch bleiben, wenn
die Meridiankurve in diesem Punkte senkrecht auf der Rota-
tionsachse steht und ihre analytische Fortsetzung mit ihrem
Spiegelbild zusammenfillt. Im Allgemeinen wird das nicht der
Fall sein. ' Wir schneiden daher beide Spitzen der Fliche R, mit
Ebenen senkrecht zur z-Achse ab und ersetzen sie durch analy-
tische Rotationsfldchenstiicke, die gleiches Volumen umschliessen

und deren Oberfliche in Summa kleiner alsg ist. Die Meridian-

kurven der aufgesetzten Flidchenstiicke wihlen wir so, dass auf
jedem + eine monotone Funktion von z ist. Die so erhaltene
verinderte Fliche besteht aus analytischen Flachenstiicken, von
denen wir aber nicht wissen, ob sie auch noch am Rande ana-
lytisch sind, da »(z) eine stiickweise analytische Funktion ist,
deren Ableitungen aber in den Eckpunkten unendlich werden
konnen. Um diesem Ubelstande abzuhelfen, schneiden wir aus
dem Korper, der durch R, begrenzt wird, in der Umgebung jedes
Randkreises durch Ebenen z= const (gleich Eckpunktskoordi-
nate von r(2) plus oder minus &) Schichten aus und ersetzen
die Meridiankurven dieser Schichten durch analytische Kurven-
stiicke (analytisch mit Einschluss der Randpunkte) so, dass das
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Volumen jeder Schicht unverdndert bleibt, die eingesetzten
Kurvenstiicke sich stetig der Meridiankurve anschliessen und
r wieder eine monotone Funktion von z ist. Uber & verfitgen
wir so, dass die Inhalte der Rotationsflichen, die die eingesetzten
Schichten begrenzen, in Summa kleiner als ;—- sind. Die nun
erhaltene Fliche Ej geniigt den am Anfang des Paragraphen

genannten Bedingungen und hat einen Oberflicheninhali, der
T
I ..

Nun lisst sich auf R; dasselbe Verfahren anwenden wie
auf die Fliche F. Bildet man eine Rotationsfliche R, um die
x-Achse, deren Querschnitte mit den Ebenen z-const. inhalts-
gleich mit denjenigen der Rotationsfliche R; sind, so hat man
eine Fliche, die gleiches Volumen wie R; umschliesst und eine
gleichgrosse oder kleinere Oberfliche als R; besitzt; inhalts-
gleich sind die Oberflichen von R, und R; nur in dem Falle,
wenn alle Querschnitte von Rj, die senkrecht zur x-Achse sind,
Kreise sind. In diesem Falle muss auch die Meridiankurve ein
Kreis sein, folglich R; eine Kugel.

Falls die Fliche R, in den Punkten, die den extremen
Werten von z entsprechen, nicht analytisch ist, bilden wir sie
zu einer Fliche R um, so wie wir B, zu R; umbildeten, nur
mit dem Unterschiede, dass wir jetzt analytische Flichenstiicke auf-

sich um weniger als - von dem Inhalt der Flidche R, unterscheidet.

setzen, deren Oberfliche in Summa kleiner als gist.

Weiter bilden wir einen Rotationskirper £; um die z-Achse,
dessen Querschnitte, die senkrecht zu dieser Achse sind, inhalts-
gleich den Querschnitten von R, sind, und bilden zu jenem wie-

der, falls es notwendig ist, den entsprechenden Ké&rper R;, wobei
wir Flichenstiicke einsetzen, deren Oberfliche zusammengenom-

. T .
men kleiner als 16 ist.

Nun fahren wir so fort, Rotationskorper abwechselnd um
die - und um die z-Achse zu bilden.

Man stosst dabei entweder nach endlich vielen Schritten
auf die Kugel und hat dann gezeigt, dass diese bei gleichem-
Volumen eine kleinere Oberfliche als F besitzt, oder man erhilt
eine unendliche Folge von Rotationskorpern Rj, die alle gleiches

»
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Volumen haben und von denen jeder eine hochstens um 2——;
grossere Oberfliche hat als der vorangehende.

Durch das Ersetzen der eventuell auftretenden nicht ana-
Iytischen Flichenstiicke durch analytische werden die Ober-

flichen der Rotationskérper insgesamt um weniger als

e}
5 T (3

2 T g
\ =1

vergrossert, so dass die Oberfliche eines beliebigen unter ihnen
kleiner ist als J — ;—

Nun soll gezeigt werden, dass die Folge der Rotationsflichen
R; einer Grenzfliche zustrebt und dass diese Grenzfliche eine
Kugel ist.

7Zu diesem Zwecke betrachten wir die in der zz-Ebene lie-
genden Meridiankurven der Rotationsflichen R;. Wie leicht zu
sehen, ist jede dieser Kurven, angefangen von der zweiten, sym-
metrisch zur z-Achse und zur z- Achse. Angefangen von der zweiten
sind sie auch monoton in jedem Quadranten der Koordinatenebene,
d. h. mit wachsendem x nimmt z ab und umgekehrt. Zum Be-
weise geniigt es, zwei aufeinanderfolgende Rotationsflichen R}
und R.y, zu betrachten. Die Achse von R; liege in Richtung
der 2-Achse. Legen wir durch den Rotationskérper R; Schnitte,
die parallel der xy-Ebene sind, so werden die Flicheninhalte der
Schnitte mit wachsendem z abnehmen, wenn wir Schnitte ober-
halb der xy-Ebene betrachten. Da die Querschnitte z=const. von
B, Kreise sind, deren Inhalte gleich den Inhalten der ent-
- sprechenden Querschnitte von R; sind, so nehmen auch die Ra-
dien dieser Kreise mit wachsendem z ab und die Meridiankurve
ist in jedem Quadranten der xzz-Ebene eine monotone Funktion.
Ausserdem liegen alle Meridiankurven in einem beschrinkten
Gebiete der zz-Ebene. Um das zu beweisen, denken wir uns
eine Kugel, die die Fliche F ganz in ihrem Inneren enthilt. Es
kann dann auch R, ganz im Inneren dieser Kugel untergebracht
werden, denn der grosste Durchmesser eines Querschnittes P(z)
von F' ist sicherlich nicht kleiner als der Durchmesser des in-
haltsgleichen Kreises, der den entsprechenden Querschnitt von
R, bildet. Es lisst sich auch R, und ebenso alle anderen Flachen

. 2
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R; im Inneren dieser Kugel unterbringen und ihre Meridiankur-
ven im Inneren eines Kreises, dessen Radius ¢ durch die Abmes-
sungen der Fliche F bestimmt ist.

Wir betrachten nun die Meridiankurven der Rotationsflichen
R mit geradem Index. Diese sind monotone, stiickweise ana-
lytische Kurven, die im Inneren eines Kreises mit dem Radius
0 in der xz-Ebene liegen. Da die Meridiankurven symmetrisch
zu den Koordinatenachsen sind, geniigt die Betrachtung desjeni-
gen Teiles, der im ersten Quadranten der Koordinatenebene liegt.
Dieser Teil hat wegen der vorhin aufgezihlten Eigenschaften
eine Linge, die kleiner als 2o ist.

Aus der Folge dieser Kurven lisst sich nun eine Teilfolge
auswihlen, die gegen eine Grenzkurve konvergiert?).

Die Flache, die durch Rotation dieser Kurve um die z-Achse
entsteht, umschliesst gleiches Volumen wie die Flichen R; der
Folge und hat einen Flicheninhalt, der hdochstens gleich der
unteren Grenze der Inhalte der Flichen der Folge ist, denn aus
der benutzten Definition folgt, dass der Flicheninhalt gleich der
unteren Grenze der Inhalte aller Flichen ist, die gegen die ge-
gebene konvergieren 2).

Es bleibt noch iibrig zu zeigen, dass die gefundene Grenz-
flaiche eine Kugel ist. Wenn die Grenzfliche — eine Rotations-
fliche mit der Drehachse in der z-Achse — keine Kugel ist, so
gibt es sicher einen zur z-Achse senkrechten Querschnitt, der
kein Kreis ist.

Ist fiir diesen Querschnitt z=2 und bezeichnen wir den
Querschnittsumfang und seinen Inhalt mit Z und @, so ist we-
gen der isoperimetrischen Eigenschaft des Kreises

Lz)=106+ V&n@(z} d>o0.

Da die Flichen R; der Folge alle stetig sind und gegen die
Grenzfliche konvergieren, so gibt es zu einer beliebig vorgege-
benen Grisse o zwei Grossen =z und &, so dass flir » >n und
7 — h < z<Cz die Ungleichungen gelten

1) Vgl. D. Hilbert. Uber das Dirichletsche Prinzip. Jahresbericht der
d. Math. Ver. Bd. 8. — C. Carathéodory. Uber die starken Maxima und Minima.
Math. Annalen Bd. 62. — L. Tonelli. Fondamenti di calcolo delle variazioni.
Bd. L. S. 87.

2) Vgl. Lebesgue L ¢
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Liz)>> LE) —0  Que) <Q(E)+-o
wo L, und @, die Léange der Schnittkurve und der Flichenin-
halt des Querschnittes der »n'ten Fliche der Folge sind.
In diesen Ungleichungen kann aber o so gewihlt werden, dass

) —
La(2) > 5y -+ Var Qu(2)

wird. Daher vermindert sich beim Ubergang von der »’ten zur
n - 1'ten Fliche der Inhalt des zwischen z—h und z gelegenen
Stiickes der Oberfliche um mehr als

<

T "1/ Y o
TTomir T { l/(3 +]/4nQ,,(z)) -+ Q29 dz —

z—h

~
!

Z

f Viw Qo+ QP & — 5is

z—h

Diese Differenz ist von einem gewissen » an grisser als eine
positive Zahl d. Um das einzusehen, multiplizieren und divi-
dieren wir die rechte Seite der Ungleichung

> [ |imaotdert fa— [ Ve Qe
z-—h

Z—h

mit der Summe derselben Integrale und finden, indem wir den
Nenner durch einen grosseren ersetzen,

2

: |
j l/MQN( )+ @, (Z)2+dzl — 9 fVMQn 2)+Q(2)* dz}
3 l

z—h

j Via Qo+ O d:

zZ—h

Nun wenden wir auf den Zihler folgende Abschitzung an.
2:&’-
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Es ist

o B fl |
{l f V's(@+ta) dal' > i f s(a)da} -+ l f ta) da}

a

wie man sofort einsieht, wenn man s(a) und ¥(a) als Ableitungen
zweier Funktionen s(a)=5(a), #(a)=T(a) auffasst, und die
Linge der durch die Gleichungen z=8(¢) und y= T(e) darge-
stellten Kurve betrachtet.

Nach Anwendung dieser Ungleichung ergiebt sich, wenn
wir beachten, dass

j Vi Q) FQeP de<<T ist,

z—h .
6_ 2

4
A> 5T = d.
2J-‘l—§'h
k2

Wihlen wir ein » so, dass d>> ;-5 ist, so ist von diesem

Werte n an fiir alle weiteren »
T
;u - Q‘y;_ﬁ > d.

Somit wird beim Ubergange von einer Fliche der Folge
zur nichsten der Oberflicheninhalt jedesmal. um mehr als d
verringert, und man kann danach eine zur Folge gehoérende
Fliche angeben, deren Inhalt um mehr als eine beliebig grosse
Zahl geringer ist, als der Inhalt der gegebenen Fliche #. Das
ist aber widersinnig, da die Inhaltszahlen der Flichen jedenfalls
nicht negativ sein kénnen.

Folglich war die Voraussetzung falsch und der Grenzkérper
kann kein anderer als die Kugel sein. ‘

Damit ist gezeigt, dass die Kugel kleinere Oberfliche hat
als jeder von einer anderen Fliche F begrenzte Korper, der
gleiches Volumen besitzt.

' § 2.

Der Satz des vorigen Paragraphen soll nun auf eine belie-
bige Anzahl von Dimensionen verallgemeinert und in folgender
PFassung bewiesen werden:
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Von allen n-+1 dimensionalen Korpern gleichen =41
dimensionalen Volumens, die ganz im Endlichen liegen und von
endlich vielen Stiicken analytischer n-dimensionaler Hyperflichen
(analytisch mit Einschluss des Randes) begrenzt werden, welche
lings analytischer n—1 dimensionaler Gebilde aneinanderstossen,
hat die » -1 dimensionale Kugel den kleinsten » dimensionalen
Begrenzungsinhalt.

Es sei eine beliebige Hyperfliche H gegeben, die einen
Korper umschliesst, der den genannten Bedingungen geniigt.

Die rechtwinkligen Koordinaten im n--1 dimensionalen
Raume seien zz,...xz.u. In diesem Koordinatensystem stellen
wir H so hin, dass erstens fiir alle ihre Punkte « >0 ist, zwei-
tens kein n-dimensionales Stiick von H mit einer Hyperebene
u=const. zusammenfillt, und drittens kein Stiick einer Geraden,
das auf der Hyperfliche H liegt, parallel der u-Achse ist. Dieses
lisst sich immer durch eine Drehung erreichen, wie man folgen-
dermassen leicht einsieht. Wir betrachten im » -+ 1 dimensio-
nalen Raume eine Sphire und ziehen in dieser alle Radien, die
parallel den Normalen der za H gehorigen Stiicke von Hyper-
ebenen sind, und ausserdem alle Radien, die parallel den auf H
liegenden Geraden sind. Da die Endpunkte dieser Radien die
Oberfliche der n-+1 dimensionalen Sphére nicht ausfiillen kén-
nen, so legen wir die w-Achse in eine Richtung, in der keiner
der genannten Radien liegt.

Nun zerlegen wir die Hyperflichenstiicke, aus denen sich
H zusammensetzt, folgendermassen :

1) Wir fiihren solch eine Zerlegung aus, dass nach der Zer-
legung » in jedem Hyperflichenstiick eine eindeutige Funktion
von z,%,...xz. Wwird. Dazu betrachten wir zuerst folgenden Fall.
Die Projektion eines gegebenen Hyperflichenstiickes auf den
2@ ...z, Raum erfiille ein Gebiet §. In einem Teilgebiet 7’
davon sei die Koordinate w als Funktion von @,xz,...z zwei-
deutig, in §—T7' eindeutig. Hat nun in 7 die Differenz beider
Werte w«, die einem Wertekomplex x,z,...#, entsprechen, eine
positive untere Grenze, so,sind beide Blatter der Hyperebene, die
iiber T liegen, miteinander durch ein Hyperebenenstiick ver-
bunden, das ausserhalb 7 liegt, auf dem also « eindeutig ist.
Dieses n-dimensionale Hyperflichenstiick teilen wir durch eine
n—1 dimensionale analytische Fliche in zwei Teile, so dass der
eine Teil mit dem einen iiber 7 liegenden Blatt, der andere mit
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dem anderen Blatt verbunden ist, und haben in diesem Falle die
gewiinschte Zerlegung erreicht.

Hat aber in 7 die Differenz beider Werte w«, die einem
Wertekomplex x,x,...z. entsprechen, Null zur unteren Grenze,
so entsprechen den n—1 dimensionalen Begrenzungsflichen von
T n—1 dimensionale Gebilde des gegebenen Hyperflichenstiickes,
lings denen die n-dimensionale Tangentialhyperebene parallel
der u-Achse ist. Wir brauchen also in diesem Falle nur diese
n—1 dimensionalen Hyperflichenstiicke auf H aufzusuchen und
durch dieselben H zu zerlegen.

Falls wir es mit einem Hyperflichenstiick zu tun haben,
auf dem w» eine mehr als zweideutige Funktion von z,... 2.
ist, nehmen wir die Zerlegung schrittweise vor, indem wir die
Blatter der Hyperfliche einzeln abtrennen.

2) Weiter zerlegen wir die erhaltenen Hyperflichenstiicke
so, dass in jedem von ihnen nicht nur « eine eindeutige Funk-
tion von x%,...x, ist, sondern ausserdem eine der Variablen
1%y ... % €eine eindeutige Funktion der {ibrigen z; und u ist.

8) Wir zerlegen A mit Hilfe der Hyperebenen w = const,
die durch folgende Punkte zu legen sind:

a) alle Ecken von H, d. h. die Punkte, in denen drei oder
mehr analytische Stiicke zusammenstossen ;

b) alle Punkte, in denen die »-dimensionalen Tangential-
ebenen zur Schar « = const gehoren;

c) alle Punkte, in denen die n»—1 dimensionalen Flichen,
die die Grenze zweier n-dimensionaler Stiicke von H bilden, n—1
dimensionale Tangentialebenen besitzen, die in den Hyperebenen
w = const liegen.

4) Auf jedem Hyperflichenstiick betrachten wir « als
Funktion von ay, @, ...x. und zerlegen es lings denjenigen
n—1 dimensionalen Gebilden, lings denen eine der Ableitungen

a—u, in’ Ce Ju unendlich wird.
0z, 0y 02y
Jetzt ist H in endlich viele Stiicke H; zerlegt, die sich so

darstellen lassen
C U= fi (%1, Zay . « - Tu)

wo f; eine eindeutige Funktion ist.
Auf jedem der H; fithren wir nun » unabhingige Koordi-
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naten ein, von denen eine mit » identisch ist und die anderen
Vigy Vioy+++ Vin—1 80 gewdhlt sind, dass die Gleichungen

L X=Xy (u, Vigy Vigy + + Vi n~—~1)
Ly == Py (%, Vigy Vigy .« - Vi n—1)

X, == Lin (2{,’ ’L’[“ /Uiz, oo U n*l)
U=u

durch die H; nun dargestellt ist, alle analytisch sind.
Wir fiihren eine grosse D; ein, deren Betrag

0%i '890127 o 8901-,1_
ou - ou ou
0xyy  0xiy 0%y
v, Ovy vy
| Di| =
6:1:,-1 axig ) 0%in
OVin—1 OVin—1 0V n—1

ist, und bestimmen das Vorzeichen von D; folgendermassen: in .
den Punkten von H; in deren Umgebung den ausserhalb des
von A begrenzten Korpers liegenden Punkten ein grosserer
Wert » entspricht, als den innerhalb von H liegenden Punkten der
Umgebung, soll D, positiv sein, in den Punkten, in denen das
Umgekehrte der Fall ist — negativ.

Pithrt man in » = fi(%;, x5, . . . ) die Variablen «, v,
Vigy - - Vin—a €in und differentiiert die so erhaltene Identitdt, so
fmdet man :

of; owa | Of 0w of  Owm
0w,  Ou + 0xy  Ou tee 0z, 0w 1
8ﬂ 01 0ﬂ 0%z 0z, _
0x, vy | Oxg Ova T + ax,, dos 0

ofi 9z of; 8:022 0%
8961 817,,1_1 axo avm 1 —j‘_ + 8x 8011: =0




24 EDGAR KRAHN AIX. 1

Bezeichnen wir die den Gliedern”

0y 0% O
ou’ 0w’ du
entsprechenden Unterdeterminanten mit M, Ms, ... M, und

ihre Quadratsumme mit M;

M+ My + ...+ M= M}

so ergibt sich aus dem angefiihrten Gleichungssystem

of\2 | (of: ofi M
(o) + (o) o ) = 5
Da die linke Seite dieser Gleichung auf keinem n—1 di-
mensionalen Gebilde im Inneren von H; unendlich wird und da
M0 ist (weil xi, i, . .. 2 analytische Funktionen sind), so
folgt, dass D; auf keinem n—1 dimensionalen Gebilde im Inne-
ren von H; verschwindet. Also hat die Determinante, deren
Betrag mit dem Betrage von D; iibereinstimmt, auf H; immer
einerlei Varzeichen.

‘Wir verstehen unter einem die Hyperfliche H; approximie-
renden Polytope ein solches, dessen Punkte sich umkehrbar ein-
deutig und stetig den Punkten von H; so zuordnen lassen, dass
der Abstand zweier entsprechender Punkte kleiner als eine be-
liebig vorgegebene Zahl e ist, und definieren als Inhalt von H;
die untere Grenze der Begrenzungsinhalte der H; approximieren-
den Polytope, die man erhilt, wenn man ¢ gegen Null streben lisst.

Ahnlich wie bei Lebesgue im dreidimensionalen Falle, lisst
sich zeigen, dass fiir die von uns betrachteten Hyperﬂachen das
n-fache Integral

)

o= [V o e

den Inhalt von H; gemiss der gegebenen Definition darstellt.
Da D allen Anforderungen geniigt, die bei der Transfor-
mation des n-fachen Integrales von den Variablen xz;, z,, ... %
auf die Variablen u, va, vie, ... vim—1 gestellt werden, so kann
man die Transformation ausfiihren und erhilt
)

Ji= fVD,z—i—E du dviy dUig « . dvinvl.
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Da wir nur Hyperflichen mit endlichem Inhalt betrachten, exi-
stiert dieses Integral immer, ist aber notigenfalls als uneigent-
liches aufzufassen.

Bezeichnel man mit % die Anzahl der Hyperflichenstiicke
H;, mit a; und 5 den kleinsten und grossten Wert von » auf
H;, mit J den n-dimensionalen Begrenzungsinhalt von H, mit «
und b den kleinsten und grossten Wert von » auf H, so ist

b;

k k -
J: 2«71 = 2 du fVD?+ M? dl)ﬂ d‘l),‘g cee dvm_l S
=1

i=1 o Bjw)

(n—1)

(n—1)
— f { f V DE - M dvy dvss . . . dvies \du
i=1
By(u)

wo Bj(u) der n—1 dimensionale Schnitt von H; mit der Hyper-
ebene u = const. ist. '

Das n-+1 dimensionale Volumen V des ganzen durch H
begrenzten Korpers lisst sich zusammensetzen aus den n--1
dimensionalen Volumina V; derjenigen Korper, von denen ]eder
durch ein Hyperflichenstiick H;, dessen Projektion im z; x,...xx
Raum und das zylindrische Hyperflachenstiick, das die belden
verbindet, begrenzt ist.

Das Volumen V; eines solchen Korpers ist gleich

o
Vi= fﬁ(xl,xg, ooy dxy dixy L dzy.

o Hi
Indem man hier die Variablen u, vy, va,...vin— einfiihrt, erhilt
man
o
V1 = f u I Di I du d’U“ dviz P dv.m_l .

H;

Das Volumen V ist die Summe aller V;, wobei diese mit
dem Vorzeichen -} oder — nach derselben Regel zu versehen
sind, nach der die Festsetzung des Vorzeichens von D; getroffen
wurde. Man kann also bei der Summation D; statt | D,| schrei-
ben und dafiir alle Integrale V; mit dem. pos1t1ven Vorzeichen
versehen. Es ist also
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. —1
b (n - )

\_1
Ve | udu [D[ dvit dvis . . . dviy—q =
=1 LY.
b Bi(w)

s
i
(n—1)

k

= / f.D Aviy Avig . . - Avi_1y wdii.

=, J
B(w)

Jetzt soll der Inhalt Q) eines n-dimensionalen Querschnittes
P(u) des von H begrenzten n|1 dimensionalen Korpers berech-
net werden, der einem Werte w = ¢ entspricht. Es ist

)]
Qu) = fdwl dzy ..« da,

P(u)

wobei wir das Integral, anstatt es einfach iiber P(w) zu erstrecken,
auch iber die Projektion desjenigen Teiles von H; erstrecken
konnen, der zwischen «==a und dem gegebenen Werte w« liegt.
Integrale iiber mehrfach iiberdeckte Teile des x; x,...z. Rau-
mes miissen dabei positiv oder negativ in Rechnung gesetzt
werden je nach dem ob in der Umgebung der Punkte des Hy-
perflichenstlickes, iiber dessen Projektion das Integral zu er-
strecken ist, die grosseren Werte von « ausserhalb oder inner-
halb des Korpers liegen, der durch H begrenzt wird.

"Das Integral Q(x) kénnen wir in ein Aggregat von Inte-
gralen zerlegen, von denen jedes iiber die Projektion eines Hyper-
flichenstiickes H; oder eines Teiles davon zu erstrecken ist. In
jedem dieser Integrale konnen wir eine Transformation von den
Variablen x,z, . .. x, auf die Variablen w,vi, v, ... vin—1 vorneh-
men und erhalten Integrale der Form

(n)-
Qi(u) = f | Di du dviy dviz . . . dvin—y
Pyw) .

wo Pfu) mit einem Hyperﬂachenstucke H; oder einem Teil da-

von identisch ist.
Indem wir uns an die Festsetzung des Vorzemhens von
D; erinnern, kénnen wir schreiben
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(n

k el
Q) =— 2/ D;dudvy dvis . . . dvin—y =

i=1 Pi(‘u)
k % (n[—al)
=— 2 | du j D;dviy dvig . .. dvin—y =
i=1 ..
% Bjlu)

(n—1) l

2 N
=— f][z f D;dviy dv . . . dvin_ i du.
J 1=

Bj(1)

Q(u) ist eine stiickweise analytische Funktion von u, denn sie
lisst sich, auf Grund der unter 2) erwidhnten Zerlegung der
Hyperfliche H, zusammensetzen aus endlich vielen Integralen
der Form

(n—-1)

(]
j @ (1 @),y Xy v v« Tty Tjgay + - Ba) By diy o oo dij—y dXjp o . dy
A

wobei ¢ eine stiickweise analytische Funktion seiner Argumente
ist und A auch eine stiickweise analytische Funktion von » ist,
da ja die n—1 dimensionalen Gebilde, durch welche die Hyper-
flichenstiicke H; begrenzt werden, auch stiickweise analy-
tisch sind.

Mit Ausnahme endlich vieler Werte «» gilt also

(n—1)

k
Q'(’b!) - 2 f Di d'l)ﬂ Avis o v AV g
[==1

Biw)

Nun soll der Inhalt von B(u) berechnet werden.

Bj(u) ldsst sich in solche Stiicke By(w) zerlegen, dass in
jedem von ihnen eine der Variablen x,, z,...x, als analytische
Funktion der anderen gegeben ist.

Wir betrachten ein Stiick Bj(x), in dem x, als Funktion
von zy, Xg, . . « Lp—1, Tpt1, . . . £ gegeben ist. Der n—1 dimensio-
nale Inhalt &;(u) dieses Stiickes ist
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bij(w) =

(n—1)

0xy 0xp\* 0xp \* [ 0xp \? ox, \2
f l/1+(8x1) (ax2)+"‘+(az,_l)+(axp+l) (69:) iy Ay .. Ay dp 1 . By

1\]‘(”)

Wir wollen dieses Integral auf die Variablen va, via...vin—
transformieren. Wir finden aus den Gleichungen

0y By +6xli 0z, T 0xy Oxp—1 | 0xp 0Tpya | Oy 02 =§_xAp

Oz Oviy  0xy Ovi 0xp_1 Ovn ' 0xppr OV ox, 0vir  Ovy

0xp Oy | Oxy 0xy o Oxp Oxp—r | 0xp 8_90,_,_4__1 . 0xy 0 _ 0xp

02y v | 0y OVi 0xp_1 Oviz ' 0xpyq OV | OxnOvi OV
0xy 0xy | 0rp 0y Oz Oxpy | Omp OXpyr 0xp 0xn _ Oz
0y Min_y = 0%y Win—1 0Lp_1 Oin_1 = O0Lpit Win—y ' OLm OWin—1 OWin—a

bei Beibehaltung der fritheren Bezeichnungen

o\ (Ma\t (om\* (Mo (0w, (Ma)?
'dxl - M,'p ’ 6902 = M,’p e Oxn)— M,'p :

Es wird jetzt

(oot () e (-

und das lntegral bif(w) wird transformiert in

(n—1)

’J(u) - f l/M 5 I Mlp | dv:l d’U,) . dvl n—1 —

z_;(“)

(n—1)

f ' M,' | dv,-l dUn;z N dv,-,,_l.

By(w)
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Der Inhalt b(x) von Bi(w) wird
(n—1)
bi(u) = fl M;| dvis dvs . . . Avin—

Bj(w)

und der Inhalt b(u) des ganzen Schnittes

)

b(u) == Z f I .Mi I dvu dvig e dv,-"_l.
i—=1

Bj(w)

Nun soll folgendes Minimalproblem gelost werden

. (D

{ VB,:—T——E dva dviz . . . dvin—1 =min

B"(N)
bei den Nebenbedingungen

. (=D

2: sz dﬂil dU,’g e dv,-”_l —_ — Q '(’M)
i=1 B
und
x (n—1)
2 f I M,l d’L’n d’U,’g cen dv,-”_.l = b(u).
=1 B0

Wir bestimmen Mittelwerte D, und M, von D; und M;
durch folgende Gleichungen

(n—1)

k
Dy(u) 2 f dviy Qi « . . Avin1 = — Q'(w)
=1 B
. =V
My(u) 2 f dviy dvis . - . Avin_y = ()
=1
Bj(u)

und setzen

D,’ (u, Vi1, Vig, « o o ’L’..'n_l) - DO('M) —I—- (5; (u, Vi1, Vigy « « - 1).;1;_1)
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| Mi(u, v, vig, « . . Vin—1) | = M) -+ wiu, vi, vis, - . - Vin—i).

Ls gelten‘dann die Gleichungen

g (D
b )
i Oidvadin...dtin1=0
=1
Byw)
und
5 (n—1)
2{ Ui d’l)n tll’,‘g e dl’,‘ n—1 = O.
1=1

By(1)
Wir entwickeln nun
VD M

nach dem Maclaurinschen Satze, indem wir d; und u; als Vari-
able betrachten:

D, d;
V D+ M

Mo
VD

VDi - Mi=V Di+ ME + +
EMO 0; — Dy pa)®

2V (Dy 4 06)° + (M4 O w?®’
Integrieren wir diese Gleichung iiber Biux) und summieren

tiber alle ¢, so fallen das zweite und dritte Glied rechts fort und
wir finden, da das letzte Glied immer grisser oder gleich Null ist,

0 < 6<1.

P
2 j V D’ L M dvndvss . .. dvin 1>
= s
P
> V D? m 2 dviy dvig .. dViwy
 a

oder, indem wir uns der Bedeutung von D, und M, erinnern,

" n—1)

2 f V D} + M vy dvs. .. Aoy > V?)(—u)T—FQ' (w)?,
=1

B («)
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wobei das Gleichheitszeichen nur dann in Kraft tritt, wenn
MO 6[ — .DO[u/,f

ist. Diese Bedingung lisst sich aber auch so

| M} D,
w0
oder
1 M| M)
D; Dy(w)

schreiben. Das Gleichheitszeichen gilt also nur dann, wenn

| M:|
= VO Vi1, Yig, + + . Vin—1
i
unabhiingig ist.
Nimmt man den Satz, der in n--1 Dimensionen bewiesen
werden soll, fiir » Dimensionen als bewiesen an, so kann man

die Ungleichung

D) > Y/ Qi
als gliltig ansehen, wo » die numerische Konstante des Verhiilt-
nisses der Oberfliche und der n%'l-ten Potenz des Volumens

der n-dimensionalen Einheitssphiire ist, und das Gleichheitszei-
chen nur dann gilt, wenn Q) eine Sphire ist.

Mit Hilfe dieser Ungleichung findet man nun

(n—1)
73

k
2 J VD2 M2 vy dvss . . . dviny > ]/ #2V Q) 2—=D - Q' (u)2.
=1 B{u)

Integriert man diese Ungleichung nach « von a bis b, so
erhilt man

/2 f V V QT 4 Q' du.
b

Das Gleichheitszeichen gilt hier nur in dem Falle, wenn
alle Querschnitte Q(») von H n-dimensionale Sphéren sind und
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%ﬂ von v, Vig, . . . Vin—1
unabhéngig ist.

Beides ist bei einer Rotationshyperfliche, deren Achse in
Richtung der »-Achse liegt, der Fall. Um das einzusehen, denke

man sich die Rotationshyperfliche durch die Gleichung
r=®w  r=Vz'tanit. ot

gegeben. @(u) sei eine differentiierbare Funktion. Differentia-

tion von »==@(u) nach vy, vis, . .. vin—1 gibt
zy Oz | % @xa T % ,
r  ou + r '}— + = @ ()
xy O | 2y Oz Ln 00 _
r v T ¥ 8m+ -+ r ovp

o,

7z O0my Ty Oxy o

¥ OVin—1 + r av( n—1 + —!— 7’ dv:n—l =0
Aus diesen (leichungen findet man
2y ___ -Mil ¢ . Xo lgli xﬂ _ Min ’
;"“ D, ¢(u)3 @()7--0 o D, (p(u)

und daraus nach Quadrierung und Summation

M
=7 D’ (u)’.

i

1

% ist somit eine Funktion von = allein.

Wir bilden nun eine Rotationshyperfliche B, mit der Achse
in der w-Achse, deren Querschnitte mit den Hyperebenen # = const.
den Inhalt Q(») haben. Die Meridiankurve dieser Fliche ist,
wenn mit g der Inhalt der n-dimensionalen Hinheitssphidre be-

zeichnet wird,
,«:]/Qqu) r=VZtaot .. ta

und ihr Oberflicheninhalt
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b

T |V i g + qup

a

Falls H und R, nicht identisch sind, hat R, kleinere n-dimensi-
onale Oberfliche und umschliesst gleiches n4-1 dimensionales
Volumen (denn das Volumen V ldsst sich auch so darstellen

b
V=—f u Q' (w) du).

Wir filhren der Kiirze halber die Bezeichnung

J—JRI=’L’

ein. — Da Q(w) eine stiickweise analytische Funktion von w ist,
so gilt dasselbe auch von ». Die Gleichung der Rotationshyper-
fliche lisst sich nach einer beliebigen der Variablen z,xy...2n
z. B. z; auflésen, und man sieht aus der Gleichung

o =+Vrup—azi—at—...—

dass R, aus analytischen Flichenstiicken besteht. Eine Aus-
nahme bilden die Punkte, die den extremen Werten von « ent-
sprechen. Wenn die analytische Fortsetzung der Meridiankurve
in diesen Punkten nicht mit ihrem an der u-Achse gespiegelten
Bilde. zusammenfillt, so wird R, in diesen Punkten keine analy-
tische Fliche sein. Wir schneidén in diesem Falle die Umge-
bung dieser Punkte mit Hyperebenen u = const. ab und ersetzen
sie durch analytische Rotationshyperflichenstiicke, die ein gleich
grosses n-}1 dimensionales Volumen umschliessen, deren n=-di-
T
8
ridiankurven so beschaffen sind, dass auf jeder von ihnen r eine
monotone Funktion von u ist. Desgleichen ersetzen wir die
Meridiankurve in den Umgebungen derjenigen Eckpunkte, in
denen ihre Tangente senkrecht zu der u-Achse ist, durch Kur-
venstiicke, lings denen x, eine monotone analytische Funktion
von u ist, in der Weise, dass das n-}-1 dimensionale Volumen
jeder Korperschicht, die durch solch ein eingefiigtes Stiick einer
Rotationshyperfliche und die Hyperebenen w=const. begrenzt
wird, unverdndert bleibt und der =»-dimensionale Oberflichen-
3

mensionale Oberfliche in Summa kleiner als — ist und deren Me-
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inhalt der eingefiigten Rotationshyperflichenstiicke in Summa
T
8
Anfang des Paragraphen angefiihrten Bedingungen, umschliesst
ein n-f1 dimensionales Volumen, das gleich V ist, und fiir
ihre Oberfliche Jrr gilt

kleiner als _ ist. Die so verinderte Fliche R} geniigt den am

T
JRI<«TR+ Z-

Auf R} wenden wir dasselbe Verfahren an, wie auf H, nur dass
wir jetzt statt der w-Achse die x,-Achse auszeichnen.

Wir bilden eine Rotationshyperfliche R, um die z,-Achse,
deren Quefschnitte mit den Hyperebenen x; = const. inhaltsgleich
den entsprechenden Querschnitten von R} sind. &, umschliesst
wieder ein Volumen V und ihr Oberflicheninhalt Jg, ist

Ty = Jp.

Das Gleichheitszeichen gilt nur in dem Falle, wenn R ausser der
u-Achse auch die x;-Achse zur Rotationsachse hat. In diesem
FFalle ist aber RE] eine Hypersphire. Um das zu beweisen, be-
trachten wir zwei beliebige Punkte 4 und B der Hyperfliche
R} und zeigen, dass ihre Entfernungen vom Koordinatenursprung
gleich gross sind. Wir schneiden dazu R mit zwei Hyperebenen
u =const., von denen dée eine durch den Punkt 4, die andere
durch B geht. Jede dieser Schnittflichen ist eine Hypersphére,
deren Punkte dieselbe Entfernung vom Ursprung haben wie 4
bez. B. Auf jeder dieser Hypersphiren wihlen wir einen Punkt
A, bez. By, fiir den z, =0 ist. 4; und B, liegen aber beide auf
der Hypersphire, die als Schnitt von R mit #;, — 0 entsteht, haben
also gleiche Entfernung vom Ursprung. Folglich gilt dasselbe
auch von 4 und B.

Falls R, keine Hypersphire ist, ersetzen wir nétigenfalls
diejenigen Hyperflichenteile, die den Umgebungen von Kck-
punkten der Meridiankurve entsprechen, durch analytische Fli-
chenstiicke, dhnlich wie wir es bei R, taten, nur mit dem Unter-
schiede, dass wir jetzt verlangen, die Oberflichen der ersetzten

Teile sollen in Summa kleiner als stein.Der Inhalt Jg; der

erhaltenen Hyperfliche B, ist
" 7,
JR2 < JBQ + g
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Weiter bilden wir nach demselben Verfahren eine Rota-
tionshyperfliche R; um die u-Achse, dazu die stiickweise ana-
lytische Hyperfliche R, indem wir nétigenfalls einige Hyperfld-

chenstiicke durch analytische mit einem Inhalt kleiner als 1—% er-

setzen, und fabren so fort Rotationshyperflichen abwechselnd um
die »- und die x;-Achse zu bilden, wobei wir die nichtanalytischen
Flichenstiicke jedesmal durch analytische ersetzen und dafiir sor-
gen, dass bei der #'ten Fliche der Oberfldcheninhalt der eingesetzten

N . T .
Stiicke kleiner als 5 ist.

Die »-}1 dimensionalen Volumina, die durch diese Flichen
begrenzt werden, sind alle gleich V, und fiir ihre n-dimensiona-
len Oberflichen gilt die Beziehung

T
und daher fiir jedes beliebige p
T

Entweder stossen wir bei diesem Verfahren nach endlich vielen
Schritten auf die Hypersphire und haben damit gezeigt, dass
diese bei gleichem Volumen V kleinere Oberfliche hat, als die
Hyperfliche H, oder wir erhalten eine unendliche Folge von Ro-
tationshyperflichen R;, deren Oberflicheninhalte den angegebe-
nen Ungleichungen geniigen.

Es soll nun gezeigt werden, dass diese Folge der Rota-
tionshyperflichen R; einer Grenzfliche zustrebt und dass diese
eine Hypersphire ist.

Zu dem Zwecke betrachten wir die in der waz,-Ebene lie-
genden Meridiankurven der Rotationshyperflichen R;.

Diese sind, angefangen von der zweiten, alle stiickweise
analytische, zentralsymmetrische Kurven, die in jedem Quadranten
der Koordinatenebene wuz, monoton verlaufen und alle in einem
beschrinkten Gebiete der uxz,-Ebene liegen.

Um diese Eigenschaften nachzuweisen, betrachten wir die
Meridiankurven ‘zweier aufeinanderfolgender Rotationshyper-
flichen R, und R,;. Die Gleichung von R, sei

3*
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2ot ok = Fw).

Diese hat zur Achse die w-Achse. Beim Ubergang u R,y
verwandelt sich jeder Querschnitt @, (z,) von &}, der einem Werte
xy = const. entspricht, in eine n-dimensionale Sphéire mit gleichem
Volumen. Um den Inhalt von @ (z;,) zu berechnen, berechnen
wir erst den n—1 dimensionalen Querschnitt Q, (=, %) von Qp (21),
der einem Werte u=const. entspricht, und integrieren dann
nach u. Q(x;,u) ist aber eine Sphire des «,zs...2, Raumes
mit dem Radius J/ F(u) —x2 Deren Inhalt ist g, (]/ m)”_l,
wo g; eine nur von » abhiingige Konstante ist. Der Inhalt von
@,(#,) ist daher

Y

Q;(“"l) = f (VF (v) — xf) . du

—tg

wobei liber diejenigen Werte von « zu integrieren ist, fiir die
die Wurzel reell ist. Beim Ubergang zu R,., verwandelt sich
dieser Querschnitt Q,(x,) in eine inhaltsgleiche Sphire des Schnitt-
raumes x; =const. Deren Radius ¢ bestimmt man aus der
Gleichung

’l(o

29@”": g1 f (VF(u) — xf)nml du

S
wo g eine von n abhiéngige Zahl ist und

o*=ut+ta2+a?+...+ 22 bedeutet.

Um die Gleichung der Meridiankurve von R,;, (deren
Koordinaten durch Striche bezeichnet werden sollen) zu finden,
braucht man nur ¢ =w! und x; =«! zu setzen und hat

gy

gu =g, f (V E‘(u) —zl® )"_1 dw.

. Y .

Aus dieser Gleichung folgt aber, dass die Meridiankurve
von R,y zentralsymmetrisch und in jedem Quadranten monoton
ist. Diese Elgenschaften blelben auch erhalten beim Ubergang
zur Fliche Rp.,_l
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Nun wollen wir noch zeigen, dass der grosste Abstand
eines Punktes der Hyperfliche R,;; vom Ursprung nicht grésser
als der grisste Abstand eines auf R, liegenden Punktes vom
Ursprung ist. Zu dem Zwecke beachten wir folgendes: der
grosste Abstand eines auf Q) (x;) liegenden Punktes von der
x,-Achse ist sicher nicht kleiner als der grosste Abstand von
der x!-Achse eines Punktes des entsprechenden Querschnitts von
R,y1. Denn wiirde das nicht der Fall sein, so wiirde eine Sphére
einen volumengleichen Kérper ganz in ihrem Inneren enthalten,
was unmoglich ist. Von zwei Punkten, die in einem zur z,-
Achse senkrechten Schnitt liegen, ist aber derjenige vom Null-
punkt weiter entfernt, der weiter von der z,-Achse liegt,
denn aus

m? > (% folgt m? |- 22> {2

wo m und ! die Entfernungen der beiden Punkte von der z,-
Achse sind.

Da diese Uberlegung fiir alle Querschnitte gilt, so kann beim
Ubergang von R, zu R,., der griosste Durchmesser nur ver-
kleinert werden, und daraus folgt die Behauptung.

Beim Ubergang von R, zu Rp+1 kénnen wir die Abmes-
sungen der anzusetzenden Stiicke geniigend klein wéhlen, so
dass die Meridiankurve von R, nicht aus dem Kreise, der durch
den grossten Durchmesser von K, gegeben ist, hinaustritt. Wir
betrachten nun die Meridiankurven der Rotationshyperflichen R,
mit geradem Index. Diese sind monotone, stiickweise analytische
Kurven, die im Inneren eines Kreises mit dem Radius B in der
z;u-Ebene liegen. R ist dabei der Radius einer Kugel, in deren
Innerem sich die Hyperfliche A unterbringen lisst.

Da die Meridiankurven symmetrisch zu den Koordinaten-
achsen sind, geniigt die Betrachtung derjenigen Teile, die im
ersten Quadranten der Koordinatenebene liegen. Dieser Teil
einer jeden Meridiankurve hat wegen der vorhin aufgezihlten
Eigenschaften eine Linge, die kleiner als 2 R ist.

Aus der Folge dieser Kurven lisst sich nun eine Teilfolge
auswihlen, die gegen eine Grenzkurve konvergiert. Bildet man
die dieser Grenzkurve als Meridiankurve entsprechende Rota-
tionshyperfliche um die x,-Achse, so wird diese gleichepn n 1
dimensionalen Inhalt umschliessen, wie jede Hyperfliche der
Folge, und einen n-dimensionalen Begrenzungsinhalt haben, der
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hochstens gleich der unteren Grenze der n-dimensionalen In-
halte der Hyperflichen der Folge ist, denn aus der Definition
des Inhaltes folgt, dass er gleich der unteren Grenze der Inhalte
aller Hyperflichen ist, die gegen die gegebene konvergieren.

Es bleibt iibrig zu zeigen, dass diese Grenzhyperfliche nur
die Sphére sein kann.

Wenn die Grenzhyperfliche — eine Rotationshyperfliche
mit der Drehachse in der ,-Achse — keine Sphire ist, so gibt
es sicherlich einen zur u-Achse senkrechten Schnitt, der keine
n-dimensionale Sphére ist. Dieser Wert von » soll mit w be-
zeichnet werden. Dann gilt

b@)=o+xV Qay ™

wo 6 >0 ist und b(w) und Q(«) sich auf die Grenzfliche beziehen
und dieselbe Bedeutung haben, wie b(x) und Q) bei H.

Da alle Hyperflichen R, der Folge stetig sind und gegen
die Grenzhyperfliche konvergieren, so gibt es (wieder ganz analog
dem dreidimensionalen Falle) zu einer beliebig vorgegebenen
Grisse o zwei Grossen p und &, so dass filr

p>p und w—h<<u<u
die Ungleichungen gelten
by(u) > b(w) — o Qp(w) < Qw) -+

wo by(x) und @p(w) die &(x) und Q(u) entsprechenden Grossen
der p’ten Hyperfliche unserer Folge sind.

Wenden wir diese Ungleichungen auf die zuletzt ange-
schriebene Gleichung an, so kommen wir zu der Ungleichung

bo() > 0 — o+ 1V [Qp() — o).
Nun kénnen wir ¢ so wihlen, dass
0 " .
bp(u) > 3 + %)Y Qw1  Wird.
Beim Ubergang von der p’ten Hyperflache der Folge zur néchsten

vermindert sich der n-dimensionale Inhalt des im Intervall
u—h<u< u gelegenen Stiickes der Hyperfliche um mehr als
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l=—f7]/(g+z];mjl)2+@(u)g du —

U

[ 2 ,
= [ Ve + awr a—g
—1
J ist grosser als eine von p unabhingige Zahl d. Das folgt aus
dem an der entsprechenden Stelle in § 1 angefiihrten Beweise.

Somit wird beim Ubergang von einer Hyperfliche der Folge
R, zur nichsten der Oberflicheninhalt jedesmal um mehr als
d verringert, und wir kdnnen nun in der.Folge Hyperflichen
angeben, deren z-dimensionaler Inhalt um mehr als eine belie-
bige Grosse geringer ist, als der Inhalt der gegebenen Hyper-
fliche H, was aber zu einem Widerspruch fiihrt, da der Inhalt
eine wesentlich positive Grosse ist. Unsere Voraussetzung war
also falsch und die Grenzfliche der Folge kann demnach nur
eine Sphire sein. "

Der Satz ist damit bewiesen, da gezeigt worden ist, dass
die n-+1 dimensionale Sphire kleineren n-dimensionalen Begren-
zungsinhalt hat, als eine beliebige Hyperfliche H, die den am
Anfang angefiihrten Bedingungen geniigt und gleiches »-1
dimensionales Volumen umschliesst.

§ 3.
Die Methode des vorigen Paragraphen soll zum Beweise
folgenden Satzes angewandt werden:
Bei der Randbedingung » =0 ist der erste Eigenwert der
Differentialgleichung

° 2 . 02
Autlu=0 A=@+a—gc;+'--+5)7z

am kleinsten‘fiir die n-dimensionale Sphiire, wenn wir alle Gebiete
betrachten, die gleiches n-dimensionales Volumen haben und
von stiickweise analytischen n—1 dimensionalen Gebilden be-
grenzt werden.

Diesen Satz kann man auch, da die Eigenwerte als Minima
gewisser Integrale bestimmt werden kénnen, so fassen:

Unter allen Gebieten G des n-dimensionalen Raumes (der
durch die rechtwinkligen geradlinigen Koordinaten z; ;... 2,
bestimmt ist), die von stiickweise analytischen n—1 dimensiona-
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len Mannigfaltigkeiten begrenzt werden, ist es die n-dimensionale
Sphire, fiir die das Minimum des Integrales
o)

Ey]—= f {(6—”1)24— (%)2 4 (g—fc"f} du, Az, . . . dz

024

unter den Nebenbedingungen
(n) (@)

P2 dx, dxy ... dr, =1} fdxldxg...dxn——-]

i

und w=0 am Rande von @

den kleinsten Wert annimmt, wobei von den Funktionen 4, die
zum Vergleich im Minimalproblem zugelassen sind, vorausgesetzt
wird, dass sie in @ mit Einschluss des Randes stetig sind, in &
stetige erste Ableitungen besitzen und dass fiir sie das Integral
E einen Sinn hat.
Als bekannt soll vorausgesetzt werden, dass jedem Gebiete
G eine und nur eine Funktion w entspricht, die den ersten Ei-
genwert Efu] bestimmt. Diese Funktion « ist analytisch bis
auf den Rand und verschwindet nirgends im Inneren des Gebie-
tes. Folglich ist sie im Inneren des Gebietes stets positiv oder
stets negativ. Es soll vorausgesetzt werden, was keine Ein-
schrinkung bedeutet, dass sie negativer Werte nicht fihig ist.
Jetzt soll ein beliebiges Gebiet G betrachtet werden, das
den angefiihrten Voraussetzungen geniigt und keine Sphire ist.
Die Funktion w=f{z,, z;...x.), fir die in diesem Gebiete Efu]
zum Minimum wird, soll als n-dimensionale Hyperfliche des
n-+1 dimensionalen Raumes =z, z, ... z.u aufgefasst werden.
Trotzdem wir die Hyperfliche nicht beliebig im Koordinaten-
system anordnen kénnen, ist auch hier die Bedingung erfiillt,
of\2 | (of\? of \2
dass (6?1) +(@) +'“+(a‘£,)
in keinem =-dimensionalen Gebiete der Hyperfliche unendlich
wird oder verschwindet, denn wir haben es hier nicht mehr mit
einer aus analytischen Stiicken zusammengesetzten Hyperfliche
zu tun, sondern mit einer solchen, die durch eine analytische
Funktion gegeben ist. Auch kein Stiick einer Geraden, die
parallel der u-Achse ist, kann der Fliche angehoren (auch nicht
am Rande von @).
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Wir zerlegen die Hyperfliche wie im vorigen Paragraphen
in Stiicke und fiihren in jedem Stiick die unabhéingigen Variablen
W, Vi1, Vi, ...vm—1 €in. Dass die Funktion f am Rande von &
eventuell nicht analytisch ist, stért weiter nicht, da das nur die
u =0 entsprechenden Werte betrifft; fiir alle {ibrigen Werte
bleiben die Funktionen wx;, 2w, ... z» und ebenfalls @ analy-
tisch. Indem wir die Transformation der Integrale wie im vori-
gen Paragraphen durchfiihren und sie dann summieren, erhal-
ten wir, unter Beachtung des Umstandes, dass D; im gegebenen
Falle immer positiv ist,

(1 1)

fl — du,l dvis . . . ’ll/’in—ll du
z—l e/ ]

B ()

Y, ]
[ l‘y / Didviy dvia . . . dv; ,FIJ[ wduw=1;
Py i=1 e

B(un)

b J ko =1 l
f 21' fD, (l‘vu d’l)rig e (ZU,‘ n—1f du = 1.
= l

0 B (1)

Genau wie frither, sind auch diese Integrale nétigentalls als
uneigentliche Integrale aufzufassen.

Beachten wir, dass die Nebenbedingungen auch so geschrie-
ben werden kdénnen

b

b
[u?Q'(u) du=—1; [ Q') du =—1.

e
D}

Unter Benutzung der im vorigen Paragraphen berechneten
Grossen @(«) und b(w) machen wir uns zur Aufgabe, das Mini-
mumproblem

(n :1)

k . 9
M7

B{)

dvy dvye .. . AUy = min

unter den Nebenbedingungen
3%
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(n—1)

2 _D d’UL], d’b@z .dv Vin-1—— Q (u) 3
=1

By(w)
(”'—1)

2 J I M Idvd dvm dlu n—1 = b(M/)

B 5 (20)

zu losen.

Q

D;
erhalten, unter Benutzung der im vorigen Paragraphen einge-
filhrten Bezeichnungen,

Wir entwickeln nach dem Maclaurinschen Satze und

M Mo 2 M,

=Dtmp +(’““D° —OM? g,

Do+ B0)
Da D; und folglich auch D, 69; immer positiv ist, ist das
letzte Glied in dieser Gleichung immer grosser oder gleich Null.

Integration und Summation ergibt, da das zweite und dritte

Glied rechts fortfillt und
My_ W) g
D, Q' ()

{1~ 1)

b(u)®
12 d i, T 1— ’
= j D (lv Qv .o QUi > — Q w

B;(w)

wobei das Gleichheitszeichen nur in dem Ialle gilt, wenn
wiDy— 0; My=0
oder, was damit gleichbedeutend ist, wenn

M;
ﬁ von i, Uiy« . Vin—1
i
unaphingig ist.
Da auf Grund des im vorigen Paragraphen bewiesenen Satzes

stets gilt
b(w) > %) Qu)—

wo x eine nur von n abhingige Zahl ist und das Zeichen =



AIX.1 Uber Minimaleigenschatten der Kugel in drei und mehr Dim. 43

nur fiir eine Sphire richtig ist, so kénnen wir schreiben

(n—1) n
k 2 —
M; 2V Qu)e—
Zf — dv;; dv; ...d;n_ > — S °
i=1 D; ,1 * Vinmt = Q' (w)
Bw)

Indem wir die Ungleichung nach « von 0 bis & integrieren,
finden wir
b n
V @y
.E ul > -—-%2 —_—— d
b= T

Das Gleichheitszeichen kann hier nur in dem Falle in Kraft
treten, wenn alle () Sphiren sind und %‘ eine Funktion nur
von u ist. Es miisste also f eine Rotationshyperfliche sein,
was aber nicht der Fall ist, da Q(0) keine Sphire ist.

Nun ordnen wir der Hyperflidche f eine Rotationshyperflache
u= @z, Zs - - o) ZU, deren alle Qu) dieselben Werte haben
wie die entsprechenden der Hyperfliche /. Diese Rotationshyper-
flache befriedigt die Nebenbedingungen und erteilt dem Iniegral
E einen kleineren Wert, als es ftut. Das Integral ist in diesem
Falle tiber die n-dimensionale Sphire zu erstrecken und soll zum
Unterschiede mit E* bezeichnet werden. ¢ ist eine im Minimum-
problem E*[y] zum Vergleich zugelassene Funktion, und das In-
tegral E*[¢] ist daher grosser oder gleich dem ergten Eigenwerte
der Sphire. Dieser letztere ist daher kleiner (unter Ausschluss
der Gleichheit) als E[f]. Da G ein beliebiges nicht sphérisches
Gebiet war, das den Bedingungen des Satzes geniigte, so 'ist der
Beweis des angekiindigten Satzes erbracht.

§ 4.

Nun soll gezeigt werden, dass der zweite Eigenwert bei der
im vorigen Paragraphen behandelten Aufgabe fiir dasjenige Ge-
biet den kleinsten Wert hat, welches aus zwei inhaltsgleichen
Sphiren besteht (im Falle » =2 entsprechend aus zwei inhalts-
gleichen Kreisen).

Es seien folgende bekannte Tatsachen vorausgeschickt:

Der zweite Eigenwert existiert fiir jedes Gebiet & und ist
sicherlich nicht kleiner, als der erste.

Die Nullstellen der zweiten Eigenfunktion teilen das Gebiet
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in zwei Teile, da die zweite Eigenfunktion wegen der Bedingung
)
[f’(p dxl dx-z e dxn —_ 0
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wo f die erste Eigenfunktion ist, nicht {iberall dasselbe Vorzeichen
haben kann, denn f hat bekanntlich stets cinerlei Vorzeichen.
Die zweite Eigenfunktion muss also in einem Teile des Gebietes
positiv, im anderen negativ sein. Die Grenze der Teilgebiete
bilden die Nullstellen der Eigenfunktion. In mehr als zwei Teile
kinnen die Nullstellen der zweiten Kigenfunktion das Gebiet
aber auch nicht teilen?). ,

Der zweite Ligenwert des ganzen (ebietes kann nun aber
als erster Eigenwert eines jeden der Teilgebiete aufgefasst
werden.

Wir betrachten nun dasjenige Teilgebiet, dessen Inhalt klei-
ner oder gleich dem halben Inhalt des ganzen Gebietes ist. Sein
erster Kigenwert ist sicherlich grisser als der erste Eigenwert
der inhaltsgleichen Sphire, und erst recht grisser als der
erste Higenwert der Sphire, deren Inhalt genau gleich der Hilfte
des Inhaltes des gegebenen Gebietes ¢ ist.

Den kleinsten zweiten Eigenwert erhdlt man also, wenn
jedes der Teilgebiete eine Sphire mit dem halben Inhalt des
Gebietes G ist, d. h. wenn das ganze Gebiel aus zwei inhalts-
gleichen Sphéren besteht.

Es liegt die Vermutung nahe, dass der #’te Kigenwert am
kleinsten ist fiir ein Gebiet, das aus % inhaltsgleichen Sphiren
besteht.

Mit denselben Mitteln, wie im Falle £ =2, ldsst sich dieser
Satz aber nicht beweisen, denn es ist wohl richtig, dass die
Nullstellen des %’ten Eigenwertes das Gebiet in hdochstens 4
Teile teilen, dass es aber auch wenigstens £ sein miissen, trifft
sicherlich nicht zu.

1) Vgl. Courant. Ein allgemeiner Satz zur Theorie der Eigenfunktionen
selbstadjungierter Differentialausdriicke. Gottinger Nachrichten 1923,



