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1. Der Konvergenzbereich der sog. allgemeinen Dirichlet-
schen Reihen : -

e o]
Ea"e— lnS,
n—|
wo die A reell sind und
llglggls;g..-., 1im l,,:OO, '
Nn_—_oo

jst bekanntlich eine Halbebene, die links durch eine Parallele zur
Achse des Imagindren begrenzt ist. Es ist nun natiirlich zu fragen,
wie es sich mit dem Konvergenzbereiche solcher noch allge-
meinerer Dirichletscher Reihen verhilt, in denen die 4 komplex
sind. Diese Frage wollen wir im folgenden erdrtern.

Wir stellen folgende Definition auf:
Definition : Die Reihe

v 0}
(1 Slane M5
n—1
wo '

An=r,e* %"
und
lim r, =00
n—auw

ist, nennen wir eine Dirichletsche Reihel).

Im ersten Kapitel behandeln wir hauptsichlich die absolute
Konvergenz, wobei wir auch eine hinreichende Bedingung dafiir

1) Die Dirichletsehen Reihen mit reellen A enthalten bekanntlich
die Potenzreihen (A,==mn) und die sog. einfachen Dirichletschen Reihen
\an

(Aw =1log n). Die Reihen (1) enthalten ausserdem noch die trigo-

——ns

nometrischen Reihen, denn es ist ja

S(ancosns - fasinns) =S( _izl-li»gfe‘”s—{—;a"“;—l‘g"e—”” .
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aufstellen, dass die Reihe (1) hichstens am Rande des absoluten
Konvergenzbereiches bedingt konvergiert. Im zweiten Kapitel
setzen wir voraus, dass die ¢, einen Limes haben. Unter ge-
wissen einschrinkénden Bedingungen wird der Konvergenzbereich
dieser Reihen aus einer Halbebene bestehen, und die Lage der
Grenzgeraden wird in #hnlicher Weise bestimmt, wie im Falle
der reellen 4, Sind insbesondere alle ¢, gleich 0, mit anderen
Worten, sind die 4, reell, so ist z. B.

Tt Aoy > — (6> 0,8>>0)

C
n 1+4&
eine solche hinreichende einschritnkende Bedingung. Diese Bedin-
gung ist von grosserer Tragweite als die obenerwithnte gewohnliche

in+1 — f = 0.
Im letzten Artikel wird eine Dirichletsche Reihe behandelt, bei
der lim ¢, existiert und dic », monoton zunehmen, deren Kon-

vergenzhereich aber aus einer Halbebene und einem isolierten
Punkte besteht.

i.
2. Ratz 1: Falls
(2) lim sup ¢, — liminf g, <=
n—=agd N

ist, ist der absolute Konvergenzbereich der Reihe (1) durch eine offene
konvexe Kurve, sog. Konvergenzkurve, begrenzt. Jede Gerade, deren
Richtungswinkel a im Intervall

3) T lim inf ¢, <7 a < T_ lim sup .
2 =00 2 N=—CO

liegt, schneidet die Konvergenzkurve in einem wund nur in einem
Punkt. \ '
Die Konvergenzkurve kann auch tm Unendlichen liegen, in
welchem Falle die Reihe entweder iiberall oder mirgends konvergiert.
Liegen die Richtungswinkel der Schenkel eines Winkels in dem
Intervall (3) und konvergiert die Reihe (1) absolut in dem Scheitel
des Winkels, o konvergiert sie in diesem Winkel gleichmdssig.
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Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit, konnen wir bei der
Beweisfiihrung annehmen, dass

lim sup g. = ¢/,
lim inf @, = — ¢’

(%)
ist, wo nach (2)
, JT
P <5
ist.

Um unseren Satz zu beweisen, abgesehen von der Konvexi-
titseigenschaft der Konvergenzkurve, brauchen wir offenbar nur
zu zeigen, dass, sobald die Reihe (1) fiir s =s, absolut konvergiert,
sie absolut und zwar gleichmassig in einem Winkelraum konver-
giert, wo

_(;‘_q/—a)<arg(s—so)<fz_ﬂgo'—a (0<6<g—¢’)

ist. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kénnen wir bei der
Beweisfiihrung annehmen, dass s}=10 ist, d. h. dass die Reihe

. Qo
() 2lan]
‘ n—l
konvergicrt. Setzt man noch
= Re!'®, B

so findet man in dem betreffenden Winkelraum
—(§¥¢'—é)<¢<g—¢'—6.
Andererseits ist infolge von (4) fiir hinreichend grosse n (n>>mn,)

— (9" +)<ga<l9' 456,
s0 dass \
A 7T T
- 5 < Pn + d’ < 5
ist. Hieraus folgt, dass in dem betreffenden Winkelraum fiir

n_>n,
|a"e—ln8|=|anle—rchos(qm—*— @)élanl

ist. Wegen der Konvergenz von (5), konvergiert also die Reihe
(1) absolut und gleichmissig in dem genannten Winkel.



6 K. VAISALA Al

Es sei nun P irgend ein fester Punkt auf der Konvergenz-
kurve. Wir wihlen auf der Konvergenzkurve beiderseits von P
einen beliebigen Punkt und ziehen aus P zwei Strahlen, die durch
diese Punkte gehen. Wir betrachten denjenigen von den zwei
so entstandenen Winkein, der nach aussen von unserem Gebicte
gerichtet ist und also =a ist, wenn unsere Behauptung {ber
die Konvexitdit der Konvergenzkurve richtig ist. Die untere
Grenze aller dieser Winkel bezeichnen wir mit y. Iis sei ferner
y" die untere Grenze der Winkel 7, wenn P sich auf der Kon-
vergenzkurve bewegt. Falls die Konvergenzkurve konvex ist,
ist offenbar ¥ ==, und umgek‘ehrt. Aus dem schon hewiesenen
Teile des Satzes folgt, dass die y und folglich y"= der Liange des
Intervalles (3) sind, d. h., mit Riicksicht auf (4),

(6) Y ZErm—2¢.
Wir zerlegen nun die Reihe (1) in p Teile
Y , 2 4
‘an”eﬁl”s ('_”f(pn<"—g) +_p¢i)r
V — An , 2 ,< , Z(p'
(M 2 ane™ " (—9) +2 ¥ =g, —g 2. ),

p b

’

L ) 2 ,
_)_,pa”e e (“P +(P—1)-fﬁ%§¢n<n)7

wo die Indizes der Summenzeichen bedeuten, dass jede Reihe
diejenigen Glieder der Reihe (1) enthalt, bei denen die ¢, in dem
in den entsprechenden Klammern angegebenen Intervalle liegen.
Auf jede der Reihen (7) lisst sich_der schon bewiesene Teil un-
seres Satzes anwenden. Wir bezeichnen bei 2, mit y, denjenigen
Winkel, der dem Winkel y” bei X entspricht. Die Liange des
Intervalls, das bei 3, dem Intervalle (3) bei X entspricht, ist

Z_n—&, so dass der Ungleichung (6) bei 2 bei den Reihétl (7)
» g g

die Ungleichungen

, 2@ - '
®) rza—F =12...7)

entsprechen.

Der absolute Konvergenzbereich der Reihe (1) ist der ge-
meinschaftliche Teil der absoluten Konvergenzbereiche der Reihen
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(7) und die Konvergenzkurve der Reihe (1) besteht infolgedessen
aus Teilen der Konvergenzkurven der Reihen (7). Wir bezeich-
nen mit By denjenigen Teil der Konvergenzkurve der Reihe 2,
der gleichzeitig einen Teil der Konvergenzkurve der Reihe (1)
bildet. Da kein Punkt der Konvergenzkurve der Reihe (1) ausser-
halb des Konvergenzbereiches von 2, liegt, ist offenbar in jedem
Punkt auf By y>y,. Durchliuft » die Werte 1, 2,..., p, so
bilden die By die ganze Konvergenzkurve der Reihe (1), und wir
ersehen somit, dass in jedem Punkt auf dieser Konvergenzkurve
y=Miny, und folglich "> Min y; ist. Nach (8) ergibt sich also
7’ 2 7 — 2 Q,
Da die rechte Seite gegen s strebt, wenn p whchst, muss y' >
sein, wo offenbar nur das Gleichheitszeichen emtreten kann
Die Konvergenzkurve ist mithin konvex.

Dass die beiden extremen Fille, in denen die Reihe (1) ent-
weder tiiberall oder nirgends konvergiert, vorkommen konnen,
dariiber haben wir schon in der Theorie der Dirichletschen Rei-
hen mit reellen 4 zahlreiche Beispiele.

3. Jetzt wollen wir folgenden allgemeinen Satz iiber die
absolute Konvergenz der Reihe (1) beweisen, wobei wir keine
einschriankenden Voraussetzungen liber die Reihe machen.

Satz II: Der absolute Konvergenzbereich der Reihe (1) ist
durch eine geschlossene oder wicht geschlossemne konvexe Kurve be-
grenzt.

Die Konvergenzkurve kamn auch im Unendlichen liegen, tn
welchem Falle die Rethe entweder wiberall oder mirgends komvergiert.
Es kann auch eintreten, dass der Konvergenzbereich aus einer end-
lichen oder unendlichen Menge wvon Punlkien besteht, die auf einer
und derselben Geraden liegen.

Die Reihe konvergiert gleichmdssig in jedem endlichen abge-
schlossenen Bereiche, der ncbst seiner Begremzung aus inneren -
Punkten des absoluten Konvergenzbereiches besteht, und stellt also
in ihrem absoluten Konvergenzbereich eine regulire analytische Funk-
tion dar.

Um den Satz zu beweisen, zerlegen wir die Reihe (1) in
drei Teile
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’ _ 20
2 Gne s (§¢n< ),

3
(9 ‘w” — n$ 2ﬂ< /4
) — OGne R A I
7 3 *Lﬁ
3 ape— t (?éq)n<2n),

wo die Indizes der Summenzeichen bedeuten, dass jede Reihe
diejenigen Glieder der Reihe (1) enthilt, bei denen die ¢, in
dem in den Klammern angegebenen Intervalle liegen. Der abso-
lute Konvergenzbereich der Reihe (1) besteht aus dem gemein-
schaftlichen Teile der absoluten Konvergenzbereiche der Reihen (9).
Auf jede der Reihen (9) lisst sich der Satz I anwenden, und der
absolute Konvergenzbereich jeder von ihnen ist folglich entweder
von einer konvexen Kurve begrenzt oder die Reihe konvergiert
iiberall oder nirgends. Dieselbe Eigenschaft hat dann natiirlich
auch der gemeinschaftliche Teil dieser Bereiche, d. h. der abso-
lute Konvergenzbereich der Reihe (1).

Wenn zwei von den Konvergenzbereichen der Reihen (9)
keine gemeinsamen inneren Punkte besitzen, sondern nur gemein-
same Randpunkte, dic wegen der Konvexititseigenschaft auf
einer und derselben Geraden liegen, und zwar eine Anzahl ge-
meinsamer Randpunkte von der Beschaffenheit, dass die beiden
teihen sowie auch die dritte in ihnen konvergieren, so besteht
der absolute Konvergenzbereich von (1) aus den letztgenannten
Punkten. Dass dieser sowie die iibrigen extremen Fille des
Satzes wirklich eintreten, bestitigt man leicht durch einfache
Beispiele.

Aus Satz 1 folgt, dass jede der Reihen (9) in einem abge-
schlossenen Bereiche, der nebst seiner Begrenzung ausschliesslich
aus inneren Punkten des absoluten Konvergenzbereiches der be-
treffenden Reihe besteht, gleichmissig konvergiert. Nach dem
obigen ist also auch in bezug auf die Reihe (1) dasselbe der Fall
Da terner die Glieder dieser Reihe in der ganzen Ebene regulir
sind, stellt sie in ihrem absoluten Konvergenzbereiche eine regu-
lire analytische Funktion dar.

4. Satz YII: Es gibt unendlich viele Dirichletsche Reihen,
deren absoluter Konvergenzbereich ein beliebig gegebener, durch eine
konvere Kurve begrenzter Bereich ist.
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Um den Satz zu beweisen, bilden wir eine unendliche Dirich-
letsche Reihenschar, deren jeder Reprisentant den gegebenen
Bereich zu seinem absoluten Konvergenzbereich hat. Ohne Be-
schrinkung der Allgemeinheit kénnen wir annehmen, dass der
Punkt Null innerhalb des Bereiches liegt. Falls die gegebene
Kurve nicht eine geschlossene ist, bezeichnen wir mit ¢ und
y” die Richtungswinkel des linken bezw. des rechten Schenkels
des Winkels, dessen Scheitel im Punkt 0 liegt und dessen
Schenkel durch die ins Unendliche entfernten
Punkte der Kurve gehen. Dann ist

w/ — w[l < Jv.
Wir setzen weiter

(10)

Fig. 1.

Wir bestimmen jetzt in dem Intervalle (¢”, ¢”),
wenn die gegebene Kurve nicht eine geschlossene ist, und in
dem Intervalle (0,2 ), falls die genannte Kurve eine geschlossene
ist, eine beliebige unendliche Zahlenmenge

@iy oy vory Py <oy

von der wir nur annchmen, dass sie das betreffende Intervall
tiberall dicht bedeckt. Hierauf fillen wir auf den Radiusvektor,
dessen Argument @ — ¢, (n==1,2,...) ist, ein Lot, das die ge-
gebene Kurve trifft ohne sie zu schneiden, und bezeichnen mit
k. seinen Abstand von dem Punkte 0. Wir behaupten dann,
dass der absolute Konvergenzbereich der Reihenschar

n=—1

der gegebene Bereich ist.

Um dieses zu beweisen, setzen wir s = R ¢'®, wodurch der
absolute Betrag des n'*® Gliedes unserer Reihe
(12) e— 1 (kn 4 R cos (gn 4 @) '
wird.

Wir nehmen zundchst an, dass s im Inneren unseres Be-
reiches liegt. Dann ergibt sich (Fig. 1)
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kw-t Rcos (puP)= AB>c ,

wo ¢ den kiirzesten Abstand des Punktes s von der Begrenzungs-
kurve bezeichnet. Iolglich ist fiir jedes » der Ausdruck (12)
=e¢—", und wegen der Konvergenz der Reihe

e o}
28 — ne
#iz=1
konvergiert mithin die Reihe (11) absolut in dem betreffenden
Punkte s. "

Wir nehmen jetzt an, dass s ausserhalb unseres Bereiches
liegt. Wir ziehen durch s die zwei Ge-
raden, die die Begrenzungskurve tref-
fen ohne sie zu schneiden. Wie aus
der Fig. 2 hervorgeht, ist

P>, P <,
woraus nach (10)

@,’§&2<§31-<v_‘}9,

folgt. Da die Zahlen ¢, das Intervall
(¢”, @") iiberall dicht bedecken, liegen

in dem Intervall (gs, ¢,) unendlich viele ¢,. Fir alle diese ¢, ist

Fig. 2.

ku-+ R cos (@, + D)= — AB=0;

und folglich sind die 7zugehorigen Ausdriicke (12) > 1. Dies be-
sagt aber, dass die Reihe (11) in dem betreffenden Punkte s di-
vergiert. Unser Satz ist hiermit vollstindig bewiesen.

5. Bisher haben wir nur die absolute Konvergenz der
Dirichletschen Reihe (1) behandelt. Jetzt wollen wir die Kon-
vergenz auch im gewdshnlichen Sinne betrachten, indem wir zu-
nichst folgenden Satz bewcisen:

) Satz IV: Falls
(18) logn==o0/(r)

ist, konvergiert die Reihe (1) nur in dem absoluten Konvergenzbereich,
von den Punkten der Konvergenzkurve eventuell abgesehen. Hierbei
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bestehen alle wvorstehenden Sdtze auch in bezug auf die Konvergenz
im gewdhnlichen Sinne.')

Wir bemerken sofort, dass, sobald der erste Teil des Satzes
nachgewiesen ist, daraus die Richtigkeit des zweiten Teiles un-
mittelbar folgt. Der erste Teil wieder ist eine direkte Folgerung
aus dem

Hilfssatz: Ist die Bedingung (13) erfillt und konvergiert die
Rethe (1) in den Spitzen eines Dreiecks, so konvergiert sie und
zwar absolut in jedem Punkt innerhalb des Dreiecks.

Den Beweis dieses Hilfssatzes fiihren wir indirekt und neh-
men somit an, dass es innerhalb des Dreiecks einen Punkt O
gibt, wo die Reihe (1) nicht absolut konvergiert. Ohne Beschrin-
kung der Allgemeinheit kénnen wir annehmen, dass O der Punkt
Null ist. Bezeichnen wir mit (B, ®,), (Bs, 9y, (B3, P;) die Polar-
koordinaten der Spitzen des Dreieckes, so wissen wir also nach
unserer Annahme, dass

a4 2]

n=—=1

divergiert, wihrend die Reihen

;an g— mRtyet (n 4 By w==1,2,3)

n=t
konvergieren. Die absoluten Betrige der Glieder der letztge-
nannten Reihen haben somit den Limes 0, d. h.

(15) lim|a,|e ™ Tveosont+P) =0 (v=1,2,3).
n—

Weil nun die Reihe (14) divergiert, ist lim sup)a.|n®>>1, so dass
. n—ao
tiir unendlich viele n

(16) ; o>

1) Schon die Beispiele aus der Theorie der Dirichletschen Reihen
mit reellen A lehren uns, dass (18) sich durch die Bedingung

(189 logn = 0 (ry),

die von grosserer Tragweite ist; nicht ersetzen ldsst. Im letzten Art.
geben wir ein Beispiel, wo der Konvergenzbereich sogar einen isolierten
Punkt enthélt, obwohl die Bedingung (13") erfiillt ist.
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ist.  'Wie leicht ersichtlich, gibt es eine positive Zahl & von der
Beschaffenheit, dass fiir alle Werte von ¢. wenigstens eine der
Grossen

Cos (@u -+ DPy), €08 (gn—1Dy), €08 (@u—+ Dy)

< —e ist. Wenigstens cine von diesen, etwa die erste, erfiillt
diese Bedingung fir unendlich viele von denjenigen Werten
von =, fiir die auch (16) besteht. Die unendliche Menge dieser
n ziehen wir jetzt in Betracht. Fiir sie gelten also die Unglei-
chungen (16) und

(17) cos(p, + D)< —¢
und es ist folglich

I @y I e Tn Rl VCOS ((pn + ‘I)J) > 12 ern Rl €
n

Fiir hinreichend grosse » ist aber infolge von (13) r, B, ¢ >3 logn,
so dass die rechte Seite der vorigen Ungleichung >>n ist und
folglich

lim l (lnl o Tn By €08 (pn - &) 00,

= o]

wenn n die durch (16) und (17) bestimmten Werte durchliuft.
Das gewonnene Resultat steht aber im Widerspruch mit (15), und
unsere Antithese ist somit falsch, mit anderen Worten, die Reihe
konvergiert absolut in jedem Punkt innerhalb des Dreiecks,
w. % b, w.

1I1.

6. Satz V: Wenn

(18) i hrn ¢n =0
. n—oo ‘

ist, so besteht der absolute Konvergemzbereich der Reihe (1) aus einer
Halbebene, welche links durch eine Parallele zur Achse des Imagi-
ndren begrenzt ist'). _

Damit der Bereich der Konvergenz im gewihnlichen Sinne auch
von derselben Beschaffenheit wdre, ist es hinreichend, dass ausser
(18) die Bedingung

1) Die Konvergenzgerade kann auch im Unendlichen liegen, und
die Reihe konvergiert dann entweder iiberall oder nirgends.



Al:» Verallgemeinerung des Begriffes der Dirichletschen Reihen 13

(a) logn=o(ry
erfullt sei oder fiir alle n eine von den Bedingungen (¢ >0)

[

(b) Tub1 T >
l log n = 0 (r.)
(c) 4
[Tn+1—rn>_chgﬁﬁ ’
gleichzeitig mit einer von den Bedingungen
, 1
(b") <Pn+1——90n=0(n1ﬁ),

logn = 0 (r,)
l

(0,) log?
— g, — 098",
[0 00 (*57)
(d") die @. dndern sich von einer Stelle an monoton
bestehe.

In jedem endlichen abgeschlossenen Bereiche, der nebst seinem
Rande nur aus inneren Punkten des Konvergemzbereiches besteht,
konvergiert die Reihe (1) in den genannten Fillen gleichmdssig und
stellt folglich eine requlire analytische Funktion dar.

Der erste. Teil des Satzes folgt unmittelbar aus Satz I. Aus
Satz IV folgt auch der letztere Teil des Satzes in bezug auf die
Bedingung (a). Im folgenden wird ein direkter Beweis auch
hinsichtlich dieser Bedingung gegeben. Um den iibrig bleiben-
den Teil unseres Satzes zu beweisen, nehmen wir an, dass die
Reihe (1) im Punkte s=1s, konvergiert. Ohne Beschrinkung der
Allgemeinheit konnen wir annehmen, dass s,=0 ist, und wir
setzen dann

19 s=Re'®.

Es handelt sich offenbar lediglich um den Nachweis der gleich-
missigen Konvergenz der Reihe (1) in einem Bereiche, der durch
die Ungleichungen

—frice<i—n o<

(20) R,< R<R, (R, >0, B, endlich)

bestimmt ist.
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Wir bezeichnen

v
(21) | A@)= Yan,

n=1
so dass wegen der Konvergenz der Reihe (1) fiir s=0 fiir alle »
[4(»)[<4

ist, wo A eine Konstante bedeutet. Mit Hilfe der partiellen
Summation bekommt man

(22)] Xane 8| = (A n)— 4 (n—1)e s

n—v Hn=_—v

= DAm)(e S —e—Mt1s)_ A —1)e P

n—Y
+A(w)g—lw+1s ,
woraus
(23) | Save— e[ <A X Mu|4-| Py
n-v n—e

folgt. Hierbei ist
Anp1
M,==e'—)‘"s-—e_l"+ls=s e—“sdu,

in
(24) Po==A@—1)e 25— 4 (w)e ™ wt1s,
Mit Ricksicht auf (19) ergibt sich weiter
M,=N,4-N,,
WO -
Pn-1
(25) Nn=z'r,.Rei‘1’fe“""Bel(‘p+¢)ei9’d(p,
Pn
Tn41
(26) 1\7;--_-Re"((ﬁmﬂ—*—@[e—rRek(wH—l'F‘1')dr.
n
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Folglich ist
(27) 2 M= 3| Nal+ SN, |
Um nachzuweisen, dass die linke Seite von (23) gleichmissig

7zu 0 strebt, wenn s in dem Bereich (20) liegt und v zunimmt,
brauchen wir infolge von (27) nur zu zeigen, dass dann

(28) P, XN, 2IN]

n—v n—v

gleichmissig gegen 0 konvergieren. A
Aus der Voraussetzung (18) folgt, dass fiir hinreichend
grosse n (n>n,)

ist, so dass fiir alle s im Gebiete (20)

— <o d T
und daher :
c0S (@n—+ P) >sind
ist. (24) liefert nun zunichst fiir v >n,

| P, < A (e——rchos (v + 4>)_+_e—rw+11icos (pwt1 + 45))
<A(e-—TvRoSin6+e—Tw+lRoSiﬂJ) ,
woraus folgt, dass | P,| gleichmissig zu 0 strebt.
Aus (25) findet man weiter fiir » >mn,

Pn-f-1
Iané“R e—rchos(qJ—}—-tP)d(p

.

Pn
éVanlq)nJ}l—(Pnle—'”R"Sind

und daher fiir hinreichend grosse n
[ Vol =] Puss — @ufe™™7,

wo 7 eine positive Konstante bedeutet. Der Beweis unserer Be-
hauptung hinsichtlich des zweiten der Ausdriicke (28) ist hiermit
zum Nachweis von
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(29) hm ) [q),.+1——q>,.|e ™=

zurlickgetiihrt.

' Ist erstens die Bedingung (a) erfiillt, so ist fiir hinreichend
grosse m

lfﬁn-u—'(}?nle rmy<e——210gn 123’

. 1 o
woraus wegen der Konvergenz von 2’ o sogleich das Bestehen

von (29) folgt. Wenn zweitens (b") erftllt ist, so ist das allge-
meine Glied der Summe (29), wenn =n hinreichend gross ist,

1 o 1 .
<oiger Woraus wegen der Konvergens von _),n—,—Jre wieder (29)

folgt. Ist drittens (¢") erfiillt, so ergibt sich fiir hinreichend
grosse n {
klogin '

e M lngn< o

) ¢ - ¥n n
[ Potr = @] < ni+ny’

wo 1, sowie & und ¥, positive Konstanten bezeichnen. Hieraus
folgt, wie im vomgen Falle, die Richtigkeit von (29). Wenn
schliesslich die Bedingung (d") z B. derart erfillt ist, dass die
o von einem gewissen » an niemals abnehmen, so ist das all-
gerheine Glied von (29), wenn = hinreichend gross ist (n>n,),
== @, 1 — @a, und daher ist fir v >n,
. .

A;‘,|(}’11+1“(Pn|6-r"”<§vw+1——9%,

By :
woraus wieder wegen (18) das Bestehen von (29) folgt. In der-
selben Weise fiithrt man den Beweis auch im Falle, wenn die
@« von einer gewissen Stelle an niemals zunehmen.

Aus (26) ergibt sich ferner fiir n >n,

¥Yn-ft Tn+1
.

e— 7 Roos g1+ ®) 1| = B fe——rRosinddr ‘

™ ™

7] ==
|V, ]=

Um zu beweisen, dass der dritte der Ausdriicke (28) gleichméssig
gegen O konvergiert, brauchen wir also nur zu zeigen, dass,
wenn 7 eine positive Konstante ist,
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Tap
e~ Tudr

(30) lim 3
7n—w .

=0

n
ist.

Ist nun zunéichst die Bedingung (a) erfiillt, so findet man
fiir hinreichend grosse »

Trpl .
- 1y, —m —m —21 1
’fe "id'r|=5|e ™mN_— e Tl e 0$"=77é,
™
woraus wegen der Konvergenz der Reihe 3 le die Richtigkeit
von (30) folgt.

Falls (b) oder (c) erfiillt ist, fiihren wir den Beweis folgen-
dermassen. Wie leicht ersichtlich, ist zunichst

n4-1 Tw41 .

+ w
fe_“?dr =fe_“7dr—|—22:fe_“7dr’

w

2

= n ' Ty Tn1
rat1 <im
1 w
é"(e*n"—,‘e_m—i_ln)‘}"z2("%—‘ Tap1) e TR
In n—uyv
g1 < 7Tn

Weil das erste Glied rechts den Limes 0 hat, ist unser Beweis
hiermit zum Nachweis von ’

(31) lim 3 (ra —rapr)e " ™H 7T =0
=0 —v
w1 <on

zurlickgefiihrt.

Ist nun erstens (b) erfiillt, so ist das allgemeine Glied von

. . . c
(31), wenn n hinreichend gross ist, <;,;1“-Fe und aus der Konver-

s 4

genz der Reihe 3’ e

zweitens (c) erfiillt ist, so ist fiir hinreichend grosse =
2

folgt das Bestehen von (30). Wenn
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—mlogn<

lrn+l_,rnl(,—r”+1ﬁ<clo/;,

n1+’72

wo 7, und 7, positive Konstanten bezeichnen. Hieraus folgt (30)
wie im vorigen Falle. ,

Wir haben mithin nachgewiesen, dass die Ausdriicke (28)
gleichmiissig gegen Null konvergieren, womit, wie oben ange-
deutet, unser Satz bewiesen ist. :

Da hinsichtlich der Dirichletschen Reihen mit reelien A,
d. h. mit ¢,=0, die Bedingung (18) und z. B. (b") des vorigen
Satzes erfiillt sind, so kénnen wir folgenden Satz aussprechen:

Satz YL: Der absolute Konvergenzbereich der Dirichletschen
Rethen mit reellen r,

& >
3 a,e "™ (lim 7y = c0)
n—ao0
n—=1

besteht aus eimer Halbebene, die links durch eine Parallele zur Achse
des Imagindren begrenzt ist.

Damit der Bereich der Konvergenz im gewihnlichen Sinne von
derselben Beschaffenhelt wdre, ist es hinreichend, dass eine der fol-
genden Bedingungen erfillt sei:

(@) log n =0 (ra),

c

(b) Taj1—n >— h}lf-b‘ (8 > 0),
[ logn= 0(ry),

(c)
l "’n+1_7n>"“cl£‘gfﬁ

In jedem endlichen abgeschlossenen Bereiche, der nebst seinem
Rande nur aus inneren Punkten des Konvergenzbereiches besteht,
konvergiert die Reihe in den genannten Fdllen gleichmdssig und
stellt folglich eine regulire analytische Funktion dar.

7. Hinsichtlich der Lage der Konvergenzgeraden in den
Satzen V und VI beweisen wir folgenden Satz, der cine Verall-
gemeinerung des entsprechenden Satzes in der Theorie der Di-
richletschen Reihen mit reellen 4, darstelit.

i
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Satz VII: Falls

\

(32) lim sup =1 (h=1,2,...,n—1)}

n=—qo0 ﬂ

ist, so sind die Konvergenzabszisse®) o wund die Abszisse fi der ab-
soluten Konvergenz der Sitze V und VI durch die Formeln *

v
loglZan
(38) a = lim sup — =1
y=00 v ¥
100 s | an |
(34) g = lim sup —=*
y=w v

 bestimmt, vorausgesetzt dass a bezw. B positiv ist.

Den Beweis der ersteren Formel fithren wir in zwei Teilen.
Zuerst nehmen wir an, dass (vgl. (21))

lim sup 7LA£",),|
Y=

ist, und zeigen, dass die Reihe (1) fir s=w-+24 (6>0) kon-
vergiert.

Fir hinreichend grosse n (n>>n,) ist nach der Annahme

IOU'IA(’U)I< +6

und mithin
‘ IA(W)|<€rV(w+J)'
Aus (22) folgt also fiir v>n,

(35) Saemt2ol o Sy, |+IQ1—1I+IQ«~|

n—v . HI==Y
1) Falls die Bedingung (b) des Oltzes V bezw. VI erfiillt ist, fallt
(82) aus, deun (b) liefert zunichst

n—1 n—. 1 o ¢
Fooh—Tn= 3 (ry—r Ll M
n—h n ( v t+l)< ’Ul+£< n1+F
v=n—h v=n-—h n=1

woraus wegen der Konvergenz der letzten Reihe (82) folgt.
2) Unter der Konvergenzabszisse versteht man den Abstand der
Konvergenzgeraden von der Achse des Imaginéren.

O
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wo zur Abkfirzung
‘ It
M,=ygq, re_"(“"{'z") du,

an
Q= ¢ M (a1, gnt1)
und hierbei wieder
gn=(04-20) e (@F9),
ha(r, @) =1 (0-+20)cos p —r, (0 9)

gesetzt ist. Weil infolge von (18) und (82), wenn » im Inter-
valle (ru, r.41) und ¢ im Intervalle (., @.q1) liegt, fiir hin-
reichend grosse n :

(36)

(87) 9 ~n 0<n<d)
ist, so ist
lim @.=0.

Um unsere Behauptung, die tatséichlich nichts anderes aussagt,
als dass die linke Seite von (35) fiir v=® den Limes 0 hat,
zu beweisen, haben wir somit lediglich den Nachweis des Be-
stehens von

(38) lim 2[ M.|=0
V=00 —uv

zu erbringen.
Hs lisst sich
.Mn =g” (Nn—{v—- N:‘)
schreiben, wo ;
!
Pnt1 Y A
(39) anirnfe\—fn(w—FZd‘)e’l«(pe,‘:(pd¢,
Pn
rni1 .
(40) N;=el'<ﬂn+l e——r(w—i—za)efqm.}_ldr

n
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gesetzt ist. Daher ist
(41) - M= S| Nal+ Xoa| N
Wir zeigen nun, dass
(42) Iim J'gu| Nu| =0,
(43) lim Y g.|N |=0
V=00 —

ist.
Nach (89) und (36) finden wir zunichst
Pni-1
gnllvnlérn(w'—{—zd)lfe_h"(r”’(p)dq) l ,
. e

woraus wegen (37) fiir hinreichend grosse n

G| Nu| 7w (@ +20) | Qi1 — pu|e ~ ™7

<lpwtr —gule ™™™ (1 >n>0)
folgt. Aus (29) folgt nun unmittelbar das Bestehen von (42).
(40) und (36) liefern ferner '

Tn-4-1
gnIN,',Ié(w—]—26)|fe—hn(r,(pn+1)d,.

n

Wegen (87) ist also fiir hinreichend grosse »

Tnt1

gnIN;|<(co+zé>| [e=rnar

woraus mit Riicksicht auf (80) das Bestehen von (43) folgt.
Aus (41) folgt jetzt wegen (42) und (43) das Bestehen von
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(38) und hieraus schliesslich, wie schon angedeutet, die Richtig-
keit der urspriinglichen Behauptung.

8. Jetzt nehmen wir umgekehrt an, dass die Reihe (1) fiir
s=0_>>0 konvergiert. Wir haben also zu beweisen, dass die
rechte Seite von (33).=o0 ist, mit anderen Worten, wir behaup-
ten, dass, wie klein die positive Zahl d auch sein mag, fiir hin-
reichend grosse n

k’il}é(ﬂl<a+ 30
d. h.
(44) |A@)|< e (@+39)
ist.

Wir setzen
y
B)= Ya.e~*°
n—=1
und bestimmen eine positive Zahl B derart, dass fiir alle »
|B)|<B ™~

ist, was infolge der Annahme moglich ist. Mit Hilfe der par-
tiellen Summation findet man dann

v v ’
A('v)=Zane‘7'”".el"“=2(B(n)— B(n—l))e}'”"

n—1 n—1
y—1
— ZB(n)(el"“-—el”',H“)—F B(al)e’lv" ,
n=1
und daher ist
p—1
(45) [4@)|<<B | Ma|+Be™?,
n=1
WO
Ant1

M,=o0 ] e““%du

An
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ist. Setzt man weiter der Kiirze wegen
gt
N..=z'r,,o]efm“”ei¢dq>,
gm
Twtl
N =geiontr [ graet g,

™
so ist
' M,=N,+ N,
und folglich
y—1 p—1 y—I1
(46) 2 M= XN+ SN
. n=1 n=1 nz==1
Aus
. en-t1
|Nn|ér,,o| fe’"“c°5¢d¢|
on

=7, 0| Qupa—Pule™F

ergibt sich fiir hinreichend grosse n (n>>n.)
| N} = | guys — @afe™ @9

=P —pule T IO 2I),

so dass, wenn ry—p die grosste der Zahlen ry, ry,

cey Ty—1 be-
deutet, fiir » > mn,

14

—1 7y y—1
2 Va] = 21N+ 2| V]
n=—1 n==1 n—=ne+1

Ny y—1
= | Mol emrp0H 20 P gy — g =

n=1 n=ng4-1

ist. Da nun der Wert der ersten Summe rechts endlich ist und

die zweite Summe wegen (29) (np=40) fiir »= o einen Limes
hat, so findet man
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v—I1
(47) DIV <Kerv-plot29),
n=1
wo K, wie im folgenden K, und K,, eine Konstante bedeutet.
Ferner finden wir

Tn+1 Tut1 a1
IN;léGf eTOCOSPnt1 gyl =¢ fe“’dr =gev_p(etd) fe—réd,,.
n Tn Tn

und daher ist
y—1 p—1, ToH
2|N;|éiﬁerv—p(6+3)2 fe—rddr .
n=1 n=1

n

Wegen (80) ist die Summe rechts immer unterhalb einer end-
lichen Schranke, d. h.

y—1
(48) SN |<E, emrplotd,
n-=—1

Die Ungleichung (45) in Verbindung mit (46), (47) und (48)
liefert nun

|AW) | < KyeTv—plo+2d)

woraus sich, mit Riicksicht auf (82), fiir hinreichend grosse » d1e
Unglelchung (44) ergibt.

Damit ist die Formel (33) vollstiindig bewiesen.

9. Um die Formel (34) zu beweisen, betrachten wir die
Reihe

Q@
(49) Zlan‘e——(mcos (pn)s ,

n=—1

deren Glieder die absoluten Betrige der Glieder der Reihe (1)
sind, angenommen, dass s reell ist. Wir haben offenbar nur zu
zeigen, dass die Abszisse der absoluten Konvergenz dieser Di-
richletschen Reihe durch die Formel (34) bestimmt wird. Ordnet
man die Glieder von (49) nach wachsenden r,cos @, so entsteht
eine Dirichletsche Reihe mit reellen 4,
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(50) ’jl Iamlg""(?‘n cos (pn)s’

deren Konvergenzhalbebene und absolute Konvergenzhalbebene
zusammenfallen und mit dem absoluten Konvergenzbereiche von
(49) Ubereinstimmen. Da die Bedingung (b) des Satzes VI und
(82) hinsichtlich der Reihe (50) erfiillt sind, so liefert die Formel
(38) die genannte gemeir’same Konvergenzabszisse und daher ist

_ log log '] &
ﬂ hgljgp 7'y COS g)v

-

v
wo 2’]as| die nacheinander folgenden Koeffizienten der Reihe (50)
bis zum |ay| enthilt. Der Beweis von (34) ist hiermit zum Nach-
weis von

(51) lim sup — log EI al _ = lim sup —— log & ¥ ||
y=ce TvCOS @y y=oo TvCOS @y
zuriickgefiihrt.

Es sei & die kleinste Zahl, fiir welche die Summe im Zih-
ler von

v--h
(52) : _log 2a.|
Ty4+-h COS Py-|-h

alle Glieder der entsprechenden Summe in

v
(58) log 2’| a|
Ty COS @y

enthilt. Dann ist

7y-Hh COS Qyt+-h < ¥y COS @y,

. v+h
log M| a.|>1log 3 Y | an]

und folglich (563) = (52). Da aber dieses fiir alle » gilt, so be-
steht diese Relation auch in bezug auf die Limes superiores
der betreffenden Ausdriicke, mit anderen Worten, die rechte
Seite von (51) ist nicht grosser als die linke. Dass der erstere
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Ausdruck auch nicht kleiner als der letztere ist, zeigt man fol-
gendermassen.

Wie ohne weiteres klar, gibt es eine nicht negative ganze
Zahl & von der Beschaffenheit, dass die Summe im Z#&hler von

v—k

(54) ‘ _log Xjau]

ry—k COS QPy—k
alle Glieder der entsprechenden Summe in
14
(55) log 2] an]
¥y COS Py

enthélt. Weil der Zéhler in (54) gleich oder grosser als der
Ziahler in (55) ist und wegen (18) und (32)

Yy—F COS Py—k
¥y COS Py

Jim sup =1
Y=
ist, so ist A
lim sup (55) = lim sup (54)
y=00 y—=0m
d. h. die rechte Seite von (51) ist nicht kleiner als die linke.
Hiermit ist das Bestehen wvon (51) und somit die Richtig-
keit der Formel (34) nachgewiesen.

10. Als ein Beispiel betrachten wir die.Dirichletsche Reihe

3L No—soglenl+iargen
n:lg‘n n=1
wo die Zahlen g, =8, ¢y, die nach wachsenden 7. geordneten
" komplexen Nullstellen mit y,>>0 der Riemannschen Zetafunktion
sind. Wir wollen zeigen, dass der Konvergenzbereich dieser
Reihe aus derjenigen Halbebene besteht, die links durch die Ge-
rade R(s)=1 begrenzt ist.
Bei unserer Reihe ist

ra=V (logle.|)?+ (arg e.)? ,
_8rg on.
log | o]

pn=arctg
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Hinsichtlich der 8, wissen wir, dass
0<B.<1

ist, und aus der bekannten v. Mangoldtschen Formel ergibt sich

P —2%—— (1+om).
Hieraus folgt nun leicht

1
10g|9n|=10g7n+0(5;2) :
arggn=;—t—{—0(%) .

Die Bedingung (18) des Satzes V ist also erfiillt. Wir zeigen
ferner, dass die Bedingungen (c) und (¢”) desselben Satzes auch

bestehen. Mit Riicksicht auf — =0 (log ) findet man zunichst

n

_l/log rt- % 40 (“)g”)

und weiter, da yuy1> y. ist,
log n

Fagl — Fp > — €
. n

/

logn=0(ogy.)= O(ry) ‘

Da ausserdem

ist, so ist hiermit das Bestehen von (¢c) nachgewiesen. Ferner

ergibt sich
7T 1
@.= arctg (m +0 (y_,.)) ,

()=o)

hergeleitet wird. Die Bedingung (c¢’) ist somit gleichfalls er-
fillt und der Konvergenzbereich ist daher nach Satz V eine
Halbebene.

Da offenbar

woraus leicht

1 1
iy — Pu= O —
P (10g 7 log 7n+1) O
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. Yn—-h
lim sup “ " =1
Li2e=v o] 7’"

ist, so lisst sich die Konvergenzabszisse durch die Formel (33)
bestimmien, und man erhilt

logy _ . logv

a ==lim sup
RO S (e 4 2%

Aus (34) folgt ebenso, dass auch g=1 ist.

11. Zum Schluss wollen wir eine Dirichletsche Reihe be-
handeln, die uns u. a, lehrt, dass die Bedingung (18) des Satzes
V allein dafiir nicht hinreichend ist, dass der Konvergenzbereich
eine Halbebene ist, auch dunn nicht, wenn die r, monoton zu-
nehmen. » )

Wie leicht ersichtlich sind in bezug auf die Dirichletschen
Reihen

— ,@e——@(loan—z)s ’
ey 2m) .
001 (0<CO<)
—1  ,—6g@n+1)+9s

lich ist der Konvergenzbereich der beiden Reihen eine Halb-
ebene. Da weiter die Bedingung (82) des Satzes VII ebenfalls
erfiillt ist, so lassen sich die Konvergenzabszissen a und 8 durch
die Formeln (83) und (34) bestimmen, und wir finden durch
einfache Rechnung, dass bei den beiden Reihen a=pg=1 ist.

Bei der Dirichletschen Reihe
OO('_I)” — —_(—1) ¢
(57) S ot — s
n—=1

die die Summe der obigen RKeihen ist, wachsen die », monoton und
oy ,,1- )
@n=— (— Lyrarctg (logn) ,

so dass die Bedingung (18) des Satzes V erfiillt ist. Der ab-
solute Konvergenzbereich ist somit eine Halbebene und die
Formel (84) liefert §==1. Alles dieses folgt natiirlich schon aus
den obigen Resultaten. Da aber keine der Bedingungen (a), (b"),
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(¢), (d) des genannten Satzes erfiillt ist, sagt der Satz nichts
weiteres iiber die Konvergenz der Reihe (57) aus. Wir wollen nun
direkt beweisen, dass sie tatsichlich nur im Punkt s =0 bedingt
konvergiert.

Setzt man s=o0-44¢ und bezeichnet man mit U und ——<V
den reellen bezw. imaginiren Teil der Reihe (57), so ergibt sich

(58) _ ‘7;,’1‘(’6(11)" 5 (=1)"Oteos(@tlogn—(—1)00),

(==

69) V=2iignge” T Olsin(@tlogn—(—1y00).
n—1 .

1% o>>1. Wie schon oben bewiesen und wie auch direkt

aus (58) und (59) hervorgeht, konvergiert dann die Reihe (57)

und zwar absolut. .
20, o0=0 und ¢t=0. In diesem Falle ist V=10 und

D 1\n
— ZL}l,
nl—06

n=1

und wegen der Konvergenz dieser Reibe konvergiert auch die
Reihe (57).

80, ¢=1, 030 und {=0. Dann ist

1
(60) V:——Slﬂ@oz 6(i—a)

n__l

und daher
[V|2sin0]0] 3
n—1
Da die Reihe rechts divergiert, so divergiert auch (60) und folg-
lich (57).
4%, ¢=0 und ¢40. In diesem Falle geht (59) in
(61) y=3C — 1 6tsin @tlogn)

nl—a

n—=1

itber. Wir nehmen zuerst an, dass ¢ >0 ist. Hs sei dann % eine
positive ganze Zahl und A4; die Summe derjenigen Glieder der
Reihe (61), bei denen



80 . K. VAISALA A 1 2

(62) 2kw+:<@tlogn<2kn+?’g
d. h.
(83) a<n<f
ist, wenn
2kn+—%
a—¢ OF ’
2kn+3£
3:[7-(71”

gesetzt wird. Falls das kleinste » in diesem Intervalle eine ge-
rade Zahl ist, wird sie jedoch von A, ausgeschlossen. Weil nun

;z—lj und sin(@¢logn) im betreifenden Intervalle abnehmen, so
ist offenbar

(64) | 4] >(e0?

=6t ¥ sin (0t log n)
B nl _@ 1

a<n<g

wo der Strich andeutet, dass » nur die ungeraden Zahlen des
Intervalls (83) durchliuft. Wegen (62) 1st ferner

8
»sin (0 tlog n) | 1 [*dx
(65) 2= ni—0 >17§ 2 n1—6>21/‘2/x1—
Coa<n<lg a<n<ﬁ a2
—_— 6__ 2 [C]
z@]/ (37— (@+2)%) .
Fiir hinreichend grosse # 1st
e
at-2<e 01

und daher

Zkﬂ 3n Qn
ﬂ@—(a+2)6>e t ( 4 St).
Da hier die rechte Seite fiir ¥ = « iiber alle Grenzen wichst, so
ist wegen (64) und (65) auch in bezug auf |Ak| dasselbe der Fall,
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und folglich divergiert die Reihe (59), woraus schliesslich die
Divergenz von (57) folgt. In &hnlicher Weise gelangt man zu
demselben Resultate auch im -Falle ¢ <Co.

50, — < 6=1, 030 und ¢z 0. Wir nehmen zuerst an,

dass 6 >0 und t >0 ist. KEs sei dann % eine positive ganze Zahl
und A4; die Summe derjenigen Glieder von (59) fir welche
gleichzeitig

(2k—-|—l)n——%q>@tlogn—|—@o>2kn+%j,

Rtk—1)a+ — <@tlogn—@6<zkn-—(¥
d. h.
a<ln<f
ist, wenn
2kn—%’
a=ce 6?_,
2kn -+
) ﬂ=e (VR4
gesetzt wird. Dann ist
B
| Ax|>e @tsmeoy >e—‘"”s1n@26<[%:ic
“<”<Ig a1

— 0o B _o
=e¢~ Ofsin log PAR R 6t 5in © —{—0(1)

und folglich fiir hinreichend grosse %

: |A,¢|A>;§z e—@tsin%’
Es gibt also, wie gross auch n, sein mag, in der Reihe (59) eine
endliche Anzahl aufeinander folgender Glieder, die alle weiter
vom Anfang als das n, Glied liegen und deren Summe ab-
solut genommen grisser als die konstante positive rechte Seite
der letzten Ungleichung ist. Hieraus folgt, dass die genannte
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Reihe und somit auch die Reihe (57) divergiert. In &hnlicher
Weise gelangt man zu demselben Resultate auch in den {ibrigen
betreffenden Fallen.

60, o= — 2%. 'Die Glieder der Reihe (57) wachsen dann

iber alle Grenzen und die Reihe divergiert also.
Das endgiiltige Resultat ist also:

Der Konvergenzbereich der Dirichletschen Reihe (57) besteht aus
der Halbebene R (8)>1 und dem isolierten Punkte s=0, und die
Reihe konvergiert bedingt nur in dem letztgenannten Punkte.



