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1. Der Konvergenzbereich der sog. allgemeinen Dirichlet-
schen Reihen 

^ ttn 
Xn S 

wo die A reell sind und 

A1 = A2 = A 3 S = . . . . , IimAn = OO, 
M = O O 

ist bekanntlich eine Halbebene, die links durch eine Parallele zur 
Achse des Imaginären begrenzt ist. Es ist nun natürlich zu fragen, 
wie es sich mit dem Konvergenzbereiche solcher noch allge-
meinerer Dirichletscher Reihen verhält, in denen die A komplex 
sind. Diese Frage wollen wir im folgenden erörtern. 

Wir stellen folgende Definition auf: 

Definition: Die Reihe 

(1) Xn S 

WO 

Xn = rne
l cPn 

und 
lim rn — oo 

W = C O 

ist, nennen wir eine Dirichletsche Reihex). 

Im ersten Kapitel behandeln wir hauptsächlich die absolute 
Konvergenz, wobei wir auch eine hinreichende Bedingung dafür 

1) Die Dirichletschen Reihen mit reellen X enthalten bekanntlich 
die Potenzreihen (Xn — n) und die sog. einfachen Dirichletschen Reihen 

(Aw = Iogn). Die Reihen (1) enthalten ausserdem noch die trigo-

nometrischen Reihen, denn es ist ja 

J[?(an eos n s -j- ßn sin n s) = 5J eins '-- e —*wsj . 
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aufstellen, dass die Reihe (I) höchstens am Rande des absoluten 
Konvergenzbereiches bedingt konvergiert. Im zweiten Kapitel 
setzen wir voraus, dass die q>n einen Limes haben. Unter ge-
wissen einschränkenden Bedingungen wird der Konvergenzbereich 
dieser Reihen aus einer Halbebene bestehen, und die Lage der 
Grenzgeraden wird in ähnlicher Weise bestimmt, wie im Falle 
der reellen Xn, Sind insbesondere alle (pn gleich 0, mit anderen 
Worten, sind die Xn reell, so ist z. B. 

Xn-J- 1 X n ^ > i l (^ 0> 6 ^ ) 

n^-tf 

eine solche hinreichende einschränkende Bedingung. Diese Bedin-
gung ist von grösserer Tragweite als die obenerwähnte gewöhnliche 

An i X n > 0 . 

Im letzten Artikel wird eine Dirichletsche Reihe behandelt, bei 
der Iimgcn existiert und die rn monoton zunehmen, deren Kon-
vergenzbereich aber aus einer Halbebene und einem isolierten 
Punkte besteht. 

I . 

2. Satz I : Falls 

(2) lim sup cpn — Iim inf <pn n 
n~oo n=vCO 

ist, ist der absolute Konvergevzbereich der Reihe (1) durch eine offene 
Tconvexe Kurve, sog. Konvergenzkurve, begrenzt. Jede Oerade, deren 
Richtungswinkel a im Intervall 

Tfj JTj 

(3) — 0 — lim inf cpn < a < - • — lim sup cpn 
£ n : — c o £ n—:co 

liegt, schneidet die Konvergenzkurve in einem und nur in einem 
Punkt. 

Die Konvergenzkurve kann auch im Unendlichen liegen, in 
welchem Falle die Reihe entweder überall oder nirgends konvergiert. 

Liegen die Richtungswinkel der Schenkel eines Winkels in dem, 
Intervall (3) und konvergiert die Reihe (1) absolut' in dem Scheitel 
des Winkels, o konvergiert sie in diesem Winkel gleichmässig. 
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Ohne Beschränkung der Allgemeinheit, können wir bei der 
Beweisführung annehmen, dass 

lim sup = g)', 
lim inf <p„ = — q>' 

ist, wo nach (2) 

f < 2 
ist. 

Um unseren Satz zu beweisen, abgesehen von der Konvexi-
tätseigenschaft der Konvergenzkurve, brauchen wir offenbar nur 
zu zeigen, dass, sobald die Reihe (1) für s = s0 absolut konvergiert, 
sie .absolut und zwar gleichmässig in einem Winkelraum konver-
giert, wo 

— <p'— d j < a r g ( s — So)<^— <p'— <3 | o < < 5 < 
JT 

o — 9 

ist. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit können wir bei der 
Beweisführung annehmen, dass 4 = 0 ist, d. h. dass die Reihe 

QO 
(5) ^ I An I 

n=1 

konvergiert. Setzt man noch 

s - Rei*, 

so findet man in dem betreffenden Winkelraum 

Andererseits ist infolge von (4) für hinreichend grosse n ( n > n 0 ) 

— (<p' + <5) < fPn < y + <5, 
so dass ^ 

JT . JT 

2 n 2 

ist. Hieraus folgt, dass in dem betreffenden Winkelraum für 
n^>n 0 

I a„ e— s I = J a„ I e r n c o s + ^ | a„ | 

ist. Wegen der Konvergenz von (5), konvergiert also die Reihe 
(1) absolut und gleichmässig in dem genannten WTinkel. 
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Bs sei nun P irgend ein fester Punkt auf der Konvergenz-
kurve. Wir wählen auf der Konvergenzkurve beiderseits von P 
einen beliebigen Punkt und' ziehen aus P zwei Strahlen, die durch 
diese Punkte gehen. Wir betrachten denjenigen von den zwei 
so entstandenen Winkeln, der nach aussen von unserem Gebiete 
gerichtet ist und also n ist, wenn unsere Behauptung über 
die Konvexität der Konvergenzkurve richtig ist. Die untere 
Grenze aller dieser Winkel bezeichnen wir mit y. Es sei ferner 
/ die untere Grenze der Winkel y, wenn P sich auf der Kon-
vergenzkurve bewegt. Falls die Konvergenzkurve konvex ist, 
ist offenbar y' = n, und umgekehrt. Aus dem schon bewiesenen 
Teile des Satzes folgt, dass die 7 und folglich / ^ der Länge des 
Intervalles (8) sind, d. h., mit Rücksicht auf (4), 

(6) y = ic — 2(p'. 

Wir zerlegen nun die Reihe (1) in p Teile 

Y „ a-knS l. I 2^' Z1OwC
 A n S jF==gt>w< —gp'-f---

(7) + 

y_, ane *-nS ( 1) Vn<itt 
P 

wo die Indizes der Summenzeichen bedeuten, dass jede Reihe 
diejenigen Glieder der Reihe (1) enthält, bei denen die g)n in dem 
in den entsprechenden Klammern angegebenen Intervalle liegen. 
Auf jede der Reihen (7) lässt sicb^der schon bewiesene Teil un-
seres Satzes anwenden. Wir bezeichnen bei 2V mit y'v denjenigen 
Winkel, der dem Winkel / bei 2 entspricht. Die Länge des 
Intervalls, das bei 2V dem Intervalle (3) bei 2 entspricht, ist 

so dass der Ungleichung (6) bei 2 bei den ReihöH (7) 
P 

die Ungleichungen 

(8) y ' v >™— 2 y- (v = l , 2 , . . . , p ) 

entsprechen. 
Der absolute Konvergenzbereich der Reihe (1) ist der ge-

meinschaftliche Teil der absoluten Konvergenzbereiche der Reihen 
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(7) und die Konvergenzkurve der Reihe (1) besieht infolgedessen 
aus Teilen der Konvergenzkurven der Reihen (7). Wir bezeich-
nen mit Bv denjenigen Teil der Konvergenzkurve der Reihe 2Vr 

der gleichzeitig einen Teil der Konvergenzkurve der Reihe (1) 
bildet. Da kein Punkt der Konvergenzkurve der Reihe tl) ausser-
halb des Konvergenzbereiches von 2V liegt, ist offenbar in jedem 
Punkt auf Bv y>y'v• Durchläuft v die Werte l, 2, . . p , so 
bilden die Bv die ganze Konvergenzkurve der Reihe (1), und wir 
ersehen somit, dass in jedem Punkt auf dieser Konvergenzkurve 
7 ̂  Miny' und folglich y' > M i n / ist. Nach (8) ergibt sich also 

Da die rechte Seite gegen st strebt, wenn p wächst, muss y' > sv 
sein, wo offenbar nur das Gleichheitszeichen eintreten kann. 
Die Konvergenzkurve ist mithin konvex. 

Dass die beiden extremen Fälle, in denen die Reihe (1) ent-
weder überall oder nirgends konvergiert, vorkommen können,, 
darüber haben wir schon in der Theorie der Dirichletschen Rei-
hen mit reellen X zahlreiche Beispiele. 

3. Jetzt wollen wir folgenden allgemeinen Satz über die 
absolute Konvergenz der Reihe (1) beweisen, wobei wir keine 
einschränkenden Voraussetzungen über die Reihe machen. 

Satz II: Der absolute Konvergenzbereich der Reihe (1) ist 
durch eine geschlossene oder nicht geschlossene Jconvexe Kurve be-
grenzt. 

Die KonvergenzJcurve Jcann auch im Unendlichen liegen, in 
welchem Falle die Reihe entweder überall oder nirgends Jconvergiert. 
Es Jeann auch eintreten, dass der Konvergenzberei^h aus einer end-
lichen oder unendlichen Menge von PunJeten besteht, die auf einer 
und derselben Oeraden liegen. 

Die Reihe Jeonvergiert gleichmässig in jedem endlichen abge-
schlossenen Bereiche, der nebst seiner Begrenzung aus inneren 
PunJeten des absoluten Konvergenzbereiches besteht, und stellt also 
in ihrem absoluten Konvergenzbereich eine reguläre analytische Funk-
tion dar. 

Um den Satz zu beweisen, zerlegen wir die Reihe (1) in 
drei Teile 
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— Xn S 

(9) y" a„e~h,s 

:: ''»• a " 
'2 ii ^ 4 

wo die Indizes der Summenzeichen bedeuten, dass jede Reihe 
diejenigen Glieder der Reihe (I) enthält, bei denen die g?n in 
dem in den Klammern angegebenen Intervalle liegen. Der abso-
lute Konvergenzbereich der Reihe (1) besteht aus dem gemein-
schaftlichen Teile der absoluten Konvergenzbereiche der Reihen (9). 
Auf jede der Reihen (9) lässt sich der Satz I anwenden, und der 
absolute Konvergenzbereich jeder von ihnen ist folglich entweder 
von einer konvexen Kurve begrenzt oder die Reihe konvergiert 
überall oder nirgends. Dieselbe Eigenschaft hat dann natürlich 
auch der gemeinschaftliche Teil dieser Bereiche, d. h. der abso-
lute Konvergenzbereich der Reihe (1). 

Wenn zwei von den Konvergenzbereichen der Reihen (9) 
keine gemeinsamen inneren Punkte besitzen, sondern nur gemein-
same Randpunkte, die wegen der Konvexitätseigenschaft auf 
einer und derselben Geraden liegen, und zwar eine Anzahl ge-
meinsamer Randpunkte von der Beschaffenheit, dass die beiden 
Reihen sowie auch die dritte in ihnen konvergieren, so besteht 
der absolute Konvergenzbereich von (1) aus den letztgenannten 
Punkten. Dass dieser sowie die übrigen extremen Fälle des 
Satzes wirklich eintreten, bestätigt man leicht durch einfache 
Beispiele. 

Aus Satz I folgt, dass jede der Reihen (9) in einem abge-
schlossenen Bereiche, der nebst seiner Begrenzung ausschliesslich 
aus inneren Punkten des absoluten Konvergenzbereiches der be-
treffenden Reihe besteht, gleichmässig konvergiert. Nach dem 
obigen ist also auch in bezug auf die Reihe (1) dasselbe der Fall. 
Da ferner die Glieder dieser Reihe in der ganzen Ebene regulär 
sind, stellt sie in ihrem absoluten Konvergenzbereiche eine regu-
läre analytische Funktion dar. 

4. Satz III: Es gibt unendlich viele Dirichletsche Reihen, 
deren absoluter Konvergenzbereich ein beliebig gegebener, durch eine 
konvexe Kurve begrenzter Bereich ist. 
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Um den Satz zu beweisen, bilden wir eine unendliche Dirich-
letsche Reihenschar, deren jeder Repräsentant den gegebenen 
Bereich zu seinem absoluten Konvergenzbereich hat. Ohne Be-
schränkung der Allgemeinheit können wir annehmen, dass der 
Punkt Null innerhalb des Bereiches liegt. Falls die gegebene 
Kurve nicht eine geschlossene ist, bezjeichnen wir mit ip' und 
ip" die Richtungswinkel des linken bezw. des rechten Schenkels 
des Winkels, dessen Scheitel im Punkt 0 liegt und dessen 
Schenkel durch die ins Unendliche entfernten 
Punkte der Kurve gehen. Dann ist 

Ip' — Ij)" 31. 

Wir setzen weiter 

(10) 

,SV , 
<p =2"^' 

n 
^ ~ 2 ^ ' 

Wir bestimmen jetzt in dem Intervalle (g)", g>'), Fig' L 

wenn die gegebene Kurve nicht eine geschlossene ist, und in 
dem Intervalle (0,2 jz), falls die genannte Kurve eine geschlossene 
ist, eine beliebige unendliche Zahlenmenge 

<Pi. fPo, 

von der wir nur annehmen, dass sie das betreffende Intervall 
überall dicht bedeckt. Hierauf fällen wir auf den Radiusvektor, 
dessen Argument st — (n = l, 2,...) ist, ein Lot, das die ge-
gebene Kurve trifft ohne sie zu schneiden, und bezeichnen mit 
Tcn seinen Abstand von dem Punkte 0. Wir behaupten dann, 
dass der absolute Konvergenzbereich der Reihenschar 

QO 

(11) 2 J e ~ n ] C n e - n e l < p n s 

n~ 1 

der gegebene Bereich ist. 
Um dieses zu beweisen, setzen wir s = Bel€>, wodurch der 

absolute Betrag des wten Gliedes unserer Reihe 

2 ) & — n COS (<jPn "f" ^ ) ) 

wird. 
Wir nehmen zunächst an, dass s im Inneren unseres Be-

reiches liegt. Dann ergibt sich (Fig. l) 
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kn -f- R cos (gpn + ¢) = AB c , 

wo c den kürzesten Abstand des Punktes s von der Begrenzungs-
kurve bezeichnet. Polglich ist für jedes n der Ausdruck (12) 
= e— nc, und wegen der Konvergenz der Keihe 

oo 

y ß —nc 

n=l 

konvergiert mithin die Reihe (11) absolut in dem betreffenden 
Punkte s. 

Wir nehmen jetzt an, dass s ausserhalb unseres Bereiches 
liegt. Wir ziehen durch s die zwei Ge-
raden, die die Begrenzungskurve tref-
fen ohne sie zu schneiden. Wie aus 
der Fig. 2 hervorgeht, ist 

Vh > V-2 <V'\ 

woraus nach (10) 

9" < 9 

folgt. Da die Zahlen cpn das Intervall 
(cp", gD') überall dicht bedecken, liegen 

in dem Intervall (<pq, <px) unendlich viele gp„. Für alle diese cpn ist 

kn —j— R cos (gPn —f~ ¢) — A.JB s= 0; 

und folglich sind die zugehörigen Ausdrücke (12) > 1. Dies be-
sagt aber, dass die Reihe (11) in dem betreffenden Punkte s di-
vergiert. Unser Satz ist hiermit vollständig bewiesen. 

5. Bisher haben wir nur die absolute Konvergenz der 
Dirichletschen Reihe (1) behandelt. Jetzt wollen wir die Kon-
vergenz auch im gewöhnlichen Sinne betrachten, indem wir zu-
nächst folgenden Satz beweisen: 

Satz IV: Falls 

(13) log n = o (rn) 

ist, Tconvergiert die Reihe (1) nur in dem absoluten Konvergenzbereich, 
von den Punkten der Konvergenzkurve eventuell abgesehen. Hierbei 

Fig. 2. 
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bestehen alle vorstehenden Sätze auch in bezug auf die Konvergenz 
im, gewöhnlichen Sinne.1) 

Wir bemerken sofort, dass, sobald der erste Teil des Satzes 
nachgewiesen ist, daraus die Richtigkeit des zweiten Teiles un-
mittelbar folgt. Der erste Teil wieder ist eine direkte Folgerung 
aus dem 

Hilfssatz: Ist die Bedingung (13) erfüllt und konvergiert die 
Reihe (1) in den Spitzen eines Dreiecks, so konvergiert sie und 
zwar absolut in jedem Punkt innerhalb des Dreiecks. 

Den Beweis dieses Hilfssatzes führen wir indirekt und neh-
men somit an, dass es innerhalb des Dreiecks einen Punkt O 
gibt, wo die Reihe (I) nicht absolut konvergiert. Ohne Beschrän-
kung der Allgemeinheit können wir annehmen, dass O der Punkt 
Null ist. Bezeichnen wir mit (Ru ^1), (R2, <&2), (R3, &s) die Polar-
koordinaten der Spitzen des Dreieckes, so wissen wir also nach 
unserer Annahme, dass 

OO 
(14) 2 J \ a n \ 

n~ 1 

divergiert, während die Reihen 
OO 

^ a n e ~ r " R v e i ( ' p " + 'l'l,) ( v = 1,2,3) 
n~ 1 

konvergieren. Die absoluten Beträge der Glieder der letztge-
nannten Reihen haben somit den Limes 0, d. h. 

(15) lim \an\e~~ Tn Rvcos (tPn + &v) = o ( v = 1,2,3). 
n—GO 

Weil nun die Reihe (14) divergiert, ist l imsup]aM |n ' 2 ;>l , so dass 
W = Q O 

für unendlich viele n 

(16) / i a » i > ^ 

1) Schon die Beispiele aus der Theorie der Dirichletschen Reihen 
mit reellen A lehren uns, dass (13) sich durch die Bedingung 

(13') I o g n = 0(rr), 

die von grösserer Tragweite ist r nicht ersetzen lässt. Im letzten Art. 
geben wir ein Beispiel, wo der Konvergenzbereich sogar einen isolierten 
Punkt enthält, obwohl die Bedingung (13') erfüllt ist. 
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ist. Wie leicht ersichtlich, gibt es eine positive Zahl s von der 
Beschaffenheit, dass für alle Werte von <pn wenigstens eine der 
Grössen 

cos(gpn + #i), cos (gpn -f- $2), cos (gpn + #3) 

<C—-e ist. Wenigstens eine von diesen, etwa die erste, erfüllt 
diese Bedingung für unendlich viele von denjenigen Werten 
von n, für die auch (16) besteht. Die unendliche Menge dieser 
n ziehen wir jetzt in Betracht. Für sie gelten also die Unglei-
chungen (16) und 

(17) cos (0>n-j- # ! ) < — £ 

und es ist folglich 

I Cln I C '— ^ ^ ^ ^ ^ 6 ^ £ 
1 n2 

Für hinreichend grosse n ist aber infolge von (13) rM .K1 s ;> 3 log n, 
so dass die rechte Seite der vorigen Ungleichung ^>n ist und 
folglich 

lira I an I e~-rn c o s + ^ = 00, 
M r = G O 

wenn n die durch (16) und (17) bestimmten Werte durchläuft. 
Das gewonnene Resultat steht aber im Widerspruch mit (15), und 
unsere Antithese ist somit falsch, mit anderen Worten, die Reihe 
konvergiert absolut in jedem Punkt innerhalb des Dreiecks, 
w. z. b. w. 

II. 
6. Satz V: Wenn 

(18) 1 Iimgplt = O 
M = G O 

ist, so besteht der absolute Konvergenzbereich der Reihe (1) aus einer 
Halbebene, welche IinTcs durch eine Parallele zur Achse des Imagi-
nären begrenzt ist1). 

Damit der Bereich der Konvergenz im gewöhnlichen Sinne auch 
von derselben Beschaffenheit wäre, ist es hinreichend, dass ausser 
(18) die Bedingung 

1) Die Konvergenzgerade kann auch im Unendlichen liegen, und 
die Reihe konvergiert dann entweder überall oder nirgends. 
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(a) l o g n = o (rn) 

erfüllt sei oder für alle n eine von den Bedingungen (e ;> 0) 

£ 
(b) rn-j-i rn~^> 

n i + e 

log n == O (r„) 

\ ^ log«n 
r n-t-1 — rn^> — c  

{ n 
« 

gleichzeitig mit einer von den Bedingungen 

(b') (pn + 1 — g)n = 0' 1 

l + e 

(C) 
log n = O (rn) 

n /log« n\ 
9>«+t = )' 

(d') die Cpn ändern sich von einer Stelle an monoton 

bestehe. 

In jedem endlichen abgeschlossenen Bereiche, der nebst seinem 
Hande nur aus inneren Punkten des Konvergenzbereiches besteht, 
konvergiert die Reihe (1) in den genannten Fällen gleichmässig und 
stellt folglich eine reguläre analytische Funktion dar. 

Der erste. Teil des Satzes folgt unmittelbar aus Satz I. Aus 
Satz IV folgt auch der letztere Teil des Satzes in bezug auf die 
Bedingung (a). Im folgenden wird ein direkter Beweis auch 
hinsichtlich dieser Bedingung gegeben. Um den übrig bleiben-
den Teil unseres Satzes zu beweisen, nehmen wir an, dass die 
Reihe (1) im Punkte s = s0 konvergiert.. Ohne Beschränkung der 
Allgemeinheit können wir annehmen, dass so = 0 ist, und wir 
setzen dann 

(19) S = R e i i p . 

Bs handelt sich offenbar lediglich um den Naclrweis der gleich-
mässigen Konvergenz der Reihe (I) in einem Bereiche, der durch 
die Ungleichungen 

Jt 
2 

'+2d<$<~-2d ( o < 2 < S < | \ , 

R0 < B < B1 (B0 > 0, B1 endlich) 

bestimmt ist. 
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Wir bezeichnen 
V 

(•21) A(v)~ yjan, 
tl—1 

so dass wegen der Konvergenz der Reihe (I) für s = 0 für alle v 

\A(v)\<A 

ist, wo A eine Konstante bedeutet. Mit Hilfe der partiellen 
Summation bekommt man 

w w 
(22) I Yan e~Xn s | == ± (A (n) — A (n — 1)) e ~ Xn s 

t»=v n ~ v 

w 
= 2JA (n) (e ~ XnS — e~ ^n+1 s) — A (v — 1) e ~ Xvs 

nznv 
+ A (W) e — s , 

woraus 
<w W 

(•23) I 
nzzzv n~v 

folgt. Hierbei ist 
An-)-1 

Mn ~e~XnS — e ~ ^m+1 s = s J* e~us du , 

An 

(24) pv = A ( V _ i) e - ^ s — A (w) e ~ ^w+1 s . 

Mit Rücksicht auf (19) ergibt sich weiter 

Mn = Nn + K , 

wo 
(pn+l 

(25) Nn = irnBei(p fe~rnRei{(p + ^)ei<Pd(p , 

(f)n 

Tn+1 N 

iV • -- Be'fo"*+1 + f + (26) 

Tn 

S 
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Folglich ist -L 
W W W 

(27) Z W A + I : \ K \ -
n—v n=v n~v 

Um nachzuweisen, dass die linke Seite von (23) gleichmässig 
zu 0 strebt, wenn s in dem Bereich (20) liegt und v zunimmt, 
brauchen wir infolge von (27) nur zu zeigen, dass dann 

w w 
(28) P,, I\Nn\, 21-NiI 

n—v n~v 

gleichmässig gegen 0 konvergieren. 
Aus der Voraussetzung (18) folgt, dass für hinreichend 

grosse n (n~>n0) 
~ <5<gp w <<5 

ist, so dass für alle s im Gebiete (20) 

^ I « i ^ ^ ^ * 

— 2~^ ^ 2 — 
und daher 

cos (gp„ -f- ¢) > sin d 

ist. (24) liefert nun zunächst für vL>n0 

I Pv j <C A (e ~~ Tv R c o s ^ -f- e — ^+1 R cos (¢'"'+1 ~t~ ^)) 
fio s i n J e — r w - \ - i B0 s i n Sj 

woraus folgt, dass |P v \ gleichmässig zu 0 strebt. 

Aus (25) findet man weiter für nL>n0 

j Nn I ^ rn R 

<pn-\-l 

— rnR COS (<p - f - <P) ^ 

(pn 

^ rn R11 <pM+i — q)n\e~rnRo sm 6 

und daher für hinreichend grosse n 

I JVm I ^ I (pn+1 — yn I e ~~ rn 7I , 

wo rj eine positive Konstante bedeutet. Der Beweis unserer Be-
hauptung hinsichtlich des zweiten der Ausdrücke (28) ist hiermit 
zum Nachweis von 
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(29) lim JTl^n+i — <Pn\e~ r n r I = O 
V=ZOO 

n~v 

zurückgeführt. 

Ist erstens die Bedingung (a) erfüllt, so ist für hinreichend 
grosse n 

j q)»+1 — <pn I e ~ rn 7I < e ~ 2 log n = ~ , 

woraus wegen der Konvergenz von sogleich das Bestehen 

von (29) folgt. Wenn zweitens (b') erfüllt ist, so ist das allge-
meine Glied der Summe (29), wenn n hinreichend gross ist, 

1 V7 1 
<C woraus wegen der Konvergenz von 2*-^r £ wieder (29) 

folgt. Ist drittens (c/) erfüllt, so ergibt sich für hinreichend 
grosse n , 

J (pn+i — <pn \e~ rn 7/ < k ^ 71 C ~~ Vl log n < 1 , 1 ^ 1 n 

wo 7}.> sowie k und r/. positive Konstanten bezeichnen. Hieraus 
folgt, wie im völligen Falle, die Richtigkeit von (29). Wenn 
schliesslich die Bedingung (d') z. B. derart erfüllt ist, dass die 
ipn von einem gewissen n an niemals abnehmen, so ist das all-
gertieine Glied von (29), wenn n hinreichend gross ist (n>>n t), 

(/, ; i — qpn, UTid daher ist für V ^ n 1 

w 
2JI (pn ! — q>n I e ~ Tn 7I < (PwJrX — , 
n~v 

woraus wieder wegen (13) das Bestehen von (29) folgt. In der-
selben Weise führt man den Beweis auch im Falle, wenn die 
<]pn von einer gewissen Stelle an niemals zunehmen. 

Aus (26) ergibt sich ferner für n > n 0 

VnJrI fn-t-1 

\N'n\^B J e — rRcoa((pn+i+4>)dr ^B1 Je-rEoSinö dr 

l'n 1"n 

Um zu beweisen, dass der dritte der Ausdrücke (28) gleichmässig 
gegen 0 konvergiert, brauchen wir also nur zu zeigen, dass, 
wenn rj eine positive Konstante ist, 
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Tn+1 

(30) lim y\ I e~rrIdr 
I /# 

lim 2 J \ / * 
h = o o i I 

Tl-V ItS 

Tn 
ist. 

Ist nun zunächst die Bedingung (a) erfüllt, so findet man 
für hinreichend grosse n 

Tn+X 

Ce-
rrIdr = - \ e ~ r n r l — e ~ K e - 2 1 o S n 1  

J r)1 • n 2 ' 

woraus wegen der Konvergenz der Reihe die Richtigkeit 

von (30) folgt. 

Falls (b) oder (c) erfüllt ist, führen wir den Beweis folgen-
dermassen. Wie leicht ersichtlich, ist zunächst 

rn-f-1 rw-\-X . ...7J1 

2 Ce r V drj = Ce r^dr-J- 2 Ce rrIdr 
fJ I «/ n—v̂ J 
rn Tv rn+l 

rn+1 < rn 

1 
^ — (e rvrI-e r^+1 ^)-)-2 (r n — »Vf-i) e rn^1 ? 

^ n=v 
rn+1 < rn 

Weil das erste Glied rechts den Limes 0 hat, ist unser Beweis 
hiermit zum Nachweis von 

(31) lim (rn — rn+1) e rw+x ^ = O 
V~CC n~v 
rn+1 <Tn 

zurückgeführt. 

Ist nun erstens (b) erfüllt, so ist das allgemeine Glied von 

(31), wenn n hinreichend gross ist, < -^ j rp und aus der Konver-
U1-Tc 

genz der Reihe das Bestehen von (30). Wenn 

zweitens (c) erfüllt ist, so ist für hinreichend grosse n 
2 
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I r-vfi — r. I e ~ '"+11 < e ~ ® l oS " < n n1+!? 2 ' 

wo Tj1 und rj2 positive Konstanten bezeichnen. Hieraus folgt (30) 
wie im vorigen Falle. 

Wir haben mithin nachgewiesen, dass die Ausdrücke (28) 
gleichmässig gegen Null konvergieren, womit, wie oben ange-
deutet, unser Satz bewiesen ist. 

Da hinsichtlich der Dirichietschen Reihen mit reellen Xn, 
d. h. mit q>n = 0, die Bedingung (18) und z. B. (b') des vorigen 
Satzes erfüllt sind, so können wir folgenden Satz aussprechen: 

Satz VI: Der absolute Konvergenzbereich der Dirichletschen 
Reihen mit reellen rn 

OO 
2 ^ a n e ~ r n S (lim rn = oo) 

n ~ o o *1=1 

besteht aus einer Halbebene, die links durch eine Parallele zur Achse 
des Imaginären begrenzt ist. 

Damit der Bereich der Konvergenz im gewöhnlichen Sinne von 
derselben Beschaffenheit wäre, ist es hinreichend, dass eine der fol-
genden Bedingungen erfüllt sei: 

(a) log n = o (r„), 

(b) r„+1 — r « > — (e>0) , 

(c) 
I o g w = O ( r n ) , 

^ log5 n 
rn+i — r« > — c —•—. n 

In jedem endlichen abgeschlossenen Bereiche, der nebst seinem 
Rande nur aus inneren Punkten des Konvergenzbereiches besteht, 
konvergiert die Reihe in den genannten Fällen gleichmässig und 
stellt folglich eine reguläre analytische Funktion dar. 

7. Hinsichtlich der Lage der Konvergenzgeraden in den ' 
Sätzen V und VI beweisen wir folgenden Satz, der «ine Verall-
gemeinerung des entsprechenden Satzes in der Theorie der Di-
richletschen Reihen mit reellen In darstellt. 

I 
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Satz T I I : Falls 

(82) lim sup 1~n—h 1 (A = 1, 2,.. .,n — 1)x) 

ist, so sind die Konvergenzabszisse2) a und die Abszisse ß der ab-
soluten Konvergenz der Sätze V und VI durch die Formeln * 

log 
(33) 

(34) 

a = lim sup 
V = O O 

2 a, 

Tv 

log-Z I a* 
ß = lim sup — " = 1 — 

V = OO 

bestimmt, vorausgesetzt dass a bezw. ß positiv ist. 

Den Beweis der ersteren Formel führen wir in zwei Teilen. 
Zuerst nehmen wir an, dass (vgl. (21)) 

... log I A(v)\ lim SUp —5-L—L-Z.i = OJ 
rv 

ist, und zeigen, dass die Reihe (1) für s = co -f- 2 ö (<5>0) kon-
vergiert. 

Für hinreichend grosse n (nj>n0) ist nach der Annahme 

log |4(v) | . 
rv 

0)- ) -0 

und mithin 

IA (v) K e rv (°»+ rf) 

Aus (22) folgt also für v j>n0 

(35) Y a„ e )jh (dt -(- 2 ö) 
^ 2 1 M n I I Qv-1 I - f " I Q ™ I > 

1) Falls die Bedingung (b) des Ratzes V bezw. VI erfüllt ist, fällt 
(32) aus, denn (b) liefert zunächst 

n—1 n—1 
rn—h rn —- (rv rv-|_i) ^ . <C' y1 . , 

v~n—h v~n—h n=l 

woraus wegen der Konvergenz der letzten Reihe (32) folgt. 
2) Unter der Konvergenzabszisse versteht man den Abstand der 

Konvergenzgeraden von der Achse des Imaginären. 
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wo zur Abkürzung 
Xn-J-I 

AIn=gn fe-u(°> + 2Vdu , 

Xn 

Qn = ß (^n+1 > tPn-J-1) 

und hierbei wieder 

gn = (co Jr 2 d) e rn rf), 
(36) 

An (r, #>) = r (co -]- 2 õ) cos q) — rn (co -j- (5) 

gesetzt ist. Weil infolge von (18) und (32), wenn r im Inter-
valle (rM, i) und (p im Intervalle (q>n, q>n+i) liegt, für hin-
reichend grosse n 

(37) (o < ^ < (5) 
r 

ist, so ist 
lim Qn = O . 

n~ GO 

Um unsere Behauptung, die tatsächlich nichts anderes aussagt,, 
als dass die linke Seite von (35) für v=co den Limes 0 hat, 
zu beweisen, haben wir somit lediglich den Nachweis des Be-
stehens von 

w „ 

(38) l i m j ^ | i l f n | = 0 

zu erbringen. 
Es lässt sich 

Mn = gn{N» + N'n) 

schreiben, wo 
<pn+l 

(39) Nn = i r n J e ^ - r n ^ + 2^ e l < pe i <Pdq> , 

<pn 

Tn-J-I 

(40) N'n = ei<f>»+X J i C - r (®+ 2 r f )® 1 9 P w + 1 <ir 

Tn 
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— :  

gesetzt ist. Daher 'ist 

W W W 

(41) I\X»\*Z9»\N.\ + Zg.\xr.\-
n~v n=x> 

Wir zeigen nun, dass 

w 

(42) lim 2Jgn\Nn\ = 0 , 

(43) 

ist. 

Um 2 V » ™ = O 
V=OO 

n—v 

Nach (39) und (36) finden wir zunächst 

gn I Nn |s= Tn (CO + 2 0 ) / 
<fn 

e — hn (rn, <p) J j 

woraus wegen (37) für hinreichend grosse n 

gn I Nn j Tn (CO -J- 2 (5) | CpnJri — Cpn \ 6 ~ r« rI 

<\<Pn+l — yn\e-rn^ ( ^ > ^ ! > 0 ) 

folgt. Aus (29) folgt nun unmittelbar das Bestehen von (42). 

(40) und (36) liefern ferner 

9» I N'n I = (co -J- 2 6) 

TnJrI 

e hn (r, (PnJrI) , 

rn 

Wegen (37) ist also für hinreichend grosse n 

0.| JVr; I < ( © + 2(3) 
r n - f l 

f--e rtJdr 

r n 

woraus mit Rücksicht auf (30) das Bestehen von (43) folgt. 

Aus (41) folgt jetzt wegen (42) und (43) das Bestehen von 
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(38) und hieraus schliesslich, wie schon angedeutet, die Richtig-
keit der ursprünglichen Behauptung. 

8. Jetzt nehmen wir umgekehrt an, dass die Reihe (1) für 
s = tf>0 konvergiert. Wir haben also zu beweisen, dass die 
rechte Seite von (33). ^ er ist, mit anderen Worten, wir behaup-
ten, dass, wie klein die positive Zahl õ auch sein mag, für hin-
reichend grosse n 

log I J.(v)| 
rv 

d. h. 

-<0-1-3 <5 

(44) IA (v) I < e rv (ö + 3 rf) 

ist. 

Wir setzen 
V 

B (v) — Yan e ~ An ö 

n—1 

und bestimmen eine positive Zahl B derart, dass für alle v 

\B(v)\<B N 

ist, was infolge der Annahme möglich ist. Mit Hilfe der par-
tiellen Summation findet man dann 

V V 

A (v) = an e ~~ Xn °. e Xn a = 5](B (n) — B (n — l))eXn<J 

n = l N = I 

v—1 
= 2JB(n) (e ^

a-Ckn+1 a)-f B{v)elvG , 
n=l 

und daher ist 
v—1 

(45) | A{v)\<B 2?\Mn\ + Berv° , 
n = l 

WO 

Ah—|-1 

Mn = ö Ceuadu f. = O fe""< 

Xn 
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ist. Setzt man weiter der Kürze wegen 

<P*r-f-1 

Nn=ITnO J CTna etVeiVdy , 

(fn 

Tn+1 
— ff gl <pn-f 1 / - T Q e * ^n+1 i r Oei 

dr , 

rn 

so ist 

und folglich 

(46) 

Aus 

Mn = Nn + N'n 

v—1 v — 1 v—1 
2 ' | * . I ss 2*1 * » 1 + 2 \ ^ l -
M=I n—1 n = l 

j Nn J = Tn G 

<pn-(-1 

j erna cos <p d <p 

<pn 

^ rn G \ q)n+1 — qpn I e rn a 

ergibt sich für hinreichend grosse n (rC>n0) 

| Ä | S190^4.1 — g»»|e r"(®+^ 

= I <p»+i — 9=>» I e — r" J e r" 2 , 

so dass, wenn rv~p die grösste der Zahlen rx, r2, . . . , rv~i be-
deutet, für v~>n0 

v—1 n0 v—1 
2 : 1 ^ 1 = 2 ^ 1 + 2 " ! ^ - ! 

1 n=l n=«0-|-l 

wo v—:1 
= 2 7 1 # . I + « ' r >'-?*"+2 J ) 2 1 9>«+i - <*>» I e •- r " ' 

n=l n=« 0 + 1 

ist. Da nun der Wert der ersten Summe rechts endlich ist und 
die zweite Summe wegen (29) (r) = <5) für v = QO einen Limes 
hat, so findet man 
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(47) 
v—1 
5J\N n \<Ke r v-p( G + 2 ö \ 

n~ 1 

wo K, wie im folgenden .ZT1 und K2, eine Konstante bedeutet. 
Ferner finden wir 

I 
rn 

rn+i 

e r a c o s <pn+i ^ r 

rM+l 

o CrV-P ^ci ^ 

r n + 1 

6dr 

rn 

und daher ist 

v—1 v—1 
2J\N'n\^oerv-p(<!+*) y; 

rM+i 
r 6 d r 

Tn 

Wegen (30) ist die Summe rechts immer unterhalb einer end-
lichen Schranke, d. h. 

(48) 
v—1 
2J\N'n\<Kle

rv-p(° + s). 
nr=l 

Die Ungleichung (45) in Verbindung mit (46), (47) und (48) 
liefert nun 

\A{v)\CK^erv-p^ + 2 ^ ) , 

woraus sich, mit Rücksicht auf (32), für hinreichend grosse v die 
Ungleichung (44) ergibt. 

Damit ist die Formel (33) vollständig bewiesen. 

Reihe 

<49) 

9. Um die Formel (34) zu beweisen, betrachten wir die 

OO 

y \ a n \ e - ( r n C 0 S ( P ^ s , 

deren Glieder die absoluten Beträge der Glieder der Reihe (I) 
sind, angenommen, dass s reell ist. Wir haben offenbar nur zu 
zeigen, dass die Abszisse der absoluten Konvergenz dieser Di-
richletschen Reihe durch die Formel (34) bestimmt wird. Ordnet 
man die Glieder von (49) nach wachsenden rn cosgp„, so entsteht 
«ine Dirichletsche Reihe mit reellen Xn 
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OO 

(50) 2 j ' \ a n \ e ~ ^ c m < P ^ s , 

deren Konvergenzhalbebene und absolute Konvergenzhalbebene 
zusammenfallen und mit dem absoluten Konvergenzbereiche von 
(49) übereinstimmen. Da die Bedingung (b) des Satzes VI und 
(32) hinsichtlich der Reihe (50) erfüllt sind, so liefert die Formel 
(33) die genannte gemeinsame Konvergenzabszisse und daher ist 

V 

Q r log 2 ' I a J 
ß = lim sup — — ! — J , 

v—cc COS <f>v 

v 
wo 2' j an I die nacheinander folgenden Koeffizienten der Reihe (50) 
bis zum I av | enthält. Der Beweis von (34) ist hiermit zum Nach-
weis von 

( 5 !) lim sup fo* 2 1 cinX = I i m S Up loZ2 M 
p=oo rV COS (pv v=00 TvCQSyv 

zurückgeführt. 

Bs sei h die kleinste Zahl, für welche die Summe im Zäh-
ler von 

v+h 
(52) log I1Ian I 

VvJrIi COS q>v-\-h 

alle Glieder der entsprechenden Summe in 

9 
V 

(53) log 2" I aw I 
Tv COS Cpv 

enthält. Dann ist 

rv-\-h cos g)v-\-h < rv cos q>v , 

v-\-h v 

I o g i K I ^ i o g K I 

und folglich (53) == (52). Da aber dieses für alle v gilt, so be-
steht diese Relation auch in bezug auf die Limes superiores 
der betreffenden Ausdrücke, mit anderen Worten, die rechte 
Seite von (51) ist nicht grösser als die linke. Dass der erstere 
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Ausdruck auch nicht kleiner als der letztere ist, zeigt man fol-
gendermassen. 

Wie ohne weiteres klar, gibt es eine nicht negative ganze 
Zahl h von der Beschaffenheit, dass die Summe im Zähler von 

v—k 
(54) log X I Ow I ^ 

Tv—Jc COS (fv—Tc 

alle Glieder der entsprechenden Summe in 

V 

(55) log 2 j qnJ 
Tv cos g)v 

enthält. Weil der Zähler in (54) gleich oder grösser als der 
Zähler in (55) ist und wegen (18) und (32) 

, . Tv-Ic c o s ( f v — k lim sup — - ig= 1 
v = z o 0

 r T v C O S ( f v 

ist, so ist 
lim sup (55) ^ lim sup (54) 

V=OO v = c o 

d. h. die rechte Seite von (51) ist nicht kleiner als die linke. 
Hiermit ist das Bestehen von (51) und somit die Richtig-

keit der Formel (34) nachgewiesen. 

10. Als ein Beispiel betrachten wir die. Dirichletsche Reihe 
00 1 00 .' . 

= £ e — s (log | Qn | + % arg p«) ? 

W = I W = I 

wo die Zahlen Qn = ßniy* die nach wachsenden yn geordneten 
komplexen Nullstellen mit y„;>0 der RiemannschenZetafunktion 
sind. Wir wollen zeigen, dass der Konvergenzbereich dieser 
Reihe aus derjenigen Halbebene besteht, die links durch die Ge-
rade 9¾ (s) = l begrenzt ist. 

Bei unserer Reihe ist 

rH = VrHog I Qn |)
2~+ (arg Qn)

2 , 

4. arg Qn 
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Hinsichtlich der ßn wissen wir, dass 

0<ßn<l 

ist, und aus der bekannten v. Mangoldtschen Formel ergibt sich 

7t 

Hieraus folgt nun leicht 

log I Qn I = Iog y « + O |»2-j , 

arg9„ = f + 0 ( i ) . 

Die Bedingung (18) des Satzes V ist also erfüllt. Wir zeigen 
ferner, dass die Bedingungen (c) und (c') desselben Satzes auch 

A = O / l o g ^ 
Yn \ n J bestehen. Mit Rücksicht auf — = O | — 1 findet man zunächst 
Yr 

r« = I/ Ioga
y* + ^- +O j lognj 

und weiter, da yn+i> y« ist, 

log n 
r„+i — r n J> —c — — . . n 

Da ausserdem 7 

log n = O (log yn) = O (r„) 

ist, so ist hiermit das Bestehen von (c) nachgewiesen. Ferner 
ergibt sich 

^ = a r c t g ( ^ + 0 ( I ) ) , 

woraus leicht 

^ - , » = o (lok - ITgy+0 (ä=011-2F) 
hergeleitet wird. Die Bedingung (c') ist somit gleichfalls er-
füllt und der Konvergenzbereich ist daher nach Satz V eine 
Halbebene. 

Da offenbar 
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lim sup ? = 1 
n=oo Tn 

ist, so lässt sich die Konvergenzabszisse durch die Formel (33) 
bestimmen, und man erhält 

a = lim sup - = lim — = 1. 
v=oo rv „=oo Io g?v 

Aus (34) folgt ebenso, dass auch ß — \ ist. 

11. Zum Schluss wollen wir eine Dirichletsche Reihe be-
handeln, die uns u. a, lehrt, dass die 'Bedingung (18) des Satzes 
V allein dafür nicht hinreichend ist, dass der Konvergenzbereich 
eine Halbebene ist, auch dann nicht, wenn die rn monoton zu : 

nehmen. 

Wie leicht ersichtlich sind in bezug auf die Dirichletschen 
Reihen 

00 i y L p — 0 (log 2 W — i) s 

„ _ , ( 0 < e < D 
y 1 e — & (log (2 n + 1) -j- I) S 

die Bedingungen (18), (b) und (d') des Satzes V erfüllt, und folg-
lich ist der Ko'nvergenzbereich der beiden Reihen eine Halb-
ebene. Da weiter die Bedingung (32) des Satzes VII ebenfalls 
erfüllt ist, so lassen sich die Konvergenzabszissen a und ß durch 
die Formeln (33) und (34) bestimmen, und wir finden durch 
einfache Rechnung, dass bei den beiden Reihen a = ß = 1 ist. 

Bei der Dirichletschen Reihe 

D n
e - 6>(i°gn — (—l)«t)« 

(57) ^ n I S e 

W=I 
•/ 

die die Summe der obigen -Reihen ist, wachsen die r„ monoton und 

(pn = —(— l r arc tg 
(log n) ' 

so dass die Bedingung (18) des Satzes V erfüllt ist. Der ab-
solute Konvergenzbereich ist somit eine Halbebene und die 
Formel (34) l iefer t /?=1. Alles dieses folgt natürlich schon aus 
den obigen Resultaten. Da aber keine der Bedingungen (a), (b'), 
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(c'), (cT) des genannten Satzes erfüllt ist, sagt der Satz nichts 
weiteres über die Konvergenz der Reihe (57) aus. Wir wollen nun 
direkt beweisen, dass sie tatsächlich nur im Punkt s = O bedingt 
konvergiert. 

Setzt man s = o-\-it und bezeichnet man mit U und — i V 
den reellen bezw. imaginären Teil der Reihe (57), so ergibt sich 

oo / -I \n 
(58) U= J 7

n l L 9 ^ g i e - (-1)" ®' cos (01 log n - ( -1 ) » 6 ff), 
H=I 

QO / i\n 
,(59) V = 27nl_e(ü^je ~ (~1)n 61 sin 1 loS n - ( — 0 a) • 

n—1 

1°. a >> 1. Wie schon oben bewiesen und wie auch direkt 
aus (58) und (59) hervorgeht, konvergiert dann die Reihe (57) 
und zwar absolut. 

2°. a = O und t = 0. In diesem Falle ist V = O und 

co ( iy« 

n 1—0 
W = I 

und wegen der Konvergenz dieser Reihe konvergiert auch die 
Reihe (57). 

3°. õ='1, 0=1=0 und t = 0. Dann ist 

(60) 7 = - 8 i n 0 <t 
n=l 

und daher 

| 7 |>s in0 | f f|i ' i . 
n=l 

Da die Reihe rechts divergiert, so divergiert auch (60) und folg-
lich (57). 

4°. (T = ö und *4=0. In diesem Falle geht (59) in 

(61) V = ~ (~1)M @ t sin (@*logn) 
n=l 

über. Wir nehmen zuerst an, dass £>>0 ist. Bs sei dann Je eine 
positive ganze Zahl und Alt die Summe derjenigen Glieder der 
Reihe (61), bei denen 
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(62) 2 Jc <C log n <C 2 kn-\- ^ 
Z 4 

d. h. 

(63) a < n < ß 

ist, wenn 

2fcrt + f 

a = e ~ ~ Õ T ^ , 

2 * * + ?? 
6>* 

gesetzt wird. Falls das kleinste n in diesem Intervalle eine ge-
rade Zahl ist, wird sie jedoch von Ah ausgeschlossen. Weil nun 

1 * —~ und s in(0f log?i) im betreffenden Intervalle abnehmen, so 
ni—& 

ist offenbar 

I a / at — au v v sin (Otflogn) 
(64) \Ah\>(e&t — e o t ) ± — 3 - 1 , 

a<n<ß 

wo der Strich andeutet, dass n nur die ungeraden Zahlen des 
Intervalls (63) durchläuft. Wegen (62) ist ferner 

ß 
yv sin ( 8 f l o g » ) 1 y> 1 1 ( J x 

(65) 2* n\—& ] / 2 w n^—® 2l/"~2 I 
a<n<ß a<n<ß a+2 

= i e 7 f t f 9 - ( 0 + 2 ) 9 ) ' 

Für hinreichend grosse k ist 

OT I 5 n 
2 k n -f- -— 

a + 2 < « e t 

und daher 
2 k ii I 3jt 5 % 

ß® — (a -[- 2)® >-e 1 \eu -

l)a hier die rechte Seite für k= qo über alle Grenzen wächst, so 
ist wegen (64) und (65) auch in bezug auf j Ak | dasselbe der Fall, 
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und folglich divergiert die Reihe (59), woraus schliesslich die 
Divergenz von (57) folgt. In ähnlicher Weise gelangt man zu 
demselben Resultate auch im Falle £ < 0 . 

5°. — = 1, + 0 und 14= 0. Wir nehmen zuerst an, 
& U 

dass a > 0 und £ > 0 ist. Es sei dann Je eine positive ganze Zahl 
und Ak die Summe derjenigen Glieder von (59), für welche 
gleichzeitig 

(2 Tc~\~ 1) st— l o g t t + ® 0~J>2TeJi-\- ~ , 
2 £ 

(2 Jc—1) j r- j-—<< Otf logn— ®ö<L'2Tctt—^ 
2 2 

d. h. 
a<Cn <Cß 

ist, wenn 

ß = e <-)f 

gesetzt wird. Dann ist 

M » | > e - 0 i s i n ^ 2 ^ > e - ® ' s i n ~ 

a<n<ß a_|_! 

_ ßt . 6 G, ß O _ f i t . 6 g . 

= e °'sm —log^ = -^ otSin-+o(l) 

und folglich für hinreichend grosse Je 

\M>Yte~0tsin^ • 

Es gibt also, wie gross auch n0 sein mag, in der Reihe (59) eine 
endliche Anzahl aufeinander folgender Glieder, die alle weiter 
vom Anfang als das n0

t e Glied liegen und deren Summe ab-' 
solut genommen grösser als die konstante positive rechte Seite 
der letzten Ungleichung ist. Hieraus folgt, dass die genannte 
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Reihe und somit auch die Reihe (57) divergiert. In ähnlicher 
Weise gelangt man zu demselben Resultate auch in den übrigen 
betreffenden Fällen. 

\TC 
6°. Die Glieder der Reihe (57) wachsen dann 

über alle Grenzen und die Reihe divergiert also. 

Das endgültige Resultat ist also : 

Der Konvergenzbereich der Dirichletschen Reihe (57) besteht aus 
der Halbebene 9¾ (s) > 1 und dem isolierten Punhte s = 0, und die 
Reihe konvergiert bedingt nur in dem letztgenannten Punkte. 


