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I. Подход к ревению задач о терминале и пределе групп, 
развитый в fl] и [4], существшно опирается на известну]э 
теорему Л.А.Калужвина р том, что финитдая (инвариантная) 
стабильность точного действия группы влечет ее нильпотент­
ность» Назваиние задачи, однако, 1югут быть отнесены также 
к юыопфуппам. Подтому представляет некоторый интерес обоб­
щение теоремы Калужнина на полугруппы, что и является ос­
новной целью данной заметки. 

> 2. Для конгруэнции CK на полугруппе Г рассмотрим в 
кольце R - ̂  р прашй идеал I (ОС), порожденный всеми 
разностями JT'-cr, <Г€ Г и Ясно, что 
К Ol) является двусторонним вдеалом кольца R и естест­
венно возникает как ядро гомоморфизма полугрупповых колец 

полученного 2-линейным продолжением эпи­
морфизма Г—^Г/ОС, В случае, когда Ot - единичная конг­
руэнция на Г, т.е. СХ определяется множеством Г К Г 
всех пар, идеал 1(01) естественно называть фундаменталь­
ным идеалом для ZP и обозначать Д (Г, Z) или просто Д 
Далее, при всяком натуральном П/ определяем на Г бинарное 
отношение 1^» 

/--(У е в Z Г ; 
ясно, что - конгруэнция на П Назовем ее а-той 
размерной конгруэнцией полугруппы Г относительно В 
случае, когда Г - моноид, содержащий единицу, -класс 
является подмоноидом; обозначим его 0  ̂(Z). Для группы 
Г подмоноид 2) - хорошо известная /г-я размер­
ная подгрзтпа, являющаяся объектом интенсивного внимания 
(см. Гб] я указанную там литературуj. 

Нильпотентность полугрупп будет пониматься в смысле А.И. 
Мальцева. Цзгсть произвольные 
переменные. Полагаем Х©-зс, ~ ^ далее индуктивно 
определяем 
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Согласно С Ä J/полугруппа Г*, элементы которой удовлетворяют 
тоядеству - Уп. •) называется »а-ступешно нильпотент-
ной. Для группы Г получаем здесь обычное понятие п»-сту-
пенной нильпотентности группы ([21, теорема IJ. На любой по­
лугруппе" Г можно рассматривать конгруэнцию 
по многообразию Юг-ступенно нильпотентных полугруш - ми­
нимальную конгруэнцию Oi на Г со свойством Г/(К € Tl .  
Дополнительно полагаем, что - единичное отношение на Р. 
Возникает убывающий ряд конгруэнций на 

который назовем нижним центральным рядом полугруппы Г • За­
метим, что для группы Г содержащие: единицу 1С>,^-классы (п. J 
совпадают с членами нижнего центрального ряда этой группы П 
Выяснение взаимоотношения конгруэнций <1;^ и кажется ин­
тересной задачей. Следует добавить, однако, что уже равенст­
во = 1^2. на полугруппе Г требует (в отличие от группо­
вого случая) выполнения.дополнительных условий типа сепара­
тивности Г-

Как и для групп (см. fl]) можно определить терминал т(Г} 
полугруппы Г и ставить вопрос о выяснении поведения т^-
мина̂ а на классе конечных полугрупп. В частности, можно вы­
сказать предположение, что ТУ (Г, 21) ̂ для всякого 
конечного моноида Г. Далее, рассматривая предельную кон­
груэнцию 0^ С) на полугруппе Г, являющуюся ядром пары 

Г), можно ставить также задачу описания (в 
долугрупповых терминах) этой предельной конгруэнции на клас­
се конечных полугрупп, 

3. Ниже рассматриваются пары, областью действия которых 
является (произвольная) группа, а действующим объектом - по-г 
лугруппа. Дусть (С',Г) ~ некоторая такая пара. Для всякой 
Г'-допустимой инвариантной подгруппы Н в G имеем пару 

ядро которой обозначим Далее, рассмотрим под­

группу Д (Н)^г б, . / ß с ^ 

JiBMMa. для произвольного Ч ^ ̂  и таких элементов 
И-, t Г что л ~ имеет место соотношение 

Локазательствод. Для любых J«. w <= (i и g- Г полагаем 
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Очевидно, для дары ( ( л ,  Г )  верво соотнсженже 
Vx,^e 6, /6 Г, Гэс^.^^З =[х,^У-С^,/]; 

дважды пользуясь втжм в внчжслеиях, для щюжзволького 
имеем J ^ А I 

откуда следует требуемое ооотношенже г ' ®j^4 • (А "/<) ! 
Кжасс всех пар (6i,T) указанного в начале пункта типа, 

ядро которых является единичной конгруэнциеН на Q является 
многообразиой, которое обозначим j. 1Тсхощя из '1, можно оп­
ределить классы по ощ)еделени1), бс.Г)« •6'^, если 

в группе & сзпцествует такой возрастапщА Г-допустимый 
инвариантный рдд днины i 

Iis ^ (*) 

что все пары , Г), L * -<,2, лежат ь /4. 
Иными словами, элементы полугруппы Г являются равнодейст­
вующими в факторах ряда (^) эндоморфизмами. Для группы Г 
из ( в случав точности пары (Ä , Г) следует ниль­
потентность Примеры матричных полугрупп показываргг, од­
нако, что для полугруппы Г подобный вывод не всегда имеет 
место. Для описания необходимых дополнительных условий ока­
зывается полезным язык квазиколец [5J. Существенным здесь 
является следующий пример. 1^сть Ct - группа, а Г - полу­
группа всех однозначных отображений группы & в себя. Для 
всех CjX е Г и ^ е (Я полагаем что на-
дед^яет полугруппу Г и сложением. Относительно этой новой 
операции Г оказывается группой; добавим, что для каждого 
<Г €- Р противо1Юложный элемент (- <г) определяется формулой 
^*^-5 Рассматриваемые две операции на Г связаны ле­
вой дистрибутивностью (что, вообще говоря, неверно для пра­
вого дистрибутивного закона) и nodToity Г - почтикольцо. 
Выцелим в Г подгруппу относительно сложения S •( порож­
денную всеми эндоморфизмами группы G; элементы из Ь {Qi,) 
называются квазжэццоморфизмами группы G. Эта аддитивная 
подгруппа замкнута и относительно умножения, т.е. ^((Я) -
квазикольцо. Заметим, что L (для абелевой группы G 
совпадает с кольцом find G.. 
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Пусть - сопроводцшхщй пару гомоморфизм 
представления. Пару *( G(, Р) назовем к-стабжиной, еслж 
((я, Г)е в дистрибутивно порожденном почтикодьцв Ь>(^) 
квазиэнцоморфизмов группы (л существует такой элемент О, 
который перестановочен в со всеми разностями 
(*-1 ß ̂  ряд (*) (9-инвариантен, а в факторах этого 
ряда элементы из Г равнодействуют с 0, 

4. Оказывается, верна 
Теорема. Если точная пара является «^стабильной, то 

действующая полугруппа (iv -1) -ступенно) нильпотвнтна 
по Мальцеву. 

Доказательство проведем индукцией по ru • 
Для утверждение теоремы тривиально. Рассмотрим 

случай »V-S.2. Точность njapH (бс,Г) позволяет считать 
Г подмножеством квазикольца Ь (6tпричем элементы из 
Г являются в Ь (<я} дистрибутивныш элементами. Фик­
сируем любые ,̂ р> и из Г, а из , и пусть $ -
сопровождащий 2-стабильную пару ) квазиевдоморфизм 
из ŽJ ((Я). Обозначим 4 ; ̂  тогда существует е Сц, 
что ^ Имеем также ^ ̂  Q: , Пользуясь до­

казанной выше леммой, видим, что верны следущив выкладки: 

'  = , M-fK  ü ^ - * >  = 

1Л) Г \  -

--

откуда,в силу точности пары ( (я, вытекает <*•/!jt - Л4<1-Слв^ 
довательно, в полугруппе выполнено тождество - i// 
и тем самым она 'i-HHJibnoTeHTa. 

Считаем утверждение теоремы верным для вссх точных тг-
стабильных пар, im, < > 

Далее, пусть {Ск,С) - любая точнм ^»-стабильная па­
ра. Согласно определению, в группе G имеется ряд («), от­
носительно которого полугруппа Г* действует стабильно. 
Введем на Г конгруэнции ~ Кег (̂ ) и 
- Кег , Г]. В силу предположения индукции.фактор-
полугруппы r/'fcj и Г1%.^ л&яв.ч ь, откуда 
следует ̂ £ Tl ̂  , ибо Г / является 
подполугруппой в Г /  X  .  
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в определяющем (л.-2}-нильпотентность полугрупп тож­
дестве прадед« встречающимся в левой и пра­
вой части переменньм ^ t, ^произвольно) 
фикслрованные значения на элементах полугруппы Г. Пусть сг 
ж Z - соответствующие значения для и Ъ-л-х ^ Из 
Г/и^ п 4:^ € следует, что <Г-т П icj. Поэтому 
при любом ^ ̂  & имеем ^ (^od G,«)- полагаем 

При A4 имеем также | -г«Фиксируем 
еще некоторый элемент ^ t •"» Стабильность действия полу­
группы Г относительно рада позволяет провести сле­
дующие вычисления: 

В силу точности СС^,Г) из этого следует б'^х:Отсюда 
вытекает, что в полугруппе Г выполняется тождество 

^л~х , т.е. Г t 
Теорема доказана. 
5. Введенный в ощ>еделении стабильности пары (От,О ква-

эиэндоморфизм 0 может полугруппе Г не принадлежать. Б 
частном случае, когда Р - моноид, понятие стабильности 
пары (бс,Г^ приобретает обычный смысл (в факторах ряда (^) 
элементы из Г действуют тождественно). Согласно теореме 
из предыдущего пункта имеем Г € , Однако можно 
воспользоваться еще и наблюдением: ряд (>) является до­
пустимым для элементов из Г, которые действуя тождествен­
но на факторах этого ряда, являются автоморфизмами (f3j, 
стр. 222). Следовательно, Г является (•г-«)-ступенно ниль-
потентной полугруппой с законом сокращения, и поэтому может 
быть рассмотрена как подполугруппа нильпотентной группы 
(теорема 2 из [2]). 
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R e s ü m e e  

Teatatakse, et Inii poolruhma taime toime on rv^-stabiil-

ne, sils toimir poolrühm OB F ̂  
MaltseTi mõttes. 

ABOUT SBMIAROUP ACTIOIS 
U.KalJtaaid 

S u m m а r 7 

It has been shown here that from fv-stability of а 

faithfal semigroup actlon it follows that the aoting semi-

group is nilpotent in the sense of A.I.Maloev of degree 

»г -1. 
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