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В статье [I] было введено понятие полудримарного почти-
кольца, являющееся естественным обобщением.понятия артинова 
почти-кольца. Далее полупримарные почти-кольца изучались в 
[21. В настоящей работе на множестве классов изоморфных не­
приводимых модулей над полупримарным почти-кольцом вводится 
некоторое отношение частичной упорядочвиности. Максимальные 
в смысле этой упорядоченности модули называются неприводи­
мыми модулями типа I, Оказывается, что эти модули имеют бо­
лее существенное влияние на строение почти-кольца, чем ос­
тальные неприводимые модули. Доказывается ряд структурных 
теорем, в которых участвуют неприводимые модули типа I. 

§1. Основные понятия 

Почти-кольцом называется тройка где -
группа, (ß,*)- полугруппа и выполняются тождества 'vh+tj-

Oiy^ö, где О - аддитивный нейтральный 
элемент группы СЙ,+}. 

ЛЬдулем над почти-кольцом R или просто R-модулем 
называется группа если для всех Ч ^ *1-6 R. оп­
ределены так что а (»VA) = 
и 0п/-0 для всех ^ 

Ядро почти-кольцевого (R-модульного) гомоморфизма на­
зывается идеалом почти-кольца (R-модуля). Символ S ̂  
(А ^ ) означает, что . 5 (Л)есть идеал почти-кольца R 
(ß-модуля (л). 

Обычно эти неприводимые модули называются О-неприводи-
мыми (в теории почти-колец рассматриваются еще 1- и 2-не-
приводимые модули). 1ак как в настоящей статье другого тийа 
неприводимость не рассматривается, то опускаем приставку 0-. 
Соответственно сокращаются и такие понятия, как О-примитив-
ность, О-полупростота и,т.д. 
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Если А и 6 являются подмножествами f^-юдуля (я, то 
обозначим 

( 6 ; = { «о е R I An. ̂  0}, 

Хорошо известно, что изб^&и AR^A следует 

Модуль 6i над почти-кольцом R называется неприводи­
мым, если он цикличен (т.е. ̂  ^ Для некоторого 
и прост (т.е. не имеет R-идеалов, отличных от ,0 и 6 l ) .  
Шожество всех неприводимых модулей над почти-кольцом R 
обозначим через ПОЧТИ-КОЛЬЦО называется примитивным, 
если ОНО обладает точным неприводимым модулем. Пересечение 
дцер всех неприводимых R-модулей называется радикалом 
почти-кольца ß и обозначается через J (1^). Если 
то почти-кольцо R называется полупроотым. 

Почти-кольцо R называется артлвовым, если модуль 
удовлетворяет условшо минимальности для подмодулей. 

NЧтобы определить полупримарное почти-кольцо, определим 
сначала матричное почти-кольцо. Цусть группа Г действует 
автоморфизмами на аддитивно записанной группе Сл и пусть 
9 - такая эквивалентность на , что 

при каадом ^ е Г. С тройкой (" t^i f) свяжем почти-кольцо 
I состоящее из всех таких преобразований к 

группы Gl, что 
1) О «. « О ; 
2) ^ ^ J ̂  j при всех & Г, ^ (к) 
3) ' 

Операциями в этом почти-кольце являются поточечное сложение 
и. композиция отображений. 

Назовем тройку (Г, (i, строго регулярной, если 
1) ^ => /"1 или 0; 
2) фактормножество Gi/j' состоит из конечного числа 

Г-орбит. 
Почти-кольцо К называется матричным, если оно изо­

морфно либо почти-кольцу HoiUp ((я/^, <я), где -
строго регулярная тройка, либо кольцу всех матриц над телом, 
т.е. кольцу всех линейных преобразований некоторого конечно­
мерного векторного пространства Н над телом. В первом слу­

чае С;, а во втором случае н превращается естественным об­
разом в [(-модуль, который в дальнейшем обозначается гк[к)^ 
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Модуль r r \ {K )  определен однозначно о точностью до К-130-
морфизма (см. Г2 3). Если почти-кольцо К содержится в ка­
честве идеала в некотором почти-кольце R, то m (К ) может 
быть рассмотрен как (^-модуль (Г21, лемма 2). 

1Ьчтн-кольцо R называется полупримарным, если в нем 
существует конечный ряд идеал«» 

0 = с с ... с « R , (I) 
факторы которого либо нильпотентны» либо являются матричны­
ми почти-кольцами. Класс всех оолупримарных почти-колец 
обозначим через 01, а соответствующий ряд (1) назовем Oi-

хшдом. Известно Гц, что класс OL включает все артиновы 
почти-кольца и является замкнутым относительно взятия иде­
алов и гомоморфных образов. В.ГхЗ Д0К1Е^[1Ш0. что в каждом 
полупримарном почти-кольце R существует приведенный tJt-рад, 
т.е. Ot-ряд, каждый матричный фактор которого являегр-
ся минимальным идеалом tR /R^. c   теперь (1) является при­
веденным Õt-рядом почти-кольца то все модули 

, где ,матричный фактор, являются 
неприводимыш R-модулями я больше неприводимых R-моду-
лей нет(С2], Teop«ia 3). 

Нам будет полезна следующая простая лемма. 
Лемма I.I. Если в почти-кольце!^ имеется цепочка идеалов 

U c V g i c T t R ,  
для которого фактор-почти-кольца V / U  и T / S  являются 
матричными, то R-модули iniV/U) я пг(Г/5) неизоморфны. 

Доказательство^. Легко убедиться, что V ̂  (0:  ̂ (Т/5))  
но V 1^1ВГп^Г^7и)). ^ 

§2. Тип неп1«водимого R-модуля 

Определение. Если ß - подмодуль R-модуля А и В. 
то назовем R-модуль В/С фактором модуля А. То, что 
R-модуль F изоморфен фактору модуля А, обозначим через 
р ij; А. Если при этом F и А яеизоморфны, то пишем 
F ̂  А. 

Из определения непосредственно следует импликят^ия 
А ^ 5 •==$» (0: А )j^ 2 (0: б)^ . С2) 

Обозначим через CA] кла^с всех R-модулей, изоморф­
ных Я-модулю А и положим 

С А З  ^  В .  
Также положим 
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С>(«)^{Гбс j  I 6  е 

Цусть далее й € (?t. Легко видеть, что в этом случае • 
является отношением частичной упорядоченности на Дейст­
вительно, рефлексивность и транзитивность очевидны, а анти­
симметричность следует из (2), так как неизоморфные непри­
водимые модули над полупримарным дочти-кольцом имеют раз­
личные ядра(Г23, теорема 3J. 

Определение. Назовем типом неприводимого модуля над по-
лупримарным почти-кольцом R максимальное натуральное 
число к, для которого существуют 6t,, •'» , такие 
что 

Cl  -  ч . 
Обозначим тип модуля (Я через i ( 6.). 

Нашей ближайшей целью является нахоящение другой харак-
теризации понятия типа. 

Обозначим через SC?) сумму всех нетривиальных (т.е., 
с ненулевым квадратом] минимальных идеалов почти-кольца R. 
Верна 

Лемма 2.1. Если R то 
1) S iR) является прямой суммой конечного числа мини­

мальных идеалов почти-кольца R, каждый из которых - мат­
ричное почти-кольцо; 

2) S(f^) имеет левую единицу; 
3) S (R) является прямой сушой правых идеалов почти-

кольца I?I каждый из которых - неприводимый R-модуль. 
^oK^aTe^bCTBOj^ Докажем сначала первое утвервдение. Из 

теории мультиоператорных групп следует, что S{<2) является 
прямой суммой некоторого множества нетривиальных минималь­
ных идеалов , ieÖ {fs], стр. 49). Известно, что, 
каждый из этих идеалов является матричным почти-кольцом 
([21, теорема I) и все R-модули неприводшш ( [ 2 ] ,  
следствие 2). По лемме I.I все R-модули т(5^) попарно 
неизоморфны. Таким образом, множество 3 конечно, по­
скольку над полупримарным почти-кольцом существует лишь 
конечное число попарно неизоморфных неприводимых модулей 
{Г2], следствие 5). 

Утверждения 2) и 3J следуюя: непосредственно из уже до­
казанного и теоремы 6 работы СХ]. Лемма доказана. 

Построим в почти-кольце R ряд идеалов 

V I о — "-i — ч - — Tz — > 
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где /FLH 4/^L ̂ SiR/Bi ). Назовем 
этот рад д^З-^ДЦом почти-кольца R. Следующая лемма уста­
навливает основные свойства ^S-ряда полупримарного поч-
ти-кольца. 

Лемма 2.2. Если R е СХ, то 
1) ^5-ряд почти-кольца R достигает R после конеч-

кого чяслй шагов; 
2) факторы кильпотентны, 
3) факторы / В' являются прямыми суммами неприводи­

мых R-модулей, 
4) всякий неприводимый (^^-модуль изоморфен прямому 

слагаемому одного из факторов P^/ Ei. 
ДоказательстМд Допустим, что для каадого натурального 

числа I имеем Тогда для каадого L найдется 
нетривиальный минимальный идеал ^i/^i почти-кольца 
R/Ei. В силу теоремы I и следствия 2 работы [23 почти-
кольца Sl/El являются матричными, а -модули m(Si/ £i) 
неприводимыми. В силу леммы 1.1 модули попарно 
неизоморфны, что снова приводит к противоречию с тем, что 
над полупримарным почти-кольцом существует лишь . конечное 
число попарно неизоморфных неприводимых модулей. 

Пусть . Тогда не имеет нетривиальных 
минимальных идеалов. Если R = > то R / Е^ содержит 
ненулевой нильпотентный идеал ([^1, теорема I). Но это про­
тиворечит тому, что Е^/является наибольшим нильпо-
тентным идеалом почти-кольца ([2], следствие 10). 
Следовательно, - R". 

Утверадение 2) вытекает из следствия 10 работы [2J, а 
3) из леяаш 2.1. Поскольку по лемме 2.1 каадый фактор I^/Ei 
является прямой суммой минимальных идеалов почти-кольца 
R/f;,, являющихся матричными дочти-кольцами, то ̂ 5-ряд до­
пускает уплотнение, являющийся приведенным (7(.-рядом. От­
сюда следует утверадение 4). Лемма доказана. 

Далее исследуем взаимосвязь меаду неприводимыми /^-мо­
дулями, содержащихся в качестве прямых слагаемых в различ­
ных факторах fr / t ̂ -

Лемма 2.3. Цусть ß t üt и (д-,, ̂ г: . Если 
и G*.: .изоморфен прямому слагаемому фактора II. /£•, 1,-^ 2)^ 
то V; • 

^окаэательство^5_ Предположим от противного, что ^ й . 
Поскольку (Я, -с (лг . то 
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(0: й,)^ э 10: (it)„ . (3j 

В силу предположения найдутся миншальвые идеалы 
почти-колец также что öj(Tj/f£•) {j ~ 
Ясно, что ^0. Докажем, что 6^1^=0 " т®" 
мым приходим к противоречи]» с (3). 

Если If < , то 7J с F[ и» 
следовательно, тгО. 

Цусть теперь 1^-= ii,. Тогда Tj Т^^жбо иначе бнло 
бы ^ g Äi,. В силу минимальности идеалов TJ / £^ л 
в Q / El получим Т1Т| S 7^ , т.е. 
(Ti_/£i^)Tji =гО. Так как матричное почти-кольцо 
рассматриваемое как R-модуль, изоморфно конечно! прямой 
степени модуля (Т^/ ) (1^], л®ша IJ, то Лем­
ма доказана. 

Лемма 2.4. Цусть ReOt и 7'?7;?.ЕСЛЖ изомор­
фен прямому слагаемому фактора /Ее ^S-ряда или R, 
причем L >1^ то найдется такой что изо­
морфен прямому слагаемому фактора / E-c-i ® 

Доказательство^ Обозначим R' - R / Еi_,, F« -^ 
По лемме 2.1 F/  I  имеет левую единицу г'. Тогда 

(4) 
где и )j^/. Из (4) следуют канонические изомор-
физмк i  ̂

R/F..^ = RVr-;.;«c'. 

Обозначим канонический изоморфизм из на Ü' через 

f-
Б силу выбора 6^^ существует минимальный идеал 

T/£̂ -«4 R/E^ так ЧТО (л, ~  ̂ Полагая 

имеем канонический изоморфизм 
r/Ei = (Т/ Fj^ ) /fEi /F{.,) = У'/Х'. 

Следовательно, УУХ' имеет левую единицу и, как R-
модуль, изоморфно конечной прямой степени R-модуля (я, • 

Обозначим через X класс всех неприводимых R-моду-
лей, изоморфных прямым слагаемым R-модуля . Докажем, 
что найдутся Gj, 6 и ^ € G, такие, что У. 
Предположим от противного, что 
б0^3£.Из нашего предположения следует, что К^'^КУ^для 
всех подмножеств К из любого Сх Л' • Но тогда также 
К X = К V для любого натурального числа п,. Поскольку 
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)(• ='f (^t / J, то на4цетс5я tx,, такое что Л''^ = 0. 
Значит, У' нильпотентен по модулю идеала l'-H (0:6iLr 

Докажем, что 1 - 0 .  Так как является прямой 
суммой /?-мо^лей из X , то Т' z (О : Р- .Поскольку 

R'=R/eo., ̂  

" '=с-< /'"c-i ' 3 (•?'>= о. Значит, R' ие 
имеет ненулевых нильпотентных идеалов ([67, следствие 2.8). 
Следовательно, если I V О ̂то он содержит нетривиальный ми­
нимальный идеал S' ([2], теорема Ii. Но тогда 1'з 
что противоречит условию Г'= (0^ )д/. 

Из I'=ö следует, что У - нильпотентный идеал поч-
ти-кольца ß'^ но это противоречит наличию в У7Х' левой 
единицы. Следовательно, существуют (л^Л и ^6 (л, такие 

что ̂  ̂ ̂  ̂ , j 
Поскольку Vj то ^ ̂ ® фактормодуль 

является гомонюрфным образом ß-модуля У ' / Х ' .  Так как у/^' 
является прямой суммой изоморфных копий неприводинюго R-
модуля (я^ /то таким же является и оУ/^Х': 

^У7 ̂ Х'- ̂ '0. Д 
где В J / а X ' - (д^. Следоватеш>но, ^ (д^ .По определению 

существует такой минимальный идеал ^ R /1: > 
что iv f В с-4 ) . Тогда во 

(3i^ V £е 6.^ /^_j Q ö,f El - о. 
Значит, и тем самым 

Теорема 2.5. Тип неприводимого «юдуля над полупри-
марным почти-кольцом R равен « тогда и только тогда, когда 
&. изоморфен прямому слагаемому фактора "^^-ряда поч-

ти-кольца fi. 
Доказательство^, По лемме 2.2 найдется такое к., что ^ 

изоморфен прямому слагаемому фактора I > Тогда из лем­
мы 2.3 следует t ((зс) ̂  К , а лемма 2.4 дает i (6.) ̂  к . 
Следовательно, t (öc) - К , что и требовалось доказать. 

§3. Неприводимые модули типа 1 

В настоящем параграфе мы покажем, что не все неприводи­
мые модули имеют одинаковое влияние на строение почти-коль-
иа. Более сильное влияние имеют неприводимые модули типа 1. 
В самом деле это нельзя считать неожиданностью, так как не­
приводимые модули типа I содержат "все остальные неприводи­
мые модули в качестве факторов. 
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Предложение 3.1. Если ^ Ol ̂ то 
1) всякий неприводимый -модуль изоморфен фактору не­

которого неприводимого j?-модуля типа I, • 
2) l(R)=n(0:G)o 

^ ' 

Доказательство. Первое утверждение следует непосредст­
венно из определения типа неприводимого |?-модуля, а вто­
рое следует из первого и импликации (2). 

Лемма 3.2. Цусть R е. Ot и <Я - точный неприводимый 
ß -модуль. Тогда является единственным неприводимым R-
модулем типа I. 

^оказате^ствод Так как почти-кольцо R примитивно, то 
оно первично, т.е. произведение ненулевых идеалов почти-
кольца R отлично от нуля ([6], теорема 3.1). Следова­
тельно, R не имеет ненулевых нильпотентных идеалов и тем 
самым - О. В силу первичности ß имеет единственный 
нетривиальный минимальный идеал S и тогда - 5 • 

Если G. ̂  б^^^где ^ Ü = (О: <Я 5(О 
Следовательно, (О: (5) ̂ = (0: 61и <Х~ fz <0.^ (L2 J, теорема 
3j. Значит, t (Ä ) 

По теореме 2.5 всякий неприводимый R-модуль 6L типа 1 
изоморфен прямому слагаемому й-модуля S. Поскольку 5 
изоморфно прямой степени неприводилюго Й-модуля па (5), то 
Ci <5-12 (5). 

Предложение 3.3. Если ^ и , (я^ , то 

с? (О : . 

Доказательство^. Импликация следует из (2J. Докажем 
обратную импликацию. Пусть (ОГ (кJ2 (Oi(  )^^to y   
является точным неприводимым модулем над полупримарным поч-
ти-кольцом R'-R/(0: (Яг)й ' В силу леммы 3.2 он является 
с точностью до изоморфизма единственным неприводимым -мо­
дулем типа I. Так как (О: «ро можно рас­
сматривать как ß-модуль и явно 6. 771 g'. По предложению 
3.1 имеем (я^ Ясно, что это соотношение сохраняется 
при переходе к R* Предложение доказано. 

Далее покажем, что всякое полупростое полупримарное 
почти-кольцо имеет единственное разложение в несократимое 
подпрямое произведение примитивных почти-колец. Последними 
примитивными почти-кольцами оказываются в точности 1^/(0:6^-)^^ 
где - неприводимые R-модули типа 1. 
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, Напомним, что почти-кольцо R является тогда л только 
тогда подпрямым произведением своих фактор-лочти-колец R/Sü 
L 4 когда , П 5^ =0. Еади,кроме того,.Л Si Фо при 
любом собствегаЬм подмножестве ^ с J, то гою^игг, что это 
подпрямое разложение несократи»^. 

Теорема 3.4. Щгсть (X ,  О  и<Яо* " /^л -
все имеющиеся попарно неизомор^^е неприводимые {^-модули 
типа I. Тогда R является-несократимым подпрямш произве­
дением почти-колец R / iOt (Xi)f^ , , п. Это един­
ственное разложение R в несократ1$мое подпрямое произве­
дение примитивных почти-колец.. ^ 

Доказательство^ В силу предложения 3.1 имеем .П = 
•z.0^ Значит, Р является подпрямым произведением почти-
колец / {О t б i) . 

Из конечности числа неприводимых ß-модулей следует, 
что разложения Й в несократимое подпрямое произведение 
примитивных почти-колец существуют. Цусть R является не-
сократившм подпрямым произведением почти-колец R / S ̂, где 

Si. - (Ö г u't )ß , õi{  ̂ Щц , i-'i) будет 
доказана, если мы покажем, что среди встречаются все 
модули (л^, ..., (kfi ' ̂  

Предположим, что <Л1Ь. Ф0 для всех Тогда 

Sl Sl ' " ~ Ol • • • ^rtv - G. i 
CM. ( CI],лемма 4 ) .  С другой ^ороны 

s  C ^ i Q , S j - & i O = 0 .  
Полученное противоречие показывает, что среди 5; най­

дется такой, что Но тогда SJ = (О ; Су 
откуда по предложению 3.3 получим Си • Так как 
то это дает Теорема доказана. 

Следующее предложение дает необходимое условие для того, 
чтобы полупримарное полупростое почти-кольцо разлагалось в 
прямое произведение примитивных почти-колец. В конце статьи 
мы построим пример 5.3, показывающий, что полученное усло­
вие не является достаточным. Однако это условие вместе с 
примером 5.1 показывает, что далеко не каждое полупростое 
полупримарное почти-кольцо представляется в виде прямой 
суммы примитивных почти-колец. Можно даже сказать, что су­
ществование такого представления является довольно редким 
исключением, а не закономерностью. 
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Предложение 3.5. Если полупримарное полупростое дочти-
кольцо R является прямой суммой примитивных почти-колец, 
то для каадого неприводимого ^-модуля существует 

единствеяный неприводимый R-модуль типа 1, так что 
Ö ̂  а'. 

Доказательство^^ Пусть , где - примитив­
ные почти-кольца. Тогда легко видеть, что > 

Каждое Ri обладает единственным неприводимым модулем''ти­
па 1 (лемма 3.2). Предложение будет доказано, если мы убе­
димся, что модули из разных не могут быть сравнимы в 
с м ы с л е  о т н о ш е н и я  .  1 ^ с т ь  t Т о г ­

да Hi  ̂Hj - О. Значит, ядра ' |̂ -модуле̂  HL И Hj 
не сравнимы в смысле включения. Требуемый результат следует 
теперь из предложения 3.3. 

§4. Об идеальной наследственности радикала J 

В теореме 8 работы [2J была доказана эквивалентность 
четырех условий на полупримарное почти-кольцо ß, каждое из 
которых влечет идеальную наследственность ^ в /?, т.е. 

 ̂(5) = S  ̂  ̂ (R) для каждого идеала S R, Там же было 
отмечено, что эти условия не являются необходимыми, и было 
обещено в дальнейшем опубликовать необходимые и достаточ­
ные условия. Выполним здесь это обещание. 

Теорема 4.1. Следующие условия равносильны для полупри-
марного почти-кольца : 

1)^(S)-= S n ^ t R )  при любом идеале 5  R  .  
2 )  Если и - нильпотентный идеал в R и V/Ü - не­

тривиальный минимальный идеал почти-кольца ß/U, то 
3) Если и - нильпотентный идеал почти-кольца ^ то 

каждый нетривиальный минимальный идеал почти-кольца R/ U 
является простым почти-кольцом. 

4) Если S ̂ и то 

5 }  Если S Р, (л fe и то (л допус­
кает продолжение до R-модуля. 

^,оказательство^. Схема доказательства 

4 )  =^ )  -=»3) =»4)^=^^, 

1)=^2) Пусть и - нильпотентный идеал в R vlMIU -
нетривиальный минимальный идеал в ß/U. Тогда (J £ 1 (\/), 
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Докажем обратное включеиже. Так как U Q,  ̂  —  ̂  
силу I) имеем J ( V )  R ,  т о  у  нас-две возможности; 
9 (J или ^(V)-s\/. В последнем случае V было бы ниль-
потентным ([2], следствие 10), что противоречило бы тому, 
что V/U является матричным почти-колвцом (Г21, теорема 
1) .  

2)с=^3) Д^сть опять U - нильпотентный идеал в и 
У/и ~ нетривиальвий минимальный идеал в R / U. Почти-
кольцо VIU является матрпным([23, теорема I). Если 
V/U является кольцом матриц над телсж, то оно просто. 
Î cTb VIU -Нот г,о где (Г, (я, f) - строго ре­
гулярная тройка. По условию 2} имеем ^(V^) ̂ 0, откуда 
^JiV/ и) ̂  О, Значит, Viu не имеет ненулевых ниль-
потентиых идеалов. Но тогда VIU вообще не имеет ненуле­
вых соботвенных идеалов ([I], теорема 3 J. 

3)==^4) Цусть (д € 17]^ и По теореме 2.5 
модуль G^. изоморфен пршму слагаемо1ог фактора (Е^-
~ SiR/2 (R)). Значит, найдется нетривиальный минимялт.ный 
идеал ̂ L(R) почти-кольца (?/J (/?),такой что 6IC: 
~ С ' / J ())- Так как J (flj нильпотентен (f2], следст­
вие 10), то по условию 3) Т Л (R) является простым почти-
кольцом. 

Докажем, что & - простой Т-модуль. Если Т/ 
изоморфно кольцу матриц над телом, то это очевидно. ]^сть 

Homr;o (Ä/f, йУ, где (r,&,f) - строго 
регулярная тройка. Тогда простота G.p следует из простоты 
почти-кольца Т/ J (R) и из предложения 7 работы [Ij. 

Цусть теперь S R и GiS =#»0. Тогда 
J(ß) £ SnT + ̂ IR) sT 

И В силу минимальности Т/П (ß) либо S ПТ + ̂  
либо 5nT-+-llR)=T» В первом случае 5 О Т(к) и 

Ъ В  =  ( Я Т 5  S  в . ( Г П  5 )  £  ( A ^ C R J - Ö ,  
что противоречит выбору S. 

Значит, S ПТ + 21 IR)-T, откуда Ts S ̂ "J (R). По­
скольку GL 1 (R)- О, то из простоты модуля следует 
простота модуля Кроме того, из Gi 5  ̂О следует,что 
G - циклический S-модуль ([2], лемма 4J. 

4) =^5) Пусть S <» R, и t (j ='//Тогда су­
ществуют G'g и ^ ̂ Gt', т^ие что <д'/ н 
(121, теорема 2). Значит, Согласно предложению 
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3.1 найдется такой, что s/f и 
Значит 65 ̂  (Яд и, по транзитивности, 

Так как t(6ts) то 6{. ^ Gc'\ Таким образом, Gc до­
пускает продолжение до R^ o y  . 

5)=5>2) Пусть снова U - нильпотентный идеал в R и. 
V/U - нетривиальный минимальный идеал в R/U« Как и рань­
ше, получим, что и Q ̂ (R) и V/U является матричным 
почти-кольцом. Следовательно, О £ U ̂  У является Л-
рядом для [/ . Тогда V также обладает приведенным Л-ря-
дом с одним матричным фактором ([1], лемма 14J. Следова­
тельно, V обладает единственным неприводимым модулем 6.= 
= m (V/U). Ясно, что t (бсу )-i и по условию 5) & можно 
считать R-модулем. Поэтому ^ (V) = ( О: б Так как 
' J ( V ) ' ^ V ,  то в силу минимальности V/Ü  получим J ( V ) - U .  

4 ) ^—>1) Пусть S  - ^ R .  Согласно теореме 7 из [2] имеем 
tS) 2 (ß)nSДокажем обратное включение. В силу условия 

4) *3^^^ аннулирует все неприводимые ß-модули типа I. Но 
тогда по предложению 3.1 Теорема доказана. 

Следствие 4.2. Полупримарное дистрибутивно порожденное 
почти-кольцо удовлетворяет условиям 1) -5) теоремы 4.1. 

Доказательство^ Известно [З], что любое дистрибутивно 
порожденное почти-кольцо удовлетворяет условию 1} (впрочем 
также 4) и 5)). 

§5. Примеры 
Первый пример показывает, что среди частично упорядочен­

ных множеств ч.у.м. {Ü(ß), конечных почти-колец R 
встречаются все с точностью до изоморфизма конечные ч.у.м. 

Пример 5.1. Цусть ("3^ -^ ) - некоторое конечное ч.у.м. 
Покажем сначала, что существуют конечная группа 6^, и ее се­
мейство подгрупп fii;, lt. й 3 удовлетворяющие условиям 

a i .  U j 4 = ä .  ; 
Gc2. для каждого et j множество 

непусто. 
i^3BecTH0, что существует конечное множество А имею­

щее семейство подмножеств , t 6 J, такое что 
SR AJ (Г4], стр. 22j. Берем некоторое се­

мейство конечных ненулевых групп Н«. , ^ . и положим 
6i= X'H-dL, (л1=И' , т.е. состоит из тех 
элем^нто^ { t ^ что А.о( - О при d. 4 Легко 
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видеть, что семейство ie О^ удовлетворяет усло­
вие ^1. Условие ^ 2 тоже выполнено, так как каждое 

содержит по крайней мере все элементы вида 
для которых = О при o i^A i  я  Аос  4  О при  ос  €  A l .  

Рассмотри! множество R всех преобразований ти группы . 
Gl, таких что 

ß I. ^ l€ 

R 2» (6i\ и \>о= 0. 
Uj 

Очевидно, это множество является почти-кольцом, а группы 
Q- - R-модулями. 

Докажем, что 0.^ являются неприводимыми /^-модулями. 
Пусть ^ и О Ф /=" Ф (Xl, Берем о Ф ^ cF и 

Легко видёть, что R содержит элемент t, такой 
что но + Тогда 

= что противоречит условию 
S. . ^ 

R ^ ^ -
Докажем, что модулями Я J t исчерпываются 

неприводимые R-модули. Цусть Я - множество всех макси­
мальных элементов ч.у.м. (3,6-), Очевидно, тогда .П 
-О ® для каждого^ fc J. Следователь­
но, R является несократимым подпрямым п^изведением при­
митивных почти-колец R/(0;(ij,)^, i-fe J. По теореме 3.4 
получим, что неприводимые 1^-модули тиш I - это в точ­
ности ß-модули 

Все будет доказано, если мы убедимся, что каждый <л^-, 
t 6^ не имеет нещяБодимых факторов, отличных от подмоду­

лей LfeJ. Пусть Д - подмодуль модуля 6i' 
ßи А/Ь& . Тогда существует <1 € j, так 
что ^ пусть J-e v't П {А\ 0). Щ)вдпо-
ложим от противного, что Ö jt о и берем Ofi-elb» лег­
ко видеть, что ß содержит такой элемент *и, что 
и (4'+^)'Ь'=0. Тогда *-с^ 1Ь, что проти­
воречит условию ß А. 

Следовательно, 6 = 0 д А € Ц у с т ь  A:raß, где 
л 6 А. Тогда о. содержится в некотором , где < fe "J. 
Значит, А = aR » что и требовалось доказать, 

В построенном примере 5.1 в качестве отношения на 
самом деле всюду выступает включение. Следующий пример по­
казывает, что это не обязательно. Существует конечное поч­
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т1-кольцо я и такие неприводжмые R-модули и 
изоморфен фактору R-Moxyjm , но не изоморфен 

нж одному его подмодулю. 
Прю1вр_5д2^, Цусть GL - элементарная абелева группа по-

радка 8 и И и F - ее подгруппы, причем Н :э 
Zj, Г«2^. В качестве R берем множество всех преобразо­

ваний t группы G, действующжх на И эндоморфизмами и 
удовлетворякицих услрвию Вь О. Легко проверить, что 

ж И/ Р являются неприводимывш |?-модулями. Также 
очевидно, что но H/F не изоморфен ни одно­
му подмодулю 1юдуля Gi. Действительно, единствен^ под­
модулем порядка 2 модуля (я является F, но FR =0 .  

Следующий пржмер показывает, что существует конечное 
noüqrnpocToe почти-кольцо, обладающее только двумя неприво-
джмнми модулямж (обе типа 1), но не являщееся прямой сум­
мой примитивных почти-колец. 

Цусть ж - восьмиэлементные под­
группы элементарной абелевой группы А порядка 16, пере-
секаюощеся по четырехэлементной подгруппе Обозначим че­
рез Г некоторую двухэлементную подгруппу группы И. Вас-
смотржм множество R всех преобразований ^ группы Д, 
тажжх что I) (лА S ^ 3j Hv с Г, 4) 
5) С А Л (6i< и Gii )J "v -О. 

Легко убеджться, что R есть иочтж-кольцо, а и (д^ 
являются еджнственными неприводимыми R-модулями. Эти ß-
модули неизоморфны, так как (0*'<5t4),3 ̂ (О ;(я2)^Следовательно, 
один из этих модулей не может быть фактором другого и 

-'f. Ясно, что (0.*(л4)дЛ (0:6^)ß = 0, 
т.е. ß - полупростое почти-кольцо. Если бы ß являлось 
прямой сушюй примитивных почти-колец, то было бы 

Й а (5/(0: Ci,1,3 + ß/f)i6Jg , 
откуда следовало бы 

I ß |  -  IR/4Ö ' .  Ч  ß / ( 0  = G ^ i . ) ( 2 l *  
Однако простой подсчет показывает, что |ß|-S"HK lR/(0:(iJJ= 
-IP/{0!6cz)R1-8'*-4. 

Наконец приведем пример конечного почти-кольца ß и его 
идеала S, для которых Заодно этот 
пример показывает, что ни одно из условий теоремы 4.1 не 
выполняется во всех конечных почти-кольцах. 
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Лример_5д4^, Пусть И - Žg - циклическая группа порядка 
8 и Г - ее группа автомо]^измав, состоящая из I и умно­
жения на 5. Рассмотрим почти-кольцо ß Нмп ̂^(H,ff),OHo со­
держит идеал 5«(0:2.Н)^, который, как легко видеть, 
совпадает с почти-кольцом Нот f.o где 

^ С » или л,^€ ХН. 
Прямая проверка показывает, что HtttfiijjHO И^'^^,так как 
НН '2 И. Значит, по предложению 7 из CIJ, S является ми­
нимальным идеалом в R, но не является простым почти-коль­
цом. Он имеет ненулевой нильпотентный идеал (ЦН:Н^, Следо- ̂ 
вательно, - собственный ненулевой идеал в 5» По-
cKtijibKy 5 - минимальный идеал в ß, то ^(5) ^(ßjoS. 
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TAAHDUMATUTS MOGDULITB KLASSI?IKATSIOOV 

ÜLS POOLFRIH&ARSS RIVaOIDI 

K.Kaarll 

" R e s ü m e e  

Kaesolevas artiklis defineeritakse R-moodulite А ja в, 

kus R on ringoid, Jaoks seos Järgmiselt: Л в; kui 

leiduvad alammoodul С С ja ß -ideaal P С» nii et 

А C/D- Osutub, et poolprimaarse ringoidi ß korral in-

dutseerib defineeritud seos kõigi taandumatute ß-Haooduli-

te isomorfismiklasside hulgal iTl osalise järjestuse. 

Tõestatakse, et iga lõpliku osaliselt jarjestatud hulga 

jaoks, leidub lõplik ringoid millele 0, on osa­
liselt järjestatud hulgaks ( VI , 
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Kasutades defineeritud järjestust tuuakse sisse taandu-

matu R-ffiooduli tuubi noiste, kusjuures antud järjestuse 

mõttes maksimaalsete moodulite tuubiks on 1. Tõestatakse 

rida teoreeme poolprimaarsete ringoidide kohta, kus ilmneb 

ringoidi ehituse sõltuvus tuubiga 1 R-moodulite omadus­

test* 

ШВ CLASSIFIGATIOI OF IBRSDUCIBLB R-OHOUPS 

OVSR А SEiaPRIMARY NSAR-RING 

K.Kaarli 

S u m m а r у 

In this paper irreducible (шоге exaotly, O-i^nreducible) 

ß-groups over а semiprimary near-ring ß (see 

oonsidered. Por irreducible ß-groups Л and ß we define 

А ^ В there exist а R-subgroup С Q Q and а ß-
ideal 0 ̂  С such that Л - С /D. This relation " ̂  " In-

duoes а partial order relation on the set '771 of isomor-

phism classes of irreducible R-groups. 

We рготе that for every finite poset 6) there 

exists а finite near-ring ß häving (Э, iž) as а poeet 

(4'71, ̂ ). Using this order relation а type of an iirreducible 

ß-grottp is defined. Aocording to the definitlon j^-groups 

of type 1 are preclsely those whioh belong to maximal 

classes of (^ j ^* 

Several theorems using the notlon of the type of an ir­

reducible ß-group are proven. For example we present here 

the following theorems* 

Theorem 3*4* Let ß be а semisimple semiprimary near-

ring and )•• ' > all palrwlse non-lsomorphlc 

irreducible R -groups of type 1 * Then ̂  is а noncancel-

lable subdirect product of near-rings ß /(Ot С~4,";П 

and this is an unique decomposition of ß Into а nonoan-

cellable subdirect product of primitive near-rings* 

Theorem 4*1. For а semiprimary near-ring Й the fol­

lowing condltlons are equlvalent. 
1) ^ ̂  every ideal S •«» R. 

2) If и is а nilpotent ideal of Й and V /  U  is а mi­
nimal ideal of Q/Uj V ф U) then 

3) If (J is а nilpotent Ideal of ß then any minimal 

ideal У / О of ß/U with Ü is а simple near-
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ring. 

4) If 6c l8 an Irreduolble l^~group of type 1, S is an 
Ideal of R and ^5*^0 then ^ Is an irreduoible 5-

group. 

5) If Š le an ideal of R and 6 is an irredacible 
5 -group of type 1 then GK can be oonsldered ae а R-group« 
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