
ОПИСАНИЕ BEFDDffi 7СЕЧЕВНЫХ ТРАНСПОРТНЫХ МНОГОГРАННИКОВ 
К.Рийвес 

Сектор иатематжчвского прот^швпровавжя НИИЭП 
npi Госодане ЭССР 

В настоящей работе изучаются выпуклые многограннжкг^ за­
даваемые такой системой линейных неравенств 

г^-( (1J  ^ , (Л/, 

в которой элементы матрицы ^ Ч и координаты векторов 
Д г { а ^ , ,  а „ )  6  =  ( . ^ - 1 ,  -  • . ,  Ä ' i )  у д о в л е т в о р я ю т  у с л о в и я м  

^ 0 ,  <-4 , . . . , '» )  1чг : , п . {2 )  
Эти многогранники называются усеченными транспортными много­
г р а н н и к а м и  ( с р .  C l ] j  и  о б о з н а ч а ю т с я  ч е р е з  М ( А , У с л о в и я  
непустоты М (А^О, с) даны в [4]. Нами предлагается мето­
дика нахождения вершин усеченных транспортных мнргогранников, 
аналогичная описанной в [3j для общих транспортных много­
гранников. Первые два пункта работы носят общий характер. В 
них уточняется постановка задачи и вводятся нужные обозначе­
ния. В п. 3 даются аналитические признаки вершины многогран­
ника М lA,ß,C}, имея в виду, что любая вершина соответствует 
специальному подмножеству множества неравенств системы (lj. 
В п.4 описывается возможно меньший класс таких подмножеств, 
которыми могут определяться ве|Я1ины для М (A^ß.cj.nofiMHonecTBa 
этого класса называются допустимыми. Перебрав подходяще 
упорядоченным образом допустивше подмножества и проверив для 
них выполнение признака вершины, можно при необходимости по­
лучить все ве|»шны многогранника M|,A(ß,Cj, зацавая из; свои­
ми кооринатами = 1, > '^)-

I. Постановка задачи. Чтобы использовать методику работ 

^2,3J, дереобозначим переменные а также величины 
из системы II), используя индекс N '  при 
N = myh. по формулам 

где (I.IJ 
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Бсдм рассмат^яшать как мгаентн (пгх rv)-eaTpmH 
то множеством жццехсов K-t строп это! матршн бухет 

<=4, ^ ^ 
и множеством индексов столбца 

(1.2Б) 
В обозначениях (I.I), (1.2} система (1) {Равносильна систоше -

-21 
состоящей ИЗ М='2(т.л,-(-пг-«-п,) линейных неравенств. Раз-
объем множество 3 {'f,..., му на следупще ненересе-
кающиеся подмножества 

Тогда система (I»3) является таким частнш случаем общей 
системы линейных неравенств 

где 
-I, если Го, если Lt/t", 

или U^г-2«-»п-л) ') и 
или i ) 

+1. если U)t„ 
или l£ llt, , _д^. gßjjg * x.vt. • V"-4W WI-IH) ^ » 

или t6 «i. ' 
0, в остальных случаях 

и, кроме того, 
если йеЛо", если 1€ЩиЛ^, (i.?) 

Нам удобно рассматривать N-мерные векторы ЗС*(эс%-
Ас =(Ли,..., и (м*0-мерные вект<чры 
Если записать левые стороны (1.5) как скашфные щюизведе-
ния (А£,31), ТО усеченный транспортный многогранник М(А, 13,CJ 
определяется системой 

(Л;:,эь)^а;о, t = (J^QJ 

при условиях U.ß). (1.7). С учетом (1.6) ясно, что ранг f 
матрицы коэффициентов системы (1.8) равен N* Обозначим со­
вокупность точек 3t, удовлетворяющих условию (Лг,Э£)=а£о, 
через rj. 
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Напомним теперь некоторые результаты, относящиеся к вер­
шинам многогранника/ заданного произвольной системой, сос­
тавленной из М линейных неравенств с N переменными и 
матрицей коэффициентов ранга ^ ? которые резюмирова­
лись уже в [33 (см. стр. 106-108). При этом удобно пользо­
ваться следующим соглашением. Пусть фиксированы подмножества 
17 и V" так, чтобы iWC", U^c 'И f UThN),| Обозначим 
через определитель матрицы порядка составлен­
ной из всех координат векторов Ai при it кроме коор­
динат с индексами из "Л Если то учитываются все ко­
ординаты и определитель обозначается через 
Аналогично, через обозначается определитель матри­
ц ы ,  с о с т а в л е н н о й  п р и  п р е д п о л о ж е н и я х  t / c W ,  с 1 4 +  

из координат векторов 'hi кроме коор­
динат с индексами из V'. Заметим, что порядок элементов 
множества считается всегда произвольным, но раз и на­
всегда фиксированным, сохраняя по возможности порядок эле­
ментов множеств (1.4). 

Известно, что если многогранник задан в (V-мерном 
пространстве системой (1.8) при условии ^-N (но в 
общем случае без условий (1.6), (1.7)), то при совместности 
системы (.1.8) множество его вершин непустое и каждая верпш-
на определена как единственная точка пересечения по крайней 
мере N гиперплоскостей П ,м, пространства 

Эти гиперплоскости определяются уравнениями 
= (1.9) 

По предположению определитель системы (1.9j отличен от нуля, 
т.е., если взять ^ =; [ <-1'^) > • * •; ̂ то Ы [ J J ̂  о. Обоз­
начим точку, определенную системой (1.9), через 
...П Г^(ы)-1Ь5СК0ЛЬку координатами любой точки ̂  пространства 
1чN являются а по (1.4) нами введено обозначе­
ние П," = , N ) , координаты вершины можно за­
писать в форме ^ ^ ̂  1^") • Они составляют решение системы 
(1.9), которое выражается формулами ^ 

xj un . (i.io) 

Обозначим для произвольного *v. е {i, • • • > V 
. (I.ll) 

По определению вершины и в силу предложения 1.1 из f2J(cTp. 
194), точка с координатами (1.10) будет вершиной много­
гранника тогда и только тогда, когда для всех с е-{1, - МУ 
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имеют место 
(Н] ^ ̂ j - (1.12) 

Прямым следствием системы неравенств (1.12) будет 
Предложение I. Для того, чтобы точка с координа­

тами (I.IO) являлась вершиной многогранника, заданного сис­
темой (1.8), необходимо и достаточно, чтобы для множества 
3 ~{^ ^ имело место 

лСэл  *0  a . i s j  
и для всех "м М у либо 

sgn Рр (i')J = C-O'ssn^nj^ (1.14) 
либо 

D f l f U - O  ( 1 . 1 5 )  
Вернемся теперь к исследованию многогранника M(A,G,c)j 

который задается системой (1.8) при условиях (1,6), (1.7). 
2. О нахождении вершин многогранника М (Л.»З.С).кяк уже 

отмечалось, в [4J даны необходимые и достаточные условия 
непустоты многогранника М(А,В,С)или, что равносильно, ус­
ловия непустоты множества его вершин. Однако при находдении 
вехяпин М(А,'5^с) проверку условий совместности системы (I) 
можно опустить, так как их нарушенность проявится в том,что 
в процессе вычислений не будет обнаружено ни одной вершины. 

Перейдем к специализации общих условий (1.13)-(1.15) 
вершины многогранника М (Л, 1^, С), учитывая опециальный вид 
задающей его системы (1.8), для которой выполняются (1.6) и 
(1.7). IftieeT место 

Предложение 2 .  Любая вершина многогранника '^(А,0;С), 
заданного системой (1.8) при условиях (1.6), (1.7), являет­
ся точкой пересечения Xj таких гиперплоскостей 
• для которых о = (i (1)| »• •) i-('V)ic и/ 

Так как у нас будут встречаться различные объединения 
множеств (1.4) и пересечения с ними множеств 7; определяющих 
вершины, то введем для них специальные обозначения. Цусть 
if^i ) являются произвольными подмноже­
ствами в {о, 1^ 2 ) (одно из них может быть и пустым). При­
мем 

и  . . . и  п^ .  
Если -' • ) i - 0 , то обязательно { ь ,  •  -  •  непустое и 
it (^, Ч • -И) - n^U...'ü зП-з Аналогично, при (Ч,..= -
У1 ' - • / Ü • В этих обозначениях имеем 
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тели возможно более низкого порядка. С этой целью мы введем 
несколько вспомогательных фунощий. Они используются для ха-
рактеризации расположения элементов множеств S J (0-^0J или 
'3(0,0) и Rli.0;^) относительно друг друга в случае 
произвольного фиксированного множества D « { ü И), (wjj- с 
«ICOjTtü. EöTCTb w., Г - натуральные числа и 

i ос *-а,д[и1<лн)4' \г1гн)] - четное число, 
^ ' II, в противном случае. 

Г^сть для любого С 6. J (0; 0^ 
е с л и ч е т н о е  ч и с л о ,  

о II, в противном случае. (3,2-' 
Далее положим для любого ic. (0; 

Jo, еслиJ(05 - четное ЧИСЛО) 
' ~\1, в противном случае. 3,3) 

При DIO;0)« jZI будем считать при всевоз­
можных L. С помощью (1.6У, (3.2}, (3.3} получается 

Предложение 3. Справедливы равенства 
а С3] = LSOiO; 0), 3 (0; 1.2)1 
PD(t}]=^{-0^'^^0LU(O-,(2>), 3 (0) 0y1,2)J, (3^41 

OLy( i )h ( " i ) ^Dn iO:0 ) ,  i l  
где _ _ 

X ^гуь1о ;0 )  f /  \MK} ik- l l ( ]  
K.J^3(O;0J 

i^(i.)-i+f{C)f0^rK {Оу0)Спг(О;0)+/12+2 К-у (3 5) 
" ' _ ^ ^ 

О;А~л^1о,0}Г'п(О-.(^)-Н j+ü. 1  .  

Söiecb знак меаду целыми числами означает, что эти 
числа имеют одинаковую четность. При этом порядок определи­
телей в правых частях равенств (3.4) в общем случае меньше 
порядка определителей в левых частях (только при 
он сохраняется для третьей группы равенств (3.4)j. Из ра­
венств (3.4) и соотношений (3.5), (3.1}-(3.3) получаются 
искомые аналитические признаки вершины многогранника 
И {А, 13, С ). Справедливо 

Предложение 4. Г^сть 3 =-{ И'')» • - • < ИJT, (С;0,/,-2)-
множество, в котором элементы нумерованы в возрастающем по­
рядке. Если iH/tSJ (О;0), 0(0' 1/2)] f с, то точка пе­
ресечения гиперплоскостей 'j(i) ) П. (/v) будет вершиной 
многогранника М (A,ß, С) тогда и только тогда, когда 

i; ДЛЯ кавдого ' f :ис;0?) имеет место 
sgn Q[tl7(0 ,0"ogn rr c/j (3.6) 

69 



в CEsy предхоженжя 2 будем теперь рассматрлБать толь­
ко множества -j ь j i, (NJJr с 3cTt(0;О,2), не ого­
варивая это спецкально. Пря этом целесообразно разбить J на 
подмножества соответственно его пересечениям с произвольны­
ми множествами ,4j. Шюнно, обозначим 

v,..,,4)= ao (2.iAj 
ßJ(|V, V,-., -IJ ' FLIP',"'I .-JJX 

Если i то пусть 
•  ( 2 , 1Б)  
Важное значение для нас буцет иметь множество 

= МУ101*3(0:) =0>:=''Э, (2.IBj 
с помощью которого множество Д3(0)0) (соответственно и 
его подмножества R D (О; , R'3 (0 ',0)) разбивается на 
две части по правилу 

ORJ(O]0)cl^3(0:0;nT3, PW;ö} = Rq(q'ö)\Oß7(0;(^. . (2.2) 
кЛощности этих множеств обозначаются соответственно через 

,Ü; П.,.,,, 4)=^/:J(/V,...,V;Г,..., 4)L,ß.N(/S•'•/V;Г 

Так как по определению P I ^ N ,  то с учетом ( 1 , 4 )  из (2.1), 
(2.2) получаются соотношения 

m lOjO) + ^,2) = 
т(0 ' , 1 ,2 )^-Лт(^)1 ,^ )  = гп-1-1г .  ^2.3; 

Таким образом /п 1 >2.) ̂  »n + »^ < N и пг\,(0] 0) si\f— 
-пг(0;-f, 2)>о. Это означает, что множеств© 1(0] О) - не­
пустое. Цусть элементы множества 3 нумерованы в возрас-
тащем порядке, т.е. с (1)^ Тогда ^1О;0}~ 

{i(fn(0] 0)t4.,.,c lfv)jf, хак как при iedl0jOj 
имеет место L - Л/ е Tl'^, то определим 
5 j(0•;0)={L W,.. . ,  L (т(О'0))J с (пг (0;  ̂ <)+/j-.. .,  ̂ (0,0J)-/v}cК". 

В общем случае элемент^ множества 5 3(0)0) не упорядочены 
в возрастающем порядке. Заметим, что для некоторого другого 
^cYtiO) 0,1,2.) используются аналогичные обозначения, 
только 3 в (2.1), (2.2) заменяется на J ж гп в (2.3) 
на 

3. Аналитические признаки верш»ин многогранника M(A.B,<^J 
Все только что оцределенные множества применяются при полу­
чении необходимых и достаточных условий ве^шшны многогран­
ника M(A,l^iC)) равносильных с условиями (1.13)-(1.15). 
Желательно, чтобы в искомых условиях встречались определи-
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при 
N' lC)^N+i* fß )  +  L ( m ( O ; i i ) , n i ( 0 : 0 ) ) + /  (3.7; 

2 )  для каждого 1 ^ Р а ^ { ф ' , 0 )  имеет'место 

при 
м"г lV + {^("n(ü;{^J m(OiO))+Z ra(R) + k-/yfi 

kfe7{^;ö> ^ 
35 для каждого имеет место 

Dr3(ö;^J, iJ(^;0,b2U=o. (3.10) 
Доказательство опускается. Оно аналогично доказательст­

ву предложения 4 из Сз]. 
Ввиду (1.6), (I.IO) и (I.I2) можно сформулировать сле­

дующие следствия из предложения 4. 
Предложение 5, Если множество J удовлетворяет услови­

ям предложения 4, то координаты ^ о (^ € УЬ") определяе­
мой им вершины многогранника M(A,ß,C) ВЫЧИСЛЯЕТСЯ по 
формуле 

Л J  ! O (L3 1O; 0 ) ,  е с л и  ^ t P R 3 ( O j 0 J j  

О, если a(0)9f)ü 0«3(0)^J. 
Предложение 6. Дусть множество О удовлетворяет усло­

виям предложения 4. Для него формулы (3.8), (3.9) равносиль­
ны условиям 

f Dfl Э(0;0,^/)Л-а,^^^^^Опри всех U Р1^^(О;0).{з,12) 
В условиях (3.12) по существу проверяе'гся, выполняются 

ли ограничения сверху для координат эс^ точки опре­
деленной множеством 0. С вычислительной точки зрения их 
проверка гораздо легче, чем проверка условий (3.8), так как 
последние требуют вычисления дополнительных определителей 
порядка m (0-, üH/ +1 = /V ̂  (0; 0) *4 ̂  И . 

4. Допустимые множества. В этом параграфе вводится по­
нятие допустимого множества. Оказывается, что недопустимому 
множеству никогда не соответствуют вершины М (л, Дается 
полная характеристик^^ возможно меньшего класса допустимых 
множеств, определящих все вершины многогранника |И (Л, 
Указывается также способ получения целой серии допустимых 
множеств, если некоторое допустимое множество уже получено. 

Предложение 7. Любая вершина многогранника М{А/в^с) 
определяется,кроме 7, также т1аким множествам 1, для кото­
рого О Je. 3(0«, о; и 
[в частном случае 3[0; 1^2):= yL(0;'1,i)\{2N-tm*'ny множества 
J и J- _ совпадают). 
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Это предложение характеризует класс таких множеств, про­
смотр которых обеспечивает при необходимости нахождение пол­
ного множества вершн многогранника M(/\,6^CJ, Все они со­
держат однозначно определенное подмножество 7(0 вклю­
чающее т * л, ~1 элементов и их число зависит только от 
возможностей выбора J(0,0). 

Определение. Множество c ti ,0, 1/1) с упорддочен-
ными по возрастанию элементами называется допустимым, если 
для него имеет место 3 (0 ;-2.] = »Х(Р; f, 2.)\j2N + i»vthiH dlJlpO. 
В противном случав оно называется недопустимым. ("Заметим, что 
при d 13 ][ = о множество никогда не одределяет вершины.) 

Дая допустимых множеств упрощается проверка условий вер­
шины из предложения 4. Именно, в силу (2) и (2.IAJ имеет 
место 

Предложение 8. Для допустимого множества й множество 
{zN -г одноэлементно и Э удовлетво­

ряет условию (3.10). 
Не все множества С/, имеющие структуру, описанную в 

предложении 7, являются допустимы!«, так как по (2), (1.2), 
(1.6) справедливо 

Предложение 9. Рассмотрим множество J с R J 10 М; «i) = 
= {д |V + nru »г Оно будет недопустимым, если выполняется 
по крайней мере одно из следующих условий 

1} с S3(0;o) хотя бы для одного к или i) 
2) при некотором имеет место vtNfe3(j?;ßl 
Определение. Допустимое ыножество J называется исход­

ным, если для него имеет место т. (0; 0)^=0. 
Рассмотрим исходное множество 7. Для него i-n{O;0) -

= Ы- I^cTb выбрано непустое !к S О (О: )ftj. Обозначим 

2  (0;'^,2j= 1,i) - Л(0,; 1 ,2 ) \ {2Nfm^n } ,  (4.3) 

J = ( O ) ( 2 f ) U j ( 0 ; C )  U ^ ( 0 ;  ̂ i )  

Предложение 10. Цусть J - { ('•), •. -, i. (JV)} исходное 
множество. При Ö Ф X g J (0,0) множество 

допустимо. Наоборот, если множество 2 ° непустым 
допустимо, то существует некоторое исходное множество J с 
подмножеством ф Ф X Я О (О; 0J q^o ̂  (^; 

Если все исходные множества J уже известны, то пред­
ложение 10 дает правило нахождения всех допустимых множеств 
у  с всевозможными (0; ÖJ = | ^ ()^; 0)| , • • •, N - (т i-rv - i ) .  
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в силу обратного утверждения этого предложения множество 
всех допустимых множеств исчерпывается описанным образом. 
Запишем в таблице I все множества J (о ;0j допустимых множеств 
J с С (0; 0)^ q получаемых на основе исходного по (4.3J, 

Таблица. I 
Серия множеств ̂  (0;0)^связанных с исходным множеством 

Ш,0)  IJ( l  = i  l ^ l 'Z  |V-(m+n4j 

J(0;03 

1(^,"оЦ'П10,'0)ЩЦ'Уг(0;0)ф 4iV-.,t{M(ü;0)-2),l(/4(0;0j#/v 
1 {т{0;0))*1ч 

их 
число с ̂ rt-(Vn +Л ... 1  

Шдводя итоги основных результатов п. 3-4, мы имеем 
I) аналитические признаки, которым должно удовлетворять до­
пустимое множество, если ему соответствует вершина много­
гранника (предложения 4,6,8) и 2) принцип пе­
ребора допустимых множеств (предложения 7,9,10^. Именно 

Пре^ожение II. Все вершины многогранника оп­
ределяются такими допустимыми множествами Л, что при всех 
lfePR3(Oi>0) выполняются условия .. 
зет5(0;".'АН 

' ' к.&ЛФ;0) 
а функции определены формулами (3.1), (3.2j. 
(3.3) и, кроме того, , ^ 

Для любой вершины множество = 7(0)ü)(j OßJ опре­

делено однозначно. 
В сшцг однозначности число множеств J, перебира­

емых в ходе нахоадения вершин многогранника '^(Л,г^,мо­
жет сильно сокращаться, так как любые допустимые последова­
тельности с совпадающими V J определяют совпадающие с 
вершины, и их можно исключить из дальнейшего рассмотрения. 

Для получения всех вершин многогранника нужен 
некоторый перебор множеств .7^ который можно осуществить 
так. Перебор нужно начать с некоторого исходного множества 
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'J, образуемого с учетом иреАяокенж! 7 ж  9. Далее для ^ 
нужно проверить условйя предложения II. Для этого сначала 
нужно вычислить определитель <iLS3(0;0)^ С/((?<;'!,^)].затем в 
случае каддого с т{0)О) от О до fs/-(ni+n-0 нуж­
но вычислить не более чем Rrr\(O]0)»N-m(O)0) определите­
лей 0,1,2)] порядка Rm(0;pj.3TH оп­

ределители надо вычислять до тех пор, пока все проверяшне 
условия выполняются. Если вое услош! вершины вылолненн,за­
несем новую вервину в список. Как только хотя бы одно из 
условий нарушается, исследование данного ̂  нужно прекра­
тить (оно не опредшет вершны для М(Л,в,С)), и перейти к 
следующему Cf. Это будет или допустимым множеством, соот­
ветствующим данному исходному, нли, если последние исчерпа­
ны, новым исходным шожеством. Когда все исходнме множества 
и соответству1»9е им допустимые множества перебраны, закон­
чим работу. 

Заметим, что если эти результаты применить для ротения 
экстремальных задач, то перебор множеств 'Л 'значительно 
уменьшится. 
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LÕIGATUD TRANSPOROHULKTAHÜKATB TIPPUDE MAARAMINB 

K.Riives 

R e s ü m e e  

Lõigatud tranaporthulktahukas ; i esitatakse 

transpordiülesande kitsenduste süsteemiga, mida on täienda­

tud muutujate väärtuste ülemiste tõketega. Nagu üldistegi 

kumerate hulktahukate puhul, on tipud esitatavad 

võrratuste hulga teatud alamhulkade poolt i.2,3j.-Töös on 
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kirjeldatud võimalikult vaikest niisuguste alamhulkade klas­

si,, kuhu kuuluvad kolki И(А,13,С) tippe maäravad alamhulgad 

(vt. Laused 7|9) ja antud analüütilised tingimused selleks, 

et fikseeritud alamhulgale vastaks mingi tipp (Lause 11). 

DBTSRMIHATION OP ТНБ VERTICBS OP CUTTBD TRANSPORTPOLYTOPES 

K.Riives 

S u m m а r у 

А cutted transportpolytope М(А,в. С) given by the 

system of constralnts of transportation problem wlth addl-

tlonal Upper boimds for variables. As for general convex po­

lytopes the vertices of М(А;в;С) are determined by spe­

cial subsets of the set of inequalities [2,3]. In the paper 

а possibly small class of such subsets is characterlzed 

whloh contains all öubseta deflning vertices of 

(Prepoeitions 9f10). The analytlc charactere for the aubset 

determlning the vertice of M(A,ßC) are polnted out (Pre-

poaition 11), 
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