
НЕКОТОРЫЕ ЗАДАЧИ о (ОД)-МАТРИЦАХ, 
СВЯЗАННЫЕ С ТЕОРИЕЙ АВТОБУСНЫХ РАСПИСАНИЙ 

В.Фляйшер, Я.Хион 

Мы рассматриваем задачи о находцении (0,1)-матриц с за­
данными типами строк и с предписанными столбцевыми суммами 
или нижними границами столбцевых сумм. Например, мы изучаем 
нахождение (0,1)-матриц, имеющих заданные столбцевые суммы 
и содержащих в каждой стхюке ровно (X единиц, идущих под­
ряд (число л фикисровано). Для решения этих задач рас­
сматриваются произвольные целочисленные матрицы с неотрица­
тельными элементами и используется теория многочленов с це­
лочисленными коэффициентами^ Отметим, что сходный вопрос о 
существовании (0,1)-матриц с заданными нижними границами 
для столбцевых сумм и верхними границами для строчных сумм 
рассматривался в [3J (гл. II, теорема 12.I, следствия 12,2 
и 12.3). ^ • 

Обозначим через совокупность всех »г-мерных век­
торов с неотрицательными целочисленными координатами. Пусть 

заданы векторы ^ ^ 

W'V'-'VV "л-
Вектор Х-(^о. называется вектором типе 

если неотрицательное целое число и 

Вектор x называется вектором типа А,;, если он является 
вектором^ типа при каком-нибудь Пусть и »г 
натуральные числа и. ̂  тах (^i, • • • j ). Обозначим через 
М 1 •• I совокупность всех /^л^г-матриц.все 
строчные векторы которых имеют типы - >•, , Аналогично 
обозначим через ^ совокупность всех мат­
риц с конечным числом строк и И/ столбцами, все строки ко­
торых имеют типы А/,,..-, А/д . Для нас важен случай,ког­
да все последовательности ^\г" i состоят только из 
нулей и единиц. 

Пусть Х-'{.ос,j) является лг х kv-матрицей с целочислен­
ными элементами. Обозначим 
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4 ('X ) - ('!& (^J, <J< "  ' >  

Пусть вектор ̂  t • •• ^ Будем говорить, что 
он реализуем в Л( (»и,м ; А.,,.. .j Ар,если существует матрица 
ОС £Д/^), так что 4"<1 Матрицу ̂  на­
з о в е м  т о г д а  р е а л и з а ц и е й  в е к т о р  ^  в  А  ; с о в о ­
купность всех векторов б'€ Z^, реализуемых в 
обозначим через (»н,л; -/1^ ̂ .,., ), Аналогично определя­
ются реализуемость и реализация вектора ̂  в 
и множество , L^), Назовем вектор ̂  допус­
тимым относительно ^ir" ̂ есш существует мат­
рица ЗСбЛ((|1г^|г;'А/^,->. так ЧТО 42^. Матрицу X  
назовем в этом случае мажорантой вектора Совокупность 
всех векторов допустимых относительно 

обозначим через «эСЛ (т,,»г; Ai)--
Аналогичным образом определяются допустимость и мажоранта 
вектора ^ относительно М Ljy,) и множество 
õtjU ,  '  • ' )  )  -

Мы будем рассматривать решение следующих задач. 1^сть 
числа /V и •Т' множество векторов ^4Г'ч^р " вектор 4-» 

f Кч) фиксированы. 
1. Найти необходимые и достаточные условия реализуемос­

ти вектора ^ в Л ; А»«,•**>Если эти условия 
выполнены, найти все его реализации. 

2. Найти, для каких данный вектор допустим в 
ik к ) г"' • Если условия допустимости вы­
полнены, найти для вектора ^ в этом множестве мажоранту 
с наименьшей сзгммой элементов. 

Аналогичные 3^™ рассматриваются . для ыатрш 

Классы матриц JU (»w, ) и Л / ̂ v) 
используются при построении автобусншс расписаний. При этом 
время обслуживания автобусной линии делится на И/ равных 
подпериодов (оборотов), в течение каждого подпериода любой 
автобус может отправиться на линию самое большее один раз. 
Если на линии работает rrv водителей (и автобусов), то вся­
кому расписанию движения автобусов на этой линии соответст­
вует (о, 1J-матрица имеющая строк и Истолб­
цов. л;атрица X . задается следующим правилом: X^J ес­
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ли 1-ый водитель работает ^отправляется на линию) на ̂ '-ом 
обороте, 3C.j.-=0 в противном случае, она называется харак­
теристической матрицей расписания. Нахождение реализации 
данной последовательности ^ в (задача 1) 
означает, например, построение характеристической матрицы 
расписания, при котором все водителей имеют рабочие 
дни заданных типов и на кавдом обороте работает предписан­
ное число водителей. (Это число определяется по числу пас­
сажиров, накаплйвающихся за соответствующее время на оста­
новках линии). :№числение мажоранты данной последовательно­
сти 4' в М {т,п) ^ Q минимальной суммой эле­
ментов (задача 2) означает построение характеристической 
матрицы такого расписания, при котором число работаюищх на 
каждом обороте водителей ̂ е меньше предписанного, а общее 
число совершаемых автобусами оборотов минимально. 

Установим теперь связь приведенных задач с теорией мно­
гочленов. Обозначим через.ZnJ кольцо многочленов над 
кольцом Z целых чисел ^см., напр. [i], стр. I95-I98J.Рас­
смотрим множество всех векторов X «(зс©. > - • • > ) 
с целочисленными координатами. Положим для всякого много­
члена /(•^3=/ои любого хе2^. 

= { f(t t... = 

где при ^>1^ считается, что Легко проверить, что 
при таком определении множество 2^ превращается-f-. унитар­
ный 2СЧ-модуль (см. C2J, стр. I8I-I83j. Необходимость ис­
пользования множества объясняется тем, что строки мат­
риц из множеств Ад) и • 
всегда принадлежат Полезность кольца Ž С"*J как ' области 
скаляров следует из того, что при применении многочленов 

к строкам матриц из или 
J4 (л; , А,^) мы получаем, вообще говоря, матрицы из 
тех же множеств. Например, применив многочлен t к векто-
РУ (^Со ' ' • ••» типа (А.;,0), мы по­
лучим по формуле (1.) вектор (о, ) "• -2.> 
типа Кроме того, из формулы (l) вытекает, что ZB]-
модуль является моногенным. Из фо1»1улы (I) с|[едует 
также, что аннулятор (f2], стр. IS6) Z ^^. o y   со­
стоит из всех многочленов кольца Z делящихся на 
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Поэтому можно рассматривать также как модуль над фак­
тор-кольцом (LIJ; стр. 486) Z etпо соответству­
ющему MaBHOMv идеалу стр. 492j, Отсвда следует, 
ч т о  Z  J / ( i ' V - м о д у л ь  Z a  и з о м о р ф е н  к о л ь ц у  2 .  f t j / р а с ­
смотренному как модуль над собой, т.е. соответствующему 
свободному моногенному модулю([23, стр. 189). 

Шожество является структурно упорядоченной груп­
пой, если положить = тогда и только 
тогда, если ^0 ([4], стр. 29, при­
мер 3). Для трактовки упорядоченности в 2^ полезно ввести 
упорядоченность в кольцах Z, ZCt] и Z Кольцо Z 
является линейно упорядоченным кольцом относительно обычной 
упорядоченности целых чисел ([4], стр. 168, пример I). По­
этому кольцо Z, Г t] является структурно упорядоченным коль­
ц о м ,  е с л и  п о л о ж и т ь  „  , «  л .  

^ = i + ^0, если 

([4], стр. 169, пример 7). Подмножество является вы­
пуклым идеалом в ZCt] ([4j, стр. 14). Тогда рассуждения­
ми, аналогичными приведенным в([4], стр. 33)устанавливается, 
что фактор-кольцо Z[i]/ii*^) является структурно упоря­
доченным, если считать, что смежный класс '^{t)f(t'^J ̂ О, 
если найдется ^ (t) ̂ f U) * (i""), так что ^ (t) ̂ 0. 
Шожество всех положительных элементов частично упорядочен­
ного кольца об обозначим через £, 

Дальнейшие связи между задачами I и 2 и теорией много­
членов будут указаны в последующих теоремах. 

Теорема I. Цусть 
'^ ^ Набор 

fy, тогда и то^ко тогда, если существуют мно­
гочлены "l •••> 

При этом •'® ; Ao "Ä/v ^ дополнительно 
выполняется )>•.. + (i) » «а, имеет место ̂  ̂ / 
А,, ^ если дополнительно ~ 
~ ̂ (0, будет ^^ ) •" t если выполняются 
оба дополнительных условия. Для получения мажоранты (соот­
ветственно реализации) вектора ^ надо взять в соответст­
вующую матрицу Oft, строк типа j ̂ строк ти­
па л-а <),>.•, строк типа 
строк типа (- C'vv). 
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Из формулировки теоремы вдцно, что координаты векторов 
здесь удобно задавать как коэффициенты многочленов. 

Лня доказательства теоремы йужно взять матрицу, имеющую 
столбцов и строки, указанные в конце формулировки теоре­

мы, и вычислить многочлен, задающий ее столбцевые суммы. При 
этом нужно неоднократно пользоваться тем, что множество 2^ 
является Zrtj-модулем, и тем, что Z CtJ есть структурно 
упорядоченное кольцо. Дяя экономки места соответствующее до­
казательство (как и дальнейшие доказательстваj не будет 
здесь изложено. 

Рассмотрим теперь подробнее случай, когда т.е» 
задан только один набор А » , •••» ^ ̂  • 

Теорема 2. Цусть и -С'б^.е. 
найдется такой многочлен с(i)«с©+C/|iCi]^ 
так что с Ci) А/(О •= Тогда многочлен c(i) определен 
однозначно. Любые две реализации вектора вЛ((Ь*А) мо­
гут отличаться только порядком строк. 

Обозначим смежный класс многочлена 2.Ц] ^ 
идеалу (i'^) через Если многочлен 
таков, чтот.е. ̂ ^ ft), где ^(*) s 

, то имеет место формула л-i 
^ТСсГШ =Т, где (2) 

причем ä {I) - единственный элемент из 2 С tj / для 
которого f  ( i ) c i d )  

Теорема 3. |1усть А-(Ь i "• * 
, Вектор '^М Aj тогда и только тог­

да, если из чисел , ̂ г а а /U_. 

числа , •-Гсл.-А неотрицательный 
При этом (KW,»V;A.), если дополнительно выполня­
ется 

U-ZO 
Эта теорема доказывается при помощи формулы {2) а фак­

та, что ICtü/it*^) является упорядоченным кольцом. 
Установим, например, является ли вектор 3.-3;3,''ЛХ 
реализуемым в А), где 1,1) и най­

дем при положительном ответе реализацию вектора ^ в 
J44'<)C»j Решение задачи можно было бы получить из 
теоремы 3, но можно и прямо пользоваться формулой (2),Имен­
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но, мы имеем здесь к  ( i )  ^  По фор-
муле (2) обратным для А>(^) в Xrt3/(tS будет 

Производя вычисления в Z Ltj/(t^j,T.e. опуская члены степени 
выше 5 и опуская для краткости черты, получим 

--3 2 t ^ =  >f - i f  +  

Легко пгюверить. что А,(t) cili)=i т.е. действи­
тельно А, (i) 

Для нахождения реализации последовательности ̂  образуем 
многочлен ^ i'^) - 'f + 3t '+3t^+ f t'' +2Согласно пред­
л о ж е н и ю  2  н а д о  н а й т и  м н о г о ч л е н  c ( t ) - - C o ч т о  
tib)' К , Перейдем в последнем равенстве к со­
ответствующим классам смежности и умножим его на ci(t), Полу-

t ( b ) ^  d  ^ 4 ( Ь ) ^ 1 Г ) .  
П ПОттп'Пдф А Япл 

-Ч t  'H i - ,  

По виду многочлена с(t j должно быть 
Со -4»0, Cj-f, Ч%. + 3<,,-

- ч 4 > о, с,, 4 -iij а «i-f +rt„ -ö, 4j-2 А, ̂ 3^ -'<4 -• 
• Б данном случае имеем 

С ь ^ 4 Щ  у о ,  Сд-З - Я ' З + З  

^г-Ъ'Н-а-^Г'З-i'f-о, Со +c<+Ci -^Cj-/Ню-+1'Н, 

Следовательно,многочлен имеет требуе­
мый вид и неотрицательные коэффициенты, т.е. реализация су­
ществует. Согласно теореме I реализация должна иметь одну 
отроку типа ifip) (ибо Ц>= I), одну строку типа (К,"!) и две 
строки типа {kii). Поэтому реализацией, вектора {1^ 3;3,1 H^t) 
является, например, матрица 

/1 2 I О О О \ 
О I 2 I О О 
0 0 0 12 1/ 
\0 О О 12 I/ 

По теореме 2 все другие реализации вектора i' получаются из 
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этой матрицы перестановкой строк. 
Перейдем к рассмотрению условий, при которых данный век-^ 

тор f ^41 ' t ^ л допустим относительно J4 
n> )  и к нахоадению мажоранты этого набора ъ  М 
Здесь нам приходится наложить дашнейшее ограничение на рас­
сматриваемую задачу и допустить, что вектор К имеет вид 

т.е. Л Ci) s-fСовокупность 
матриц, получающуюся щш таком К у одозвачим через ̂^(т,п;йД 

Теорема 4. Для любых натуральных чисел и векто­
ра существует такое натураль­
ное число r»i*« так что тогда 
и только тогда, если При этом 

t i l i  
Предположим сначала, что последовательность 

допустима относительно /{(»*t* т.е. 
имеет в ней мажоранту X Если "г^т.'^^то мы полу­
чим для ^ мажоранту X  * ) в М(м.,п ; CaJ добавив к 
ОС* нап1«мвр, строк типа (-Ar,о). 

Цусть при разделении л. на ot с обтатком получится 
л - ILO, 4 V* ̂ 0Ä V < а; тогда ̂ -»С а] .Возьмем многочлен 
c{fl.C««x (при 1̂ .0 
последний член следует опустить . Доя негр имеем 

 . . многочлен ß fi) определяет согласно теореме I мажо­
ранту для вектора Число строк в соответствующей матрице 

равно по теореме 1 числу аОЗ ,т.е. числу rn,s ( тах:М'^)4(м+ 
-»•<)«( тех С;) Следовательно,при таком значении 
ИТ/ мажоранта Вектора V в JK (»г; faj) заведомо сущест­
вует, 

Дяя получения правил вычисления числа и мажоранты 
вектора 4^ в Л (^v* »г; CÄJj введем некоторые обозначения. 
IfycTb многочлен ^ (t) - {с ^ ^i** е Z £.tJ . Обозначим 
через многочлен ^ ̂ 

/о + тах (j-t,, f- ... ̂  шах (f»̂ / • • v/"-»)i +— 

Аналогично введем обозначение 

• • • +  m a x  j f " '  4  ,  
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положим = l'ff 
Теорема 5. Е^сть заданы натуральные числа п:^ о. z 

вектор ^ - (4i^ (гл, • ^->,]б2^^.Тогда число 
равно коэффициенту при в многочлене 
+ ) J^, Одна из мажорант вектора ^ ъ 
3 адает ся многочленом о (t) = ГГГ ̂  (tО t]%-2!у 
(вычисления надо провести в Z ['t]/(f^)). 

Доказательство теоремы снова основано на том факте, что 
кольцо ^[^]/ является структурно упорядоченным коль­
цом. Используется также содержащееся в теореме I утвераде-
ние, что последовательность ^ допустима относительно 
 l( v,^v;^j тогда и только тогда, если существует много­
член С ("tj = Со так что 
и с (lj 

Приведем пример на применение теоремы 5. Найдем наи­
меньшее »IV, при котором вектор >6-«''у ^ й», Л ^ 
допустим в ,А0 ) Ц), В данном случае имеем 

Вычислим, 
max(l,>/,3ji4 т е х  ( ^  

Далее имеем 

= 1 + li + 3 /0 4li^^ 

Теперь получим 

[ п и п ^  
Следовательно J лг- « и вектор допустим относитель­
но М C'f JJ, причем 12 - наименьшее такое число строк. 
Наконец, вычислим 

^2.+ai+HS5'Pf5't''t 

Отсюда получим 

у этого многочлена действительно c(<j -Уя, . По правилу из 
теоремы I мы получим матрицу 
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/1 I I I  0 0 0 О О О  
/ I I I I  0 0 0 О О О  
i 0 O l i  I I 0 О О О  
1- 0 0 0 1 I I I О О О  
0 0 0 1 I I I О О О  
0 О О О  0 I I I I 0 
0 О О О  0 I I 1 1 0  
0 О О О  0 I I 1 1 0  

\ 0 О О О  0 0 I I I I  
\ 0 О О О  0 0 I I I I  
\o О О О  0 0 I I I I  

О О О  0 0 I I I I  

Ее вектор столбцевых ojm есть (2,2,3,5,3,6,9,7,7,4;\ так 
что она действительно является мажорантой вектора I'. 
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ÜLSSÄNDBD (OfD^N^IRIKSITB кснгд., 
MIS OH^SBOTUD BUSSIDB SÕIDUPLAABIDB TBOOßlAGA 

V.Flelecher, J.Hlon 

R e s ü m e e  
Käsitletakse selliste (0,1)Haaatrlkeite leidmist, millel 

on antud tuupi read ja etteantud теегаашдша<1. N^teks on 

uuritud selliste (0,1)-maatriksite leidmist, millel igas 

reas on o. järjestikku seisvat ühte ja antud veerusummad. 

Need ülesanded lahendatakse täisarvuliste kordajatega polü­
noomide teooriat kasutades* 
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SOMS fROBbSHS ON (P,1)-Ui^RICBS R5LAI5D 

WM THE RAAORY OP BÜS зснвоаьшз 
V.Fieischer, J.Hion 

S u Ш Ш а r у 
The Problems about flndlng of (0,1 )-inatrlcee with glven 

types of rows and presorlbed oolumn sums are consldered.For 

Inetance, flndiag of (0,1 )H3iatrlcee havlag а consequent 

ones In eyery zoiw and given oolunm sums is cmeidered.These 

Problems are solved using the theory of polynomlald with 

integer coefflclents« 
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