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I. Введение 
Цусть - первый счетный и первый несчетный 

ординал. Если " •) - некоторое выражение, значе­
ние которого зависит от дар^етра то через j 1АГ(>-•/ 
будем обозначать множество ^а через 
< М/'(".,л,«..^]^будем обозначать упорядоченную по типу пос­
ледовательность < Щ; •) I "w (..f/ • J/ •> Если л - счетный 
предельный орцинал, то через o^(xj обозначим х-ый член 
из фундаментальной последовательности для а, 

Определение 1. Е&п - предельный ординал и то 
проектом длиной ^ будем называть любое тако& множество, 
элементами которого являются ̂ ^гндаментальные последователь­
ности для цредедьннх орциналов, меньших П1мчем для каж­
дого предельного ординала оС <р оно включает в точности 
одну фундаментальную последовательность. 

Если Ih некоторый проект, то его длину будем обозна­
чать через U" !'• ^ 

С каждым проектом -ir мы связываем т.н» функции Лёба-
Вайнера (зс.), кото1ме определяются следующим образом: 

Определение 2. ([з] стр.. 35). 1^сть П/<и^., л<1л; и 
тогда , , W . 

(лЬГ/(х) 
го) , А и о«- - предельный 

ординал, где ' 
<cL)oc|)^ - фундаментальная последовательность из 

. f для и . 
ч](о)--о, 
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функцию Ax-F|^(ot) будем обозначать через 
Определение 3 ЛИ,стр. 40), Полохщ! 

LF]^= EUAX-Ö, XX. ' .4\U{F^I(I^D))  
где, если К - некоторая оовокуБность функци!, то £(К) -
наименьший класс функций, содержащий К и замкнутый относи­
тельно суперпозиции и ограниченной рекурсии. 

В cBoet работе [3j Дёб и Вайнер показали, что для всех 
проектов f и для^ o-<l^<lilFl( имеет место строгое вклю­
чение Jp» при этом^^(^ Cf где 

- множество всех примитивнорекурсивных фушщий. В 
этой же работе был определен специальный проект джиной Ьо 
(см. [з] стр. 47-48], которую мы здесь условно обозначим че­
рез LW. Для этого проекта 1ёб и Вайнер (см. [з] стр. 62) 
доказали, что U . LIWJ^ =, где ф -множество всех Л / Пи, _ . 
к-рекурсивных функций. Далее, Вайнер показал (см. i2j стр.77/ 

что ̂  J i ILW]^= = где 

- множество всех орщшально рекурсивных функций, 
- множество всех функций, рекурсивнооть кото^шх до­
казуема в (классической) арвфшетике первого поряд­
ка, 
множество всех примитивно рекурсивных функционалов 
Гёделя типа (0,0). 

Кроме того, Лёбом и Вайнером было показано, что все классы 
L ILW] являются конечно порожденными (см. [2j стр. 82) и что 

(см. Гз] стр. 56). В связи с этим возникают 
ве'сьма естественные проблемы, которые впервые были поставле­
ны Лёбом и Вайнером в конце работы [З] и которые мы здесь 
приведем в слегка обобщенном виде; 
А. Существуют ли такие проекты что )| 1Р Ц > i-o и все 

классы L if - конечно порожденные? f 
-В. Существуют ли такие проекты /р, что Ц 11>^о я 

Говоря о конечной пороаденности классов 

мы условимся "забыть" о бесконечности множества 
функций Лх-.х:-

В настоящей статье мы определим относительно эффективно 
выбранные проекты и покажем, применяя т.н. метод исправлений 
фундаментальных последовательностей, что существуют такие 
проекты У, что uj'^ l^ ^ ivcj где uJ,yQ - первый не­
конструктивный ординал и и ~ Фс. ÜV , где 

множество всех общерекурсивных функций. Тем же методом бу­
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дет доказано существованже такжх проектов что 
и все классы Lip]^ конечно порожденные. И, наконец, что су­
ществуют такие проекты F, что l^F ll=^^y| и с{£=Лх--х. 
в связи с этим отметим, что интересные проекты - т.н. строй­
ные системы фундаментальных последовательностей - для кото­
рых положительно решается проблема "В", построил 1Шат в ста­
тье [б]. Однако, как было показано в [7], нельзя выбрать 
стройнус систему фундаментальных последовательностей одно­
временно для всех счетных предельных ординалов. 

2. Относительно эффективно выбранные проекты 
Цусть 5 - некоторш система обозначений для ординалов 

и ординал, имеющий обозначение к в системе, 
[5] стр. 264). 

Определение 4. Фундаментальную последовательность <?(| л,|>^ 
будем называть вычислимой, если существует такая одномест­
ная общерекурсивная функция что {t^}) для 
всех tl 

Определение 5. Будем говорить, что проект f является 
относительно эффективно выбранным до ординала (^, ^если су­
ществует такая одноместная чаотичнорекурсивная функция ^ и 
такое множество 6^ С , содержащее по крайней мере одно 
обозначение для каждого ординала ^ ^, что 

если л. е Ьр, и v^{x) - предельный ординал, то 
^ (л.) определен и <% (f. есть фундаментальная пос­
ледовательность из f, шгеющая своим пределом, при­
чем ß|3 для всех а <u). 

Замеч1шие, Если /З = !1 f |], то будем вместо " яв­
ляется относительно элективно выбранным до, f:, " говорить, 
что " |р является относительно эффективно выбранным". 

Определение 5.1. Будем говорить, что проект if является 
эффективно выбранным до ординала , если 1г относительно 
эффективно выбран до и при этом множество является 
рекурсивно перечиилимым, 

Применяя т.н. лемму о рекурсии (см. L5j стр. 509) можно 
доказать следующую теорему: 

Теорема I. Если проект относительно эффективно вы­
бран до р, то ' Есдш же f является 
эффективно выбранным до является вы­
числимым семейством общерекурсивных'^функций (т.е. существует 
такая одноместная общерекурсивная функция i . что 

5 
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лУд ^ ~ ' Теорема I, ход доказательства 
которой можно в общих чертах найти в [4j, дает нам хороший 
способ для получения различных иерархий рекурсивных функций. 
Например: 

Теорема 2. (Лёб-Вайнер Гз].стр. 47). Пусть Р - некото­
рый путь через О, где О - клиниевская система обозначе­
ний (см. [5] стр. 268)^"и пусть проект Р определен следуп-* 
щим образом; ^ 

зЛР!. 

Тогда« если ординал Л имеет обозначение в Р, то 
и  И ? ] ^ < = Ф  

(Л <р ' 

Доказательство. Нетрудно проверить, что проект Р яв­
ляется относительно эффективно выбранным для любого имею­
щего обозначение в пути Р. Остается применить теорецу I щ 
(знак в обозначает конец доказательства). 

Аналогичным образом доказывается 
Теорема 3. Пусть М - некоторая унивалентная система 

обозначений и пусть 
jM = 1< I * ̂ 

В таком случае, если ^ ̂  IllMlf, • 

Эту теорему мы будем ниже использовать при решении проб­
лемы "А", 

3. Метод исправлений фундаментальных последовательностей 
Постановка задачи. Решение многих вопросов об иерархии 

Лёба-Вайнера так шш иначе сводимо к следующей проблеме; 
Пусть Ч - некоторая совокупность функций. Требуется опре­
делить такой проект 1г, что для каждой Я е Н мошо было 
бы указать такие < И iF II и > при кото­
рых почти для всех значений ,. -., • имело место не­
равенство _о - *1 ' 

Или в более "сильном" варианте; требуется найти такой проект 
чтобы для каждой <£ И можно было бы указать такую 

примитивно рекурсивную функцию , при которой для каждого 
< ii ;г i) , и почти для всех х,^ .,., имело 

место неравенство 
fvU: Ч' <1, "-л«' 

По существу именно таким способом были доказаны, например, 
теорема 1ес'л л Ьайнера о том, что = 0^^ теоремы 
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Bataepa о том, что ̂  U ^ ^ я что все 
классы [ конечно ̂0оро«ценные, а также теорема автора о 
том, что существует такой проект F, что (J Cf 1 -4^лгл 
(см. L'4] стр. 51-53]. 

В рамках настоящей работы нам достаточно изучать Быше-
ухазанЕ(ые проблемы в более узкой формулировке. А именно: 
n.I. Цусть Н - некоторая совокупность одноместных функций 

1 пусть Cef ^ <Г . Возможно ли определить такой 
проект F, что 11 F II = и для каждой К t Н можно 
было бы указать такое оС, при котором к 'где 

n.II. Цусть Н - снова некоторая совокупность одноместных 
функций и пусть ÜJ < <5* . Возможно ли опреде­
лять такой хфоект Fj что II f и чтобы для к^ой 
Iv, 6 Н ж для всех и) л < /I iFII имело место Н. 

На первый взгляд может показаться, что решение этих 
проблем - задача безнадежная, ибо, не располагая ни малейшей 
информацией о поведении функций из множества Н, трудно даже 
представить, как все-таки определить требуемые проекты. Од­
нако ниже мы описываем т.н. метод исправлений фундаменталь­
ных последовательностей, при помощи которого решаются положи­
тельно как проблема ИХ так и ШХ. Суть метода исправлений 
фундаментальных последовательностей можно кратко и в самых 
общих чертах изложить в следующей форме: 

Вместо того, чтобы сразу "de facto" построить 
нужный нам проект, берем сначала произвольный проект t~ с 
длиной (f, который, быть может, и не удовлетворяет нашим 
требованиям. Теперь мы "исправляем" проект F, прибавляя 
справа по веж ̂ енам некоторых фундаментальных последова­
тельностей из F подходящие натуральные числа и докажем, 
что полученный таким способом новый проект F обладает тре­
буемыми свойствами. 

Более конкретную картину о вышеуказанном мы получим из 
доказательств следующих теорем. Итак, 

Теорема 4. Г^гсть И - некоторая счетная совокупность од­
номестных функций и nycil% uT-S J ̂  ' Существует такой 
проект F, что h (ГЦ = и для каждой. А, t Н найдется 
такое что ^ ̂ ^ 

jgoKasaT^CTBOi Берем произвольный проект t с длиной 
(Г , где ио" S (Г < ' Образуем некоторую счетную сово­
купность li из предельных ординалов, меньших f и установим 
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взаимно-однозначное соответствие между элементами Н и 
Символом будем обозначать предельный ординал из ß, ко­
торый соответствует функции А/ из Н, Фундаментальную пос­
ледовательность из t для некоторого предельного ординала 
7^ обозначим через 

i'enepb определим новый проект f, полагая, что для пре­
дельных d б f содержит < «• I л 1 , а для 
проект Р содержит последовательность 

f/v(oc^>^^  e 
/ t-л l O j  =  ̂ ( 0 )  . 

I если 
^ если к'к l^), 

Если теперь •">С>0, то на основе леммы 2 из [41 имеем, что 

Теорема 5. Щгсть И - некоторая совокупность одноместных 
функций и пусть U) < ^ -ž, ьо^. Существует такой проект F 
о длиной сГ, что для каждой А/ fe Н и для всех ш <: о/, с S 

i J i->5 
имеет место ^ ' <,1. • 

Доказательство. Возьмем произвольный проект f с длиной 
сГ, где и) < S ̂  . Пронумеруем натуральными числами все 
функции из И , полагая, что И ^ , 'v,, • -. ]f. Теперь оп­
ределим новый проект 

= -j < р iTCI f f (ž_ I где ß - предельный 
ординал меньше и Л [Ь 1^1 >х- фундаментальная 
последовательность из f для -fO • 

Нетрудно показать, что если I = У^х ' f (ŽIJb^i^))jTo 
'для всех he И. Из этого на основе леммы 2 из [4j и леммы 
2 . 4  и з  [ S j ,  л е г к о  с л е д у е т ,  ч т о  к  <  1 ' ^ °  д л я  в с е х  4 - Н  
и для каждого uJ ^ ос 4 (Г я "Практическую" пользу от вы­
шеуказанных теорем 4 и 5 мы будем иметь лишь после того,ког­
да мы сумеем ответить на следующие вопросы: 

При каких условиях метод исправлений сохраняет 
1° вычислимость фундаментальных последовательностей; ^ 
2° эффективную выбранность проектов; 
3° рекурсивность функций Лёба-Вайнера? 

Ццределение 6. Пусть S - некоторая система обозначений 
для ординалов. Будем говорить, что S имеет эффективную 
операцию сложения натуральных чисел справа (слово "справа" 
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•н & дальнеАшем будем опускать), еслж сущест^ет такая двух-
местная часпчнорекурсявная функщя что xit-П/ оп-

раделено Д1я всех х б % к гъ < uj и Ч ffc i -

Дешю I. Еслк снстема 5 шеет эффектжввуп ооерацшо 
сложашш натуральных чисел, все фундаиентальяне последова-
тельвостж 18 проекта (F. являются шпкслминш» Н £ 
я f получается из F методом исправлений, xoTopat из­
ложен в доказательстве теорема 4, то все последовательности 
из F являются вычислимыми. 

Лемма 2. ikun система S И1№бт^ аффективную операцию 
сложения натуральных чисел, проект F .относительно эффективно 
выбран до <Г, пржчем множество (см. oiop. 5) содержит в 
точности одно обозначение для каждого предельного ординале 
Р ^ (^1 существует такая одноместная общерекурюивная ̂ ^нк-
1ЩЯ что И ® функции из Н являются не­
убывающими и если ншонец 

F = •{ < Ч ' I«, I < % ' h, 

то проект (р является относительно зффо^тивно выбранным 
до S, причем е' для всех л < <Г. 

Доказательства лемм I и 2 можно без особых трудностей 
получить, опираясь на ощюделения 4, 5 я в. 

Лемма 3. Бели система S имеет ^ективную операцию 
сложения натуральных чисел, проект где Ц f В > 
относительно эф^ктивно выбран до некоторого S пря­
чем множество l&j- содержит в точности одно обозначение для 
всех предельных (З < и существует такая фуццамеитальная 
последовательность <Г^т>^ для элементы которой все суть 
предельгае ординалы и если наконец - Фл^к и 

f = + € f } u  

то U ff], 
л. < <Г •' 
Доказательство. Цусть 
Cl - фиксированный гёделевский номер константы О, 
Cm - фиксированный гёделевский номер функции f , 
^;п- обозначение из для ординала 

. J если. Х-ii,' для некоторого L = с , гги. 
^->1 \ л для остальных значений х. 
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Определяем проекты ^ "• полагая, что 

t --1< ̂'s 

•^lerKo видеть, что для каждого rtv, - относительно эф­
фективно выбрано до , причем fi;c |р^ с, с с:.,. и 
Ü iL = f. Следовательно, U Cf], Ф^, -
m =( <5* * 

Нет сомнений, что читатель сам легко сможет фохммулиро-
вать и доказать аналогичные леммы и для той "версии" метода 
исправлений, который содержится ъ доказательстве теоремы 5. 

4. Получение иерархий всех общерекурсивных функций при 
помощи метода исправлений фундаментальных последо­
вательностей 

Теорема 6. Для любого предельного <5, такого, что S 
имеет фудцаментальную последовательность из предельных орди­
налов и uj4 ^ существует такой проект F, что 

ii iPli (Г ^ ̂^;;^^'^'^^a =  ^ iv• 
 o a a e  c  o. Пусть S - некоторая максимальная уни-

валентная система обозначений, имеющая эффективную операцию 
сложения натуральных чисел. (Такую систему можно легко по­
лучить, например из системы Кяини 0.). Определяем "исходный" 
проект f, полагая, что 

Легко видель, что F является относительно эффективно вы­
бранным. IfyCTb теперь некоторая фиксированная 
фундаментальная последовательность для tf, все элмвенты ко­
торой суть предельные ординалы и пусть {}^ - множество 
всех одноместных общерекурсивных функций. Полагая, что для 

всех лг <. LÜ 
fv = Лх-ицй)„ (»-.aj'ul.rae = 

И ' t - "левая" функция из канторовской ну-
Hirv *= YpUm „ , р  
йерации пар, определим новый проект |Г : 

F4 ̂ •''ь 

(J { N i ̂  J ^ ^ 

в силу леммы 3 имеем ' . -о® 
время, из леммы 2 из '_4 J следует, что 
всех < uJ . Но из этого вытекает, что при всех 
имеет мес?го ^ liF }-,•,• ij. \ ^ откуда iL <= ^ J , 
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Действительно, согласно лемме 5 из [4] и определншо 3, все 
классы замкнуты относительно операций ограниченного 
минимума и суперпозиции. Кроме того, на основе теоремы 2.18 

Замечание. Легко показать, (использу^например,теорему 1 
из [4]), что при любом проекте f из следует 

5. Решение проблемы "А" Лёба-Вайнера 
Jtoiata 4. Цусть f - проект. Тогда, если w ̂ осс il f 

т е  к л а с с  Е ( - Х х  « О ;  ,  Л  э г  • с о д е р ­
жит все примитивно рекурсивные ̂ ^ункции и является замкнутым 
относительдо ограниченного минимума, 

^оказат^стю легко получается из определений, теоремы 
2.18 из [3] и из следствия 2Л [1^. 

Теорема 7. Для любого предельного р ̂  существует 
тако1 проект F, что Й Р1Г> f> и если ot < р конструк­
тивный предельный 01щинал и «г <uj), то 

ГР ] ^=Е( х * ' 0 ,  я 

Jpi^aTeuoTTO. Цусть 5 *- такая максимальная унива-
лентиая система, которая имеет эффективную операцию сложения 
натуральных чисел и для которой существует такая двухместная 
частичнорехур(явная функция ^ что для всех 

\/лД л ('Ur, v)f X I X G % (х; < 2/^ 

Положим, что g. - одноместная общерекурсивная функция, удов­
летворяющая условию 

Lt^3C,t)^0j) и всех 

Теперь определим фушвд Аi, х) ̂ ©(кг г х) R(^,i xj 
ж H('W, i). - U) 

^Urž.^ü) = 0, 
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/геделевскжй номер функци если к^(мг)»0 
[гадвлввскжй номер функцщж Лрс»(хИ)^ есл к$Сиг)^{ 

«(Ч»Д вадвлввомй напер фушщиАх.̂ ' 
если iij(4«rj=4 Ё (р^ 
геделевскжй номер функция • <Л,^/Л|?(ч<г,г;ЭсА 

Чесли К5('МГ)=Г2. ^ 

Ясно, что все вышеодределвнннв фуихцжн частячнорехурсжвнне, 
и ДЕ« этом существует еще такая одномсотная частжчнорехур-

-сжвная функция что для всех 
г € Н. Щжменяя теорему о рекурсии, найдем такое 
2^, что "fip ж обозначим 4?^ через f. Теперь оп­
ределим 

AW,2C.'*%I ^ 

(Очевидно, что F является "исправлением" проекта 

F = / < :  » i  ( = 2  ! ) •  

Легко доказать, что лмя веа и-еЛу. 
Если vyiw) - предельный ординал, то на основе леммм 

2 из Г43 F 

где нетрудно заметить, что -О)) 

для всех Но тогда на основе лешш 4 получаем, 
что для всех V :  (vj < 1/5 (w) имеет место включение 

откуда сразу 

вытекает 

Алу-Л!-^, Лха;,, и 

б.^гешение проблемы "В" Лёба-Вайнера 
Теорема 8. Для любого а < гО^ существует такой проект 

£ что llfll-P й при всех предельных 
<к <р. ' • 

Доказательство. Возьмем произвольный такой проект f, 
что •') 1^!1 - р . Если л < ̂  - предельный ординал, то 
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<õc |л| >3 € F. Теперь рпределш нова! проект IF по­
лагая, что есп <л1^/>д € р, то 

л | о |  * ^ i o i  

^ 1„,1=«в*(о( 1*1,0. iÄt)i)+ 

В таком cj74ae ^ 
(о) ̂ 0  1 всл1 (2) - X f  то на основе домш 2 на 14] 

jüiTepaTTpa 
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RIKURSIIVSST8 FUHKTSIOOHIDB HISRARHIATB Q0BSBfilIMIHS 

HlVa LÕB-VUVBII PROBLSBUIDS "A" JA "B" LAHSHIiAMm 

FU )A]  AALJAI >S PARAIDAMISS HKBTODIL 

F.Lorents 

R e s ü m e e  

Artiklis kirjeldatakse fimdamentaülJadade parandamise 

meetodit ning kasutatakse seda 1970, aastal Lobi Ja feineri 

poolt sõnastatud probleemide "A Ja "B" positiireeks lahenda­
miseks* 
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АМТТХНА 07 HISRARGHIES OF GSTSSAL RECÜRSITS FDVCTIOIS 
AHD SOLTHTG THE PROBLEMS "A" AID "B" OF LÖH AHD 

WEHTER USING CQRRECTIQV MEZHGD OF FUHDAMEMB SEQUEFFCES 

F.Lorente 

S u Ш m а r 7 

А method of coirrecting of fundamental sequences le dee-

crlbed. The method le baeed on the faet that glven an ar-

blt3rar7 set of ftmdamental aeguencee It Is poeslble to find 

such natural numbers for adding to the elemente of sequen-

eee which glve the desired propertlee to the Lõb-4reiner 

Hlerarohles« The method enables to рготе the ezlstence of 

such hlerarchles of Lob and Weiner, whlch represent th^ set 

of all general recurslve funetlons« The same method enables 

also to get positive answers to the problems "A" and "B" 

stated Isy Lob and Weiner In 1970. 
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