
-АНАЛОГИ КВАЗИФРОБЕНИУСОВЫХ КОЛЩ ДЛЯ МОНСЩОВ I 
П.Нориак 

Кафедра математики ТПедИ 

Ц^сть ^ - моноид. Множество Д назаваетоя левым S-

полнгон(Я1, если для любых элементов S и ощ>едвхе-
но произведение причем и ic\.^a 
для всех и А. 

Как ВЕДно из определения, понятие полигона над моноидом 
аналогично понятию модуля над кольцом. В это! связи пред­
ставляет интерес исследование свойств моноидов и полигонов, 
аналогичных тем или иным важным свойствам кол^ и модулей. 
Один из таких вопросов и рассматривается в настоящей работе. 
Напомним, что квазифробениусово кольцо было определено как' 
артиново кольцо, удовлетворяющее некоторнм свойствам двой­
ственности. Впоследствии многими авторами^ были найдены раз­
личные условия, эквивалентные квазифробениусовости кольца. 
Среди них; 

1. Все свободные левые Р-модули инъективны ([б], пред­
ложение 5), 

2. Все проективные левые р-модули инъективны([9], тео­
рема 

3. Все счетно-порожценные проективные левые R-нодули 
инъективны ([9], теорема .5^. 

4. Любой левый Я-модуль является подюдулем некоторого 
свободного левого i^-модуля (flO], следствие 5.6). 

5. Кольцо bL является 21-инъективным (L9J, теорема 
5, предложение 3). 

6. йнъективная оболочка любого свободного левого Й-мо-
дуля свободна ([2], теорема 5). 

7. Все вполне проективные левые R lio y   инъективны 
('[6], предложение 5J. 

8. Все свободные левые R-модули вполне инъективны ([6] 
предложение 5). 

9. Все вполне проективные левые ^-модули вполне инъ­
ективны U6i. предложение 5). 

10. Любой циклический левый и любой циклический правый 
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модулж содержатся в некотором проективном модуле (ПОj, 
следствие 5.10). 

11. Все жньектнвше левые бнюдулш ороектнвнн (ХЮ], 
теорема 5.3]. 

12. Все вполне ннъехтивнне левне {^-чюдуля проектжвнн 
(С61,. предложевже 5). 

13. Все вволне явьекпвнне левые R-4 | y l вполне про-
ектнвны (Г6], прекюнерне 5). 

14. R •> аов9рлеяио9 олева кольцо i лвбо! конечно по-
родденный левый R-MQKJA нз(яюрфен подмодулю некоторо!« 
щюектнвного R-модуля ^[121, теорема 3). 

15. Кольцо удовлетворяет условию минимальности для 
npaBidc идеалов и для всякого неприводимого левого (правого) 
R-модуля А его модуА характеров является нещжво-
дишм правым (левш|) R-модулем ([43, теорема %.6}. 

16. Кольцо соверменно слева и любой циклический ле­

вый R  i y   рефлексивен (Tl2J, теорема 2). 
Как видно из полученных ниже результатов, аналоги усло­

вий 1.-16. для моноидов расщепляются, т.е. они ощ>еделяют 
несколько различных классов моноидов (см., например, теоре­
мы 1, 2, 3 и предложение 6). 

Напомним некоторые определеш и факты ив теории полиго­
нов. Если не оговорено противное, полигоны предоолагаютоя 
левыми. 

Полигон с одним образующим называется циклическим. Поли­
гон В назшается существенным расшфением полигона А, 
если любой гомоморфизм Ф - ß> ^ J ограничение которо-' 
го на А - мономорфизм, является мономорфизмом. Максимиь-
ное существешюе расширение полигона А называются инъшк-
тивной оболочкой полигона А. JbD6oft полигон А обладает 
инъективной оболочкой 6 (А)^ единственной с точностью до 
изоморфизма над А (18], теорема 10). Говорят, что S-no* 
лигон £> - чистое расширение полигона А^ или, что А -
чистый подполигон полигона 5, если каждая конечная сис-
т«ю уравнений вида * о., где а 
CL е разрешимая в В>, разршшма в А, Говорят, что 
полигон А абсолютно чист, если он чист в своей инъектив­
ной оболочке (А). Ясно, что кавдый инъективный полигон 
абсолютно чист. Каждой системе 21 уравнений вышеуказанного 
вида сопоставим следующий граф Г (он называется графом 
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системы ̂  ): верпшаш графа Г  явжяются стволы всех не­
известных, входящих в систену, а ввршвы ос н ^ соединены 
ребром тогда и то^ко тогда, когда в оистеце X найдется 
уравнение = ii^> Назовем cncTeiqr X связной, если 
граф этой системы - связен. Конроизведенне ^»полиговов 
Л'^ Lei, где 1 - некоторое мноиеотво индексов, изо­

морфно объединени!) попарно непересекапцихся полигонов 
с ё L Свободный 5~полигои изоморфен копрсизведению не­
которого множества экземпл^в моноида S. Одноэлементный 
полигон называется нулевым. Полигон Л называется слабо (^-) 
инъективным, если он инъективен относительно вложений (ко­
нечно порожденных) левых идеале» моноида S в 5* Назовем 
полигон Ü-инъективным, если он инъективен и копроизведе-
ние любого множества его копий также инъективно. 

Не определяемые в работе понятия из теории полугрупп и 
теории категорий можно найти в книгах [З] и [71 соответст­
венно. 

Все рассмотрения в дальне1|шем введутся в категории левых 
S-полигонов, где ^ - фяксированный моноид. 

Лемма 1 (C5J , теорема 1). Полигон с нулем инъективен 
тогда и только тогда, когда он инъективен относительно вло­
жений в циклические полигоны. 

Предложение I. Если полигон абсолютно чист и 
каждый полигон А; содержит нулевой подполигон, то имеет 
место изоморфизм Е (-и» cif и £ (A-J, ^ 

Доказат^ство^. Е^сть полигон и А;, абсолютно чист. 
Поскольку каждый из Al содержит нуль, по доказательству 
предложения 7 работы Сн! имеем ДЛЯ любо­
го элемента -X t Е (i±Ai,j, Поскольку система {'ÄjX 

=<^ie J не разрешима в ̂  AJL ни для ка­
ких элементов ^ А^ , г для любого 
элемента _ х е t (и А J имеем Sx О 0 для некоторо­
го к fe Г и S эс П Aĵ  = 0 для I Jt к . Таким образом, 

у где X;, 
Существует гомоморфизм ^ : jj_ £ (А^ ) Я - 6 (ил^такой, 
что диаграмма ^т/ 

X'i ̂ 
г ^ 
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ко11Ц5гтат1вна, где с ж J - естественные вложенжя. Ш)сколь-

*У Я Xl ̂ пооговы А,^ содержат нулевые псдполжговы и 
Е (Al) - существенное расширенке полигона Ас] L ei, то 

t Е (А{,у С OC'i, ж «j* - мономорфжам. Осталось только 
доказать, что полжгон ^ t (Avj жнъектжвен. Цусть нам за­
даны гомоморфизм : 2.  ̂Е (Ai j ж мономорфизм 
И • ^ ^5 uj. Рассмотрим диа11)амму 

-

/ ль" (А J 

/ i 
Su/- •< ̂  2. 

Поскольку жнъектюен, то существует гомоморфизм Л: 
S'ur-v'üXi такой, что » *f«" Следовательно, су­
ществует элемент к. € Г такой, что . Тогда 
^ с Е (Ак,) и oL цродолжается до гомоморфизма сс 
-ь-£^(Д^.По лешю I полигон jj. t (Ai) - инъективен. Следова­
тельно, £ (М-Al) ^ поскольку с - мини­
мальный инъективный полигон, содержащий полигон ^ 

Дредложенже 2. Бслж,любые два левых ждеала моножда S  
жмеют непустое пересечение, то " 
подполигоны в еAl), =0, при условии, что 
полигон ЛА^ имеет нулевой подполигон 9 и Хо = О в 
противном случае. Кроме того, если каждый содержит ну­
левой подполигон, то с (Ai,). 

^окадатадьствод Цусть^ любые дм левых идеала моноида S  
имеют непустое пересечение и пусть А , i ̂  I, - неко­
торое множество $-полигонов. Обозначим = А и пред-
положжм, что для элемента эс^ t (Д) существуют элементы 
4i -ia. € S такие, что € Ас ̂ ^ А^, (с По усло­
вию найдутся элементы i, ^ 5 такие, что 
Тогда имеем ^ Аи ij 'i; ~ > что 
невозможно. Таким образом, £ (А) распадается в объеди­
нение непересекающихся множеств Xi , с- ь I, где 
= {хе Е{А)', SxOAt 0^ и нулевого подполигона 0^ 
если А не содержит нулевых подполигонов (лемма 2 рабо­
ты ШЗ), Покажем, что ^ t (А) - подполигон, CG. J, 
Цусть х€ЗС<.и Тогда существует элемент S 
такой, что tx € А|с • По условию существуют элементы 
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t S такие, что '^4'^ ~ Тогда имеем =» 
e Ли, . . ^xeX^. Следовательно, где • '  ^  r  -r, г ^V t p j  
X^-5 Лс } I. Предположим теперь, что ^ Ai со­
держит нулевой подполигон. Тогда, очевидно, кавдый полигон 
X^; инъективен и, поскольку вложение At^ 
продолжается до вложения j : Ц £ (А^)-*Ё^(й,Ле,) ̂ *то нам 
достаточно доказать, что - инъективен, фи сде­
ланных предположениях циклический полигон не имеет непересе-
кащихся подполигонов. Следовательно, для любого подполигона 
£ циклического полигона Sw и любого гомоморфизма 
f i 2 —^ (Al,) имеем 4* ^ (''^•5.] Д®® некоторо­
го fc Г. Ввиду инъективности полигона ^(А^) гомоморфизм 

продолжается до гомоморфизма tp ; £ (А^_). 
Инъективность полигона и ̂ (А:) следует тепе^ из лешш I. 

Предложение 3. След^^ооще свойства моноида 5 эквивалент­
ны: 

1) Копроизведение любого множества инъективных S-поли-
гонов инъективно. 

2)  Существует инъективные S-полигоны А Л Õ такие, 
что полигон А IL Ь инъективен. 

3) Существует инъективный S-полигон А iL 6. где поли­
гоны А и содержат нулевые подполигоны, 

4 : Существует абсолютно чистый 5-полигон Л Я 6^ где А 
и !о содержат нулевые подполигоны. 

5- Существует S-полигон А,  содержащий нулевой под­
полигон, такой, что полигон А Jj. А абсолютно чист. 

6 Существует S-полигон А такой, что А ЛА-инъекти-
вен. 

7 Копроизведение любого множества абсолютно чистых 5-
полигонов абсолютно чисто, 

8 Копроизведение любого множества сдабоинъективных S-
полигонов слабоинъективно. 

5 Копроизведение любого множества слабо (^-инъективных 
-.-полигонов слабо ^.-инъективно. 
10 Пересечение любых двух левых идеалов моноида S не­

пусто. 
Доказатёльство^ Учитывая тот факт, что кажднй инъектив­

ный полигон является абсолютно чистым и что каждый инъектив­
ный по.тагон содержит нулевой подполигон ([l], лемма 3J, мы 
получим следующий граф импликаций: 
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Имолнкацжя IQj ̂  lj вытекает из предложенЕя 2 ,  а  импликация 
4 ) =^2j следует из цредложения I. Для доказательства имшш-
кации 2)=ф10), 8)-=^10] и 9)=:р10) предположим, что 
Л р для некоторнх главных левых идеалов и 

моноида 3. Цу^сть, далее А и 6 " некото|ше инъективные 
полигоны, такие, что полигон А И В слабо ^-инъективен. 
Определим гомоморфизм Ь формулой 

1 Öfr <1 ^ 
где 0^ €А^ - нулевы4 цодполигояы. Ш условию 
f продолжается до гомоморфизма <f : S ü. 6. Но так 
как моноид S _как левый Ь~полигон - цикличен, то образ 
гомоморфизма ^ содержится либо в либо в т.е. мы 
получили противоречие с тем, что Ч продолжает 10) ̂7Л 
Цусть полигоны А;, ie абсолотно чисты. Цусть за­
дана некоторая конечная система Z1 уравнений с константа­
ми из 11 . Не ограничивая общности, можно предполагать, 
что система ^ связна. По предложению 2 имеем 
-JJ. где «- € I. Тогда, очевидно, 
BcVконстанты, присутствующие в системе И ̂ принадлежат 
некоторому полигону Л«« € I; Следовательно, сисг 
тема ^ рюревима в ОС^ и, поскольку по предложению 3 
работы CllJ чист в система 21 разрешима в 
А^, Таким образом, полигон абсолютно чист. 10)^), 
В)» I^CTb с €. Г » " слабо (;|-)инъективные полигоны 
и пусть vf;X_i^iiAt -гомоморфизм, где f - (конечно 
порожденный] левый идеал моноида S< ^ условию 10) иде­
ал Г не представляется в виде объединения непересекающих­
ся левых идеалов и, следовательно, {̂[)Q Для некото­
рого «i в 1. Поскольку - слабо (|-)инъективен, то 
продолжается до гомоморфизма S > т.е. Ii -
слабо (|г.) инъективен. ^ ^ . 

Лешла 2. Пересечение любых двух левых идеалов моноида S 
с правым нулем О непусто тогда и только тогда, когда О -
двусторонний нуль моноида S. 

Доказательство очевидно. 
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Напомним, что левый S-полигон А называется образущим, 
если для любых различных гомоморфизмов : существует 
гомоморфизм такой, что jž: pj*-. Полигон А 
называется вполне проективным, если А - проективный обра­
зующий в категории левых S-полигонав. 

Теорема I. Следующие свойства монрцда S эквивалентны: 
1) Все свободные S-полигоны инъективны. 
2 )  Все вполне проективные S-полигоны инъективны. 
3) Все проективные 5-полигоны инъективны. 
4) Все конечно порожденные свободные S-полигоны инъ­

ективны. 
5) Все конечно пороященные проективные .S-полигоны инъ­

ективны. 
6) Все счетно-порожценные проективные S-полигоны инъ­

ективны. 
7 )  Моноид S является Х-инъективным. 
8) Инъективная оболочка любого свободного S-полигона 

свободна. . 
9) Существует свободный инъективный S-полигон с множе­

ством Г свободных образующих, где 
10) S - самоинъективен с двусторонним нулем. 
^имечшше^ Заметим, что в теореме 1 рассмотрены условия 

на моноид, соответствущие условиям I) - 3) ш 5) - 7) ква-
зифробениусовости кольца, приведенные во введении. Отметим 
еще, что эквивалентности условий 1) ̂  3) и 10} теоремы I по­
лучены также с использованием других соображений М.П.Доро­
феевой СДеп. ВИНИТИ Л 5252 - 73, I-IIj. 

Доказат^ство теоремы. Импликации 4)=ф-9)<= 8>Ф=>1) ̂  
:=^2) ̂==^3)^^ у6) и 7j<=rlj-=::И)'^=^5) очевидны. 
Поскольку моноид S > как инъективный левый .^-полигон, со­
держит левый нуль, то импликация 6) =^10), 7J. '•ylOJ, 
Qb >тп) и IQI следуют из предложения 3 и леммы 2. 

Из самоинъективности моноида S не следует, что S 
имеет двусторонний нуль, как показывает следуюощй 

Цусть S = I i ̂ - Й» \,где 4 0^ = 0^ а = ßi 
и а" = j, ^ j 11-1,2 У. Поскольку очевидно, инъекти-
вен относительно вложений в циклические полигоны, то S - са­
моинъективен по левше I. Однако S не содержит двустороннего 
нуля. 
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QF -RINaiDE AKALOOGXAJD MQVOIDIDB KOBBAI. 

P.Normak 

R e s ü m e e  

Artiklis vaadeldakse pol^oone ule monoidi S. Leitakse 

Gl-ringide analoogiad monoidide korral. Näidatakse, et 

üheks selliseks monoidiks on nulliga iseinjektiivne monoid* 
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AHALOaiBS OF OF-RINGS FOR MONOIDS 

P.Normak 

S u m m а r у 

Let 5 Ъе а monold« In thls artlcle we consider left S-
sets eatiefying certaln propertles» All of tHese propertles 

are proved to be equivalent to the fact that all projectlve 

S-eete are injective the property which in the case of 
ringe is equivalent to the ring to be а Q, p-ring. 
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